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PREFACE. 


Dans  cet  ouvrage,  j'ai  cherché  d'abord  à  faire  comprendre 
comment,  par  les  progrès  de  l'abstraction  mathématique, 
on  est  amené  à  concevoir  l'existence  d'une  théorie  qui  a 
pour  objet  les  propriétés  générales  des  fonctions  continues  : 
que  ces  fonctions  s'expriment  ou  non  par  les  signes  de  l'al- 
gèbre ou  par  d'autres  symboles,  d'une  valeur  mathémati- 
quement définie.  H  y  a  plus  d'un  avantage  à  distinguer 
ainsi  la  théorie  des  fonctions,  de  l'application  qui  s'en  fait 
aux  fonctions  de  l'algèbre  et  de  la  trigonométrie  ;  et  c'est  en 
ce  sens  que  j'ai  donné  à  mon  livre  le  titre  de  Traité  élémen- 
taire de  la  Théorie  des  Fonctions. 

Dans  l'état  actuel  de  l'analyse,  la  Théorie  des  Fonctions 
consiste  presque  entièrement  dans  la  théorie  des  rapports 
qui  s'établissent  entre  les  fonctions  que  Lagrange  a  nom- 
mées primitives  et  dérivées  ;  et  l'expression  analytique  de 
ces  rapports  engendre  ce  qu'on  a  appelé  depuis  Leibnitz  le 
Calcul  différentiel  et  intégral,  ou  bien  le  Calcul  infinitési- 
mal, à  cause  de  la  notion  d'infiniment  petit  que  Leibnitz  y 
a  jointe.  Pour  peu  que  l'on  ait  une  teinture  de  l'histoire  des 
sciences,  on  n'ignore  pas  que  Newton  a  inventé  et  fait  con- 
naître, sous  le  nom  de  Méthode  des  fluxions,  un  calcul  qui 
a  le  même  objet  que  celui  de  Leibnitz;  et  l'on  sait  que  le 
résultat  d'un  débat  animé  entre  les  partisans  de  ces  grands 
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hommes,  a  été  d'assurer  à  chacun  d'eux  un  droit  égal  à  cette 
mémorable  découverte. 

Le  développement  parallèle  des  idées  de  Newton  et  de 
celles  de  Leibnitz  n;est  pas  seulement  un  fait  historique  ;  il 
tient  au  fond  du  sujet  9  el  ne  peut  être  négligé  dans  une 
exposition  didactique  sans  que  l'exposition  pèche  en  quel- 
que point  :  les  deux  théories  se  complètent  Tune  l'autre, 
sans  qu'on  en  puisse  assigner  une  troisième  qui  ne  rentre 
au  fond  dans  Tune  ou  dans  l'autre.  J'ai  cherché  à  faire  sen- 
tir les  raisons  de  cette  double  solution,  autant  que  cela  m'é- 
tait permis  dans  un  ouvrage  destiné  à  des  études  élémen- 
taires, et  jusqu'à  un  certain  point  pratiques. 

La  méthode  de  Lagrange,  avec  les  modifications  qu'elle 
a  reçues  depuis  qu'on  a  reconnu  l'impossibilité  de  fonder, 
comme  l'entendait  ce  grand  géomètre,  tout  le  calcul  diffé- 
rentiel sur  de  simples  identités  algébriques,  n'est  au  fond 
qu'un  retour  à  la  méthode  de  Newton.  Sa  notation,  qu'il  est 
utile  dans  une  foule  de  cas  d'employer  concurremment  avec 
celle  de  Leibnitz,  ne  diffère  par  rien  d'essentiel  de  la  no- 
tation newtonienne  ;  et  les  épithètes  vagues  de  primitives 
et  de  dérivées  ne  valent  pas  les  dénominations  de  fluentes 
et  de  fluxions  auxquelles  Newton  avait  donné  un  sens  si 
précis.  Mais  je  n'ai  pas  oublié  que,  dans  un  livre  à  l'usage 
des  jeunes  étudiants ,  il  faut  parler  le  langage  actuellement 
reçu  dans  les  écoles.  En  conséquence  j'ai  exposé  d'abord, 
dans  un  chapitre  spécial,  la  théorie  des  fonctions  dérivées, 
sous  la  forme  qu'on  lui  donne  maintenant  ;  puis,  je  me  suis 
attaché  à  faire  comprendre  la  théorie  des  infiniment  petits, 
et  l'identité  des  résultats  obtenus  par  la  méthode  infinitési- 
male avec  ceux  que  donne  la  considération  des  limites  et 
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des  fonctions  dérivées.  Une  fois  cette  identité  bien  saisie 
par  le  lecteur,  il  peut  sans  scrupule  accepter  les  démonstra- 
tions par  Tinfiniment  petit,  et  profiter  des  simplifications 
que  ce  tour  de  démonstration  a  la  propriété  d'opérer. 

De  cette  manière ,  le  lecteur  n'arrive  qu'avec  lenteur, 
quoique  sans  circuits,  à  la  différentiation  des  fonctions  élé- 
mentaires, par  laquelle  les  auteurs  débutent  ordinairement. 
Je  souhaite  que  cette  lenteur  ne  soit  pas  trop  blâmée  ;  et  je 
m'imagine  que,  si  j'ai  réussi  à  me  rendre  clair,  au  moins  à 
une  seconde  lecture,  les  commençants  trouveront  quelque 
avantage,  pour  la  suite  de  leurs  études,  à  avoir  insisté  un 
peu  longuement  sur  ces  généralités. 

Pour  représenter  des  fonctions  qui  peuvent  être  quelcon- 
ques, et  même  n'avoir  pas  d'expression  mathématique,  j'ai 
fait  un  continuel  usage  de3  courbes.  Ce  signe,  si  naturel  et 
si  commode,  rend  presque  évidents  une  foule  de  résultats 
dont  la  preuve  exige,  pour  être  suivie,  un  certain  effort 
d'esprit,  quand  on  ne  s'aide  pas  des  considérations  graphi- 
ques ;  et  il  ne  faut  pas  confondre  l'emploi  de  ces  considéra- 
tions, pour  la  facile  intelligence  de  la  théorie  des  fonctions, 
avec  l'application  du  calcul  différentiel  à  la  géométrie,  qui 
fait,  dans  ce  premier  volume,  l'objet  d'un  livre  particulier. 
Les  applications  géométriques  du  calcul  intégral  ont  beau- 
coup moins  d'étendue,  et  on  les  trouvera  dans  le  second 
volume,  exposées  après  les  théories  de  pure  analyse  aux- 
quelles elles  se  rapportent  le  plus  immédiatement. 

Il  était  permis  à  une  autre  époque  de  regarder  les  appli- 
cations géométriques  comme  le  but  principal  de  l'analyse  : 
il  n'en  est  plus  de  même  depuis  les  rapides  progrès  de  la 
physique  mathématique.  La  discussion  des  questions  parti- 
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culières  de  physique,  auxquelles  les  géomètres  ont  appliqué 
l'analyse,  n'appartient  pas  sans  doute  à  un  traité  de  mathé- 
matiques pures;  mais  les  propriétés  générales  des  fonctions, 
en  tant  qu'elles  représentent  des  grandeurs  physiques,  va- 
riables dans  l'espace  et  dans  le  temps,  sont  un  sujet  de  spé- 
culations générales  et  abstraites  qui  n'emprunte  rien  àl'expé- 
rience,  et  qui  appartient  aux  mathématiques  pures,  aussi 
bien  que  l'exposé  des  propriétés  de  l'étendue.  Nous  ayons 
appelé  l'attention  du  lecteur  sur  ces  propriétés  générales 
des  fonctions  physiques  et  des  fonctions  du  temps,  chaque 
fois  que  l'occasion  s'en  est  présentée  ;  et  le  présent  ouvrage 
pourrait  être  considéré  à  cet  égard  connue  une  introduc- 
tion générale  à  la  physique  mathématique. 

En  adoptant  la  forme  de  Traité,  j'ai  dû  m'attacher  à 
rendre  Tordre  et  la  distribution  des  matières  aussi  naturels 
que  possible  ;  sans  ignorer  qu'on  ne  peut  atteindre  ce  but 
de  manière  à  éviter  toute  association  arbitraire  et  toute  sé- 
paration regrettable.  Le  premier  volume  renferme  ce  qu'on 
a  coutume  de  comprendre  sous  la  rubrique  de  Calcul  diffé* 
rerUiel  ;  le  second  est  consacré  au  Calcul  intégral  et  à  celui 
des  différences  finies  :  mais  je  donne  dès  le  commencement 
du  premier  volume,  au  livre  intitulée/es  Principes,  les  pre- 
mières notions  du  calcul  intégral  et  du  calcul  des  différences 
finies,  qui  m'ont  semblé  nécessaires  pour  rendre  plus  claires 
ou  plus  complètes,  ou  pour  fixer  à  leur  juste  place  des  théo- 
ries qui  se  rattachent  au  calcul  différentiel. 

Je  me  suis  écarté  de  l'usage  en  plaçant  le  Calcul  des  va- 
riations dans  le  cinquième  livre,  qui  a  pour  objet  les  qua- 
dratures, avant  la  théorie  de  l'intégration  des  équations 
différentielles.  Cette  innovation  me  parait  motivée  sur  l'ordre 
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des  difficultés,  non  moins  que  sur  l'enchaînement  des  ma- 
tières. En  écartant  le  calcul  des  variations  de  la  théorie  des 
quadratures,  à  laquelle  il  se  rattache  naturellement ,  pour 
le  rejeter  après  l'intégration  des  équations  aux  différences 
partielles,  on  induit  les  commençants  en  erreur  sur  la  vraie 
nature  de  cette  belle  méthode  de  Lagrange,  comme  si  elle 
constituait  (selon  l'expression  proposée  par  un  auteur  de 
mérite)  un  nouveau  calcul  hypertranscendant  ;  tandis  que 
ce  n'est  qu'une  élégante  application  des  principes  du 
calcul  différentiel  aux  fonctions  renfermées  sous  un  signe  de 
quadrature. 

Le  progrès  actuel  des  sciences  mathématiques  n'exige  pas, 
comme  celui  de  quelques  branches  de  la  physique,  une 
refonte  continuelle  des  éléments  :  cependant,  à  mesure  que 
certaines  théories  se  simplifient,  ou  reçoivent  des  applica- 
tions plus  importantes,  elles  acquièrent  des  droits  à  passer 
dans  renseignement  élémentaire,  et  à  y  prendre  la  place 
d'autres  spéculations  auxquelles  on  n'a  pas  reconnu  la 
même  fécondité.  Il  ma  semblé  que  les  principes  de  la 
théorie  des  fonctions  elliptiques  et  eulériennes  devaient  se 
trouver  dans  les  éléments  du  calcul  intégral  ;  que  les  exem- 
ples de  détermination  d'intégrales  définies  devaient  y  être 
multipliés;  qu'il  fallait  insister  sur  les  nouveaux  procédés 
d'intégration  des  équations  linéaires  aux  différences  par- 
tielles, assez  pour  préparer  convenablement  le  lecteur  à 
l'intelligence  des  travaux  spéciaux  de  physique  mathéma- 
tique. 

H  ne  faut  pas  confondre,  dans  une  exposition  didactique, 
l'enchaînement  logique  des  propositions,  avec  les  liaisons 
naturelles  qu'ont  entre  elles  les  vérités  physiques  ou  abs- 
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traites  qu'il  s'agit  d'exposer.  On  peut  satisfaire  à  toutes  les 
conditions  d'un  enchaînement  logique,  sans  éclairer  l'es- 
prit sur  les  rapports  essentiels  des  idées  et  des  théories  aux- 
quelles on  l'applique.  Les  intelligences  pénétrantes  finissent 
par  saisir  ces  rapports  ;  et  n'en  eussent-elles  qu'une  percep- 
tion confuse,  cela  suffit  pour  les  guider  dans  la  recherche  de 
vérités  nouvelles  ;  mais  il  est  bon  de  faciliter  ce  travail  aux 
esprits  ordinaires.  On  ne  sera  pas  surpris  que,  d'après  cette 
manière  de  voir,  je  n'aie  pas  fait  consister  seulement  ma 
tâche  dans  la  reproduction  d'une  suite  de  démonstrations 
pour  le  tableau.  J'avoue  même  que  j'attacherais  moins  de 
prix  à  mettre  dans  la  démonstration  d'un  théorème  cette 
rigueur  extrême,  si  recherchée  maintenant  de  quelques  per- 
sonnes, qu'à  faire  clairement  apercevoir  la  raison  de  ce 
théorème  et  ses  connexions  avec  les  autres  vérités  mathé- 
matiques. 

J'ai  évité  soigneusement  d'employer  des  mots  qui  n'eus- 
sent pas  déjà  cours,  et  l'on  ne  trouvera  dans  ce  Traité,  quant 
à  la  terminologie,  qu'une  innovation  de  quelque  impoiv 
tance  :  celle  qui  consiste  à  distinguer  par  des  numéros 
d'ordre  les  diverses  solutions  de  continuité  d'une  fonction. 
Ainsi,  je  dis  qu'une  fonction  éprouve  une  solution  de  con- 
tinuité du  premier  ordre,  lorsqu'elle  prend  une  valeur  infinie 
ou  qu'elle  passe  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une 
autre;  si  une  pareille  solution  de  continuité  est  subie  par  la 
fonction  dérivée  du  premier  ordre,  je  dis  que  la  fonction 
primitive  éprouve  une  solution  de  continuité  du  second 
ordre,  et  ainsi  de  suite.  Cette  définition  a  pour  but,  non-seu- 
lement d'abréger  le  discours,  mais  aussi  de  donner  plus  de 
précision  à  certaines  notions  fondamentales,  et  je  m'é- 
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tonne  qu'on  ne  Fait  pas  déjà  introduite  dans  les  livres  di- 
dactiques. 

Je  n'ai  pas  craint  d'employer,  dans  quelques  passages 
fort  courts  du  premier  volume,  des  termes  dont  l'acception 
philosophique  est  bien  connue,  mais  qui  ne  semblent  pas 
appartenir  à  la  langue  mathématique.  Ceux  des  lecteurs  que 
ces  termes  choqueraient,  peuvent  passer  outre  sans  incon- 
vénient. J'ai  conservé  ces  passages,  en  les  resserrant,  pour 
des  personnes  d'une  autre  tournure  d'esprit,  qui  trouveront 
développées  ailleurs  les  idées  que  je  n'ai  fait  qu'indiquer 
ici. 


Tout  ce  qui  précède  est  tiré  de  la  préface  de  la  première 
édition  de  cet  ouvrage,  qui  a  paru  en  1841 .  Mon  éloigne- 
ment  de  Paris,  et  surtout  l'affaiblissement  croissant  de  ma 
vue  ne  m'ayant  pas  permis  de  surveiller  moi-même  cette 
seconde  édition,  comme  je  l'aurais  souhaité,  j'ai  obtenu  le 
secours  obligeant  de  M.  Briot,  professeur  de  mathématiques 
spéciales  au  lycée  Saint-Louis,  aussi  connu  du  monde  sa- 
vant par  ses  travaux,  que  de  la  jeunesse  de  nos  écoles  par 
les  succès  de  son  enseignement.  Il  a  bien  voulu  rendre  ce 
service  à  l'un  des  chefs  les  plus  anciens  du  corps  dans  le- 
quel il  occupe  lui-même  un  rang  si  distingué.  Je  lui  suis 
redevable  des  améliorations  de  détail  que  cette  édition  pré- 
sentera, et  je  dois  demeurer  responsable  des  défectuosités 
<fP*i  au  jugement  de  quelques  personnes ,  n'auraient  pas 
disparu,  parce  qu'il  a  semblé  qu'on  n'aurait  pu  leur  donner 
satisfaction  sur  ce  point  sans  trop  s'écarter  du  plan  et  des 
idées  de  l'auteur,  tels  qu'on  les  a  indiqués  plus  haut. 

J'ai  encore  obtenu  de  M.  Briot,  dans  l'intérêt  des  étu- 
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diants  qui  feront  usage  de  mon  livre,  qu'il  y  joignit  quel- 
ques Notes  ou  Additions  :  celles  qui  se  trouvent  à  la  suite  du 
premier  volume  roulent  sur  quelques  points  délicats  de 
géométrie  analytique  ;  une  autre,  beaucoup  plus  importante 
et  placée  à  la  fin  de  l'ouvrage  dont  je  la  regarde  comme 
le  complément ,  concerne  les  principes  de  la  théorie  des 
fonctions  où  les  variables  passent  par  des  valeurs  imagi- 
naires. Je  dois  entrer  à  cet  égard  dans  quelques  explica- 
tions. 

La  distinction  des  valeurs  réelles  et  imaginaires  s'est 
produite  à  l'occasion  de  la  résolution  des  équations  algé- 
briques de  degrés  supérieurs,  comme  la  distinction  des  quan- 
tités positives  et  négatives  était  venue  à  l'occasion  de  la  réso- 
lution des  équations  du  premier  degré.  Ensuite  la  compa- 
raison des  fonctions  exponentielles  et  circulaires  a  continué 
de  montrer  comment  le  cas  de  l'imaginarité  s'associe  au 
cas  de  la  réalité,  en  fait  en  quelque  sorte  la  contre-partie 
ou  le  pendant.  C'est  ainsi  qu'en  géométrie  l'hyperbole  s'as- 
socie à  l'ellipse,  le  cas  de  l'ellipse  étant  pour  l'étendue  ou 
la  compréhension  comparable  au  cas  de  l'hyperbole  et  ré- 
ciproquement; tandis  que  la  parabole  ne  peut  être  considé- 
rée que  comme  une  variété  singulière,  soit  de  l'hyperbole, 
soit  de  l'ellipse. 

Or,  depuis  une  trentaine  d'années,  les  travaux  de  plusieurs 
analystes  éminents,  en  tète  desquels  il  faut  placer  M-  Cau- 
chy,  ont  tendu  à  changer  ce  point  de  vue  duquel  les  valeurs 
imaginaires  étaient  envisagées  autrefois,  de  manière  que  la 
forme  imaginaire  devint,  pour  ainsi  dire,  la  forme  normale, 
dont  le  cas  de  la  réalité  ne  serait  (algébriquement  par- 
lant) qu'une  variété  exceptionnelle  et  singulière,  cçrrespon- 
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dant  au  cas,  très  particulier  en  effet,  où  le  coefficient  de 
\/ — 1  s'évanouit,  dans  l'expression  générale  des  valeurs 
imaginaires.  Cette  idée,  si  éloignée  des  notions  premières, 
pouvait  bien  passer  d'abord  pour  n'être  elle-même  qu'une 
singularité.  Elle  demandait  à  être  justifiée  par  l'expérience, 
par  ce  genre  d'expérience  auquel  les  idées  peuvent  être 
soumises,  et  qui  consiste  à  montrer  qu'effectivement  l'ordre 
s'introduit  dans  les  idées  anciennes  au  moyen  de  l'idée  nou- 
velle, et  que  cet  ordre  est  le  principe  de  nouvelles  décou- 
vertes. 

Il  me  semble  aujourd'hui  que  l'expérience  est  en  voie  de 
s'accomplir  pour  l'idée  dont  il  s'agit,  surtout  depuis  qu'elle 
a  pris  une  forme  sensible  à  l'aide  d'un  système  de  représen- 
tation graphique  qui  s'offrait  tout  naturellement.  Il  s'est 
trouvé  que  cette  idée  relie  et  explique  fort  bien,  d'une 
part  le  théorème  sur  l'existence  et  la  forme  générale  des 
racines  des  équations,  algébriques ,  d'autre  part  les  règles 
du  développement  en  séries  convergentes,  d'autre  part  en- 
core les  cas  singuliers  du  problème  de  l'intégration  ;  enfin 
que  la  théorie  des  fonctions  elliptiques  (l'objet  des  travaux 
les  plus  importants  de  l'époque,  dans  le  champ  de  la  spé- 
culation mathématique  ) ,  s'y  rattache  par  des  liens  très 
étroits.  Cette  idée  a  donc  des  droits  désormais  acquis  à 
passer,  même  dans  l'enseignement  élémentaire,  selon  la 
mesure  que  cet  enseignement  comporte. 

La  série  des  valeurs  par  lesquelles  peut  passer  une  quan- 
tité en  restant  réelle  est  une  série  linéaire  ou  à  simple  en- 
trée :  le  tableau  des  variations  possibles  d'une  valeur  ima- 
ginaire est  à  deux  dimensions  ou  à  double  entrée.  Déjà  Ton 
avait  remarqué  que,  pour  démontrer  de  la  manière  la  plus 
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simple  certains  théorèmes  de  géométrie  plane,  il  fallait  les 
rattacher  à  des  théorèmes  analogues  dans  la  géométrie  de 
l'espace  :  de  même  il  arrive,  en  vertu  de  l'idée  préconisée, 
qu'une  certaine  analyse  à  deux  dimensions,  dont  les  courbes 
tracées  sur  un  plan  sont  la  peinture,  donne,  en  rétablissant 
la  continuité  interrompue,  la  clef  des  anomalies  que  les 
valeurs  réelles  présentent  dans  leur  mouvement  en  série 
linéaire. 

Ayant  trouvé  ces  considérations  très  bien  exposées,  à 
mon  sens,  dans  le  premier  des  trois  importants  mémoires 
que  MM.  Briot  et  Bouquet  viennent  de  présenter  à  TAca- 
•  demie  des  Sciences  de  Paris,  sur  le  sujet  dont  il  s'agit,  j'ai 
prié  les  auteurs  de  consentir  à  ce  que  ce  mémoire  fût  réim- 
primé en  forme  d'addition  au  présent  ouvrage.  Et  comme 
je  suis  d'avis  que  dans  les  livres  didactiques,  aussi  bien  que 
dans  les  programmes  d'enseignement,  il  faut  savoir  se  ré- 
soudre à  compenser  les  additions  par  des  retranchements 
convenables,  j'ai  beaucoup  abrégé  les  détails  que  j'avais 
donnés  dans  la  première  édition  sur  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différences  finies,  sujet  curieux  mais  délaissé 
maintenant,  parce  qu'il  semble  peu  promettre.  On  ne  sau- 
rait trop  le  redire  :  l'homme  expérimente  sans  cesse,  dans  le 
domaine  des  idées  comme  dans  celui  des  réalités  physiques. 
Il  cherche  les  idées  fécondes,  et  trouve  dans  leur  fécondité 
même  le  motif  de  croire  que  ces  idées  ne  sont  pas  des  créa- 
tions artificielles,  de  simples  jeux  d'esprit,  mais  la  juste 
expression  de  la  raison  des  choses  et  de  leurs  rapports. 

Dijon,  le  1»  novembre  1856. 
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CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FONCTIONS  EN  GÉNÉRAL  ET  DE  LA  THÉORIE  DES  FONCTIONS. 

1 .  Dans  le  langage  emblématique  des  anciens  algébristes, 
les  produits  de  facteurs  égaux  s'appelaient  indifféremment 
puissances,  dignités  on  fonctions  :  nous  attachons  encore  au- 
jourd'hui au  mot  de  puissance  la  même  acception,  et  celui 
de  dignité  (dignitas)  est  resté  en  usage  dans  le  latin  tech- 
nique ;  mais  le  terme  de  fonction  a  dépouillé  depuis  longtemps 
cette  acception  particulière  pour  en  prendre  une  autre  beau- 
coup plus  générale,  et  dont  la  généralité  dénote  l'un  des 
progrès  les  plus  remarquables  de  l'abstraction  mathématique. 

Jean  Bernoulli  parait  être  le  premier  qui  ait  entendu  par 
fonction  d'une  quantité  x,  non-seulement  les  puissances  de, 
cette  quantité,  telles  que  xn,  mais  toutes  les  quantités  y  dont 
on  peut  exprimer  par  des  signes  d'algèbre  la  relation  avec 
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la  quantité  x  :  relation  en  vertu  de  laquelle  la  valeur  de  x 
détermine  celle  de  y  et  réciproquement.  Ainsi  : 

y  =  a  +  (6-x)%  y  »      — _— ^==,  y  =  -  log.  (1  +  *),  etc., 

sont  en  ce  sens  des  fonctions  de  x  aussi  bien  que  xu.  On 
fait  tomber  vers  l'année  1690  la  date  de  cette  innovation  (') , 
qui  n'aurait  eu  d'ailleurs  qu'une  faible  importance,  si  elle 
ne  s'était  rattachée  aux  idées  émises  par  Descartes,  un  demi- 
siècle  auparavant. 

D  résulte  en  effet  des  conceptions  de  Descartes,  qu'une 
équation  algébrique  n'est  pas  seulement  propre  à  indiquer 
les  opérations  de  calcul  par  lesquelles  on  peut  obtenir  la 
valeur  numérique  d'une  quantité  déterminée,  mais  qu'elle 
exprime  encore  la  loi  suivant  laquelle  varient  simultanément 
deux  grandeurs  dont  l'une  dépend  de  l'autre,  et  qui  toutes 
deux  passent  d'une  valeur  à  une  autre  sans  discontinuité, 
ou  en  prenant  successivement  toutes  les  valeurs  intermé- 
diaires. Il  fallait  exprimer  d'une  manière  générale  cette  dé- 
pendance entre  deux  grandeurs  variables  ;  ce  qu'on  fait 
commodément  en  disant,  d'après  Bernoulli,  que  l'une  des 
variables  est  fonction  de  l'autre. 

La  pensée  de  Descartes  était,  comme  chacun  le  sait,  d'ap- 
pliquer l'algèbre  à  la  géométrie,  et  pour  cela  de  définir  al- 
gébriquement les  courbes  au  moyen  d'une  équation  entre 
les  coordonnées  de  chaque  point.  Réciproquement,  cette 
idée  mettait  sur  la  voie  d'appliquer  la  géométrie  à  l'al- 
gèbre, en  considérant  les  deux  variables  de  toute  équation 


(  ')  Voyez  deux  notes  de  Leibnitz,  insérées  dans  les  Aeta  eruditorum  et 
dans  le  Journal  des  Savants  pour  Tannée  \  694  (Œuvres  de  Leibnitz,  t.  III, 
p.  300  et  302).  Le  mot  de  fonction  y  est  pris  dans  une  acception  qui  n'est 
pas  encore  précisément  celle  qu'il  a  conservée,  mais  qui  s'en  rapproche  beau- 
coup pour  le  sens  et  pour  la  généralité. 
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indéterminée  comme  les  coordonnées  d'une  ligne  dont  on 
peut,  au  moyen  de  l'équation  même,  déterminer  avec  exac- 
titude autant  de  points  qu'on  le  juge  convenable.  La  courbe 
n'est  plus  alors  que  le  signe  graphique  et  conventionnel  de 
la  loi  algébrique  qui  lie  les  variables  entre  elles;  mais  ce 
signe  conventionnel  est  merveilleusement  adapté  à  la  nature 
de  la  chose  signifiée  ;  et  il  ramène  à  des  faits  de  pure  intui- 
tion des  rapports  que  l'esprit  ne  saisirait  pas  sans  effort  dans 
leur  nature  abstraite,  en  s'astreignant  à  n'employer  que  des 
signes  d'une  autre  espèce.  La  continuité  de  la  ligne  est 
Timage  sensible  de  la  continuité  de  la  fonction  :  et  les  in- 
flexions d'une  courbe,  son  allure,  font  souvent  voir  d'un  coup 
d'oeil  ce  qu'on  ne  mettrait  que  péniblement  en  évidence 
par  la  discussion  algébrique  de  l'équation  que  la  courbe  re- 
présente. 

2.  Le  caractère  propre  d'une  fonction  continue  consiste 
en  ce  que  Ton  peut  toujours  assigner  à  l'une  des  variables  des 
valeurs  assez  voisines  pour  que  la  différence  entre  les  valeurs 
correspondantes  de  la  fonction  qui  en  dépend,  fombe  au- 
dessous  de  toutegrandeur  donnée.  Autrement  cette  fonction 
ne  pourrait  pas  être  exprimée  par  l'ordonnée  d'une  ligne 
dont  l'autre  variable  est  l'abscisse;  et,  réciproquement,  il 
est  manifeste  que  cette  propriété  subsiste  pour  toute  fonction 
exprimée  par  l'ordonnée  courante  d'une  certaine  ligne. 
Quand  une  fonction  définie  par  une  formule  algébrique  de- 
vient infinie  par  une  certaine  valeur  de  l'autre  variable,  on 
dit  que  la  fonction  éprouve,  pour  cette  valeur,  une  solution 
de  continuité.  C'est  ce  qui  arrive,  par  exemple,  à  la  fonction 
très  simple 

pour  la  valeur  x  =  a.  Si  l'on  donne  à  x  deux  valeurs  très 
voisines,  mais  l'une  un  peu  plus  petite,  l'autre  un  peu  plus 
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grande  que  a,  les  valeurs  correspondantes  de  y  diffèrent 
excessivement,  l'une  étant  un  très  grand  nombre  négatif  et 
l'autre  un  très  grand  nombre  positif;  et  même,  dans  ce  cas, 
plus  la  différence  des  valeurs  àex  deviendra  petite,  plus  la 
différence  (algébrique)  des  valeurs  correspondantes  de  la 
fonction  y  ira  en  croissant.  Aussi,  l'hyperbole  dont  la  fonc- 
tion y  est  l'ordonnée,  a  deux  branches  séparées  par  l'ordon- 
née asymptotique  qui  répond  à  l'abscisse  a. 

En  général,  les  fonctions  qui  s'expriment  avec  les  signes 
usités  en  algèbre  et  en  trigonométrie,  ont,  comme  la  pré- 
cédente, la  propriété  de  rester  continues  dans  l'ensemble 
de  leur  cours,  sauf  des  solutions  de  continuité  qui  peuvent 
correspondre  à  certaines  valeurs  singulières  de  la  variable 
dont  elles  dépendent.  Il  y  a  cependant  quelques  exceptions 
à  ce  principe,  auxquelles  on  est  conduit  par  une  suite  né- 
cessaires des  règles  d'après  lesquelles  se  combinent  les  signes 
algébriques.  Si,  par  exemple,  on  posait  y  =  ( — a)*,  a  dési- 
gnant un  nombre  positif,  toutes  les  fois  que  x  serait  égal  à 
une  fraction  de  numérateur  impair  et  de  dénominateur  pair, 
y  deviendrait  imaginaire;  et  comme  ou  peut  toujours  inter- 
caler entre  deux  valeurs  de  x,  si  voisines  qu'on  les  conçoive, 
une  infinité  de  fractions  à  numérateurs  impairs,  et  à  dé* 
nominateurs  pairs,  il  s'ensuit  qu'on  ne  peut  joindre  par  un 
trait  continu  deux  points  correspondant  à  deux  systèmes  de 
valeurs  réelles  pour  les  coordonnées  x  et  y,  quelque  voisins 
qu'on  les  suppose.  Mais  des  fonctions  anomales,  comme 
celle  que  Ton  vient  d'indiquer,  ne  sont  pas  susceptibles  de 
s'appliquer  à  la  mesure  des  phénomènes  naturels,  et  ne 
jouent  même  jusqu'ici  qu'un  rôle  très  borné  en  analyse  pure. 
Il  n'en  sera  reparlé  que  beaucoup  plus  tard,  dans  la  suite 
de  ce  Traité. 

3.  D'un  autre  côté  (et  cette  considération  est,  sans  com- 
paraison plus  importante),  nous  concevons  qu'une  grandeur 
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peut  dépendre  d'une  autre,  sans  que  cette  dépendance  soit 
de  nature  à  pouvoir  être  exprimée  par  une  combinaison  de 
signes  de  l'algèbre.  En  étudiant  la  trigonométrie,  le  lecteur 
a  vu  qu'on  introduit  des  abréviations  ou  des  signes  spéciaux 
pour  indiquer  le  sinus,  le  cosinus,  la  tangente  d'un  arc,  gran- 
deurs géométriquement  déterminées,  par  cela  seul  qu'on 
assigne  la  valeur  de  l'arc,  mais  qui  ne  peuvent  cependant 
pas  s'exprimer  en  fonction  de  l'arc  au  moyen  des  signes  de 
l'algèbre  pure.  Imaginons  un  pendule  Sm  (fig.  1)  qu'on 
écarte  de  la  verticale  d'un  angle  roSV,  et  qu'on  abandonne 
ensuite  dans  le  vide  à  l'action  de  la  pesanteur:  on  conçoit 
une  relation  nécessaire  entre  le  temps  écoulé  depuis  l'ori- 
gine du  mouvement,  et  l'angle  que  la  tige  du  pendule  fait 
en  chaque  instant  avec  la  verticale  ;  mais  cette  relation  ne 
peut  point  s'exprimer  exactement  avec  les  seuls  signes  algé- 
briques et  trigonométriques,  qui  sont  censés  connus  du 
lecteur.  Nous  énoncerons  toutefois  la  dépendance  de  ces 
deux  grandeurs,  en  disant  que  l'angle  d'écart  est  une  fonc- 
tion du  temps,  mais  alors  nous  généraliserons  l'acception 
du  mot  de  fonction  beaucoup  plus  qu'on  ne  l'avait  fait 
d'abord. 

Ceux  qui  ont  étudié  la  dynamique  savent  qu'on  peut  ef- 
fectivement calculer,  avectel  degré  voulu  d'approximation, 
la  valeur  numérique  de  l'angle  d'écart  pour  chaque  instant, 
et  pour  chaque  valeur  de  la  longueur  du  pendule  et  de 
l'angle  initial  d'écart,  en  n'empruntant  à  l'expérience  qu'une 
seule  donnée,  la  mesure  de  l'espace  que  décrit  un  corps  qui 
tombe  librement  dans  le  vide  pendant  la  première  seconde 
de  sa  chute.  Mais  l'étude  des  autres  phénomènes  naturels,  et 
surtout  celle  des  phénomènes  de  la  vie  sociale,  nous  montrent 
une  foule  de  cas  où  deux  grandeurs  variables  dépendent 
manifestement  l'une  de  l'autre,  sans  qu'on  puisse  calculer 
Tune  à  priori  au  moyen  de  l'autre  :  soit  parce  qu'en  effet  la 
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liaison  qui  les  unit  n'est  pas  susceptible  d'une  définition 
mathématique  ;  soit  parce  que  cette  définition,  quoique  pos- 
sible, nous  est  inconnue. 

Ainsi,  la  force  élastique  maximum  delà  vapeur  d'eau  est 
une  fonction  de  la  température  de  cette  vapeur;  la  tempé- 
rature moyenne  de  chaque  tranche  d'une  colonne  atmos- 
phérique est  une  fonction  de  la  hauteur  de  cette  tranche 
au-dessus  du  niveau  des  mers  ;  la  quantité  demandée  d'une 
denrée  est  une  fonction  du  prix  courant;  au  sein  d'une 
grande  population,  le  rapport  du  nombre  des  individus  de 
chaque  âge  à  la  population  est  une  fonction  de  cet  âge.  En 
donnant  au  mot  de  fonction,  comme  on  doit  le  faire  mainte- 
nant, cette  acception  tout  à  faitextensive,  nous  le  tirons  en 
quelque  sorte  delà  langue  mathématique,  pour  lui  donner 
place  dans  un  vocabulaire  moins  spécial,  à  l'usage  de  tous 
ceux  qui  cultivent  les  sciences  oùl'on  compare  des  grandeurs 
mesurables. 

Les  fonctions  dont  il  s'agit  ici  ne  peuvent  être  données  que 
par  l'observation,  et  elles  sont  réputées  connues  lorsqu'on  a 
construit  une  table  où  se  trouvent,  d'une  part,  des  valeurs 
très  voisines  et  très  multipliées  de  l'une  des  quantités  va- 
riables, d'autre  part,  les  valeurs  correspondantes  de  la  fonc- 
tion qui  en  dépend,  telles  que  les  donnent  des  observations 
très  précises,  ou  assez  nombreuses  pour  que  les  erreurs 
qu'elles  comportent  disparaissent  complètement  des  résultats 
moyens.  On  doit  nommer  les  fonctions  ainsi  déterminées, 
fonctions  empiriques,  par  opposition  aux  fonctions  qui  se 
définissent  mathématiquement,  et  qu'on  peut  calculer  exac- 
tement, ou  avec  une  approximation  illimitée,  en  ne  s'ap- 
puyant  que  sur  leur  définition  mathématique. 

Le  système  de  représentation  graphique  imaginé  par  Des- 
cartes s'applique  aux  fonctions  empiriques  tomme  à  celles 
qui  peuvent  s'exprimer  par  une  fonction  algébrique,  puisque, 
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même  pour  celles-ci,  il  faut  en  général  convertir  d  abord  la 
formule  en  table,  afin  de  déterminer  des  points  isolés  que 
Ton  joint  ensuite  par  un  trait  continu,  de  manière  à  tracer 
la  courbe  avec  une  exactitude  d'autant  plus  grande  que  les 
points  déterminés  exactement  sont  plus  voisins  et  en  plus 
grand  nombre. 

Parmi  les  personnes  qui  s'occupent  des  sciences  physiques 
et  sociales,  il  n'en  est  aucune  qui  ne  connaisse  les  avantages 
attachés  à  l'emploi  du  tracé  graphique  pour  représenter  les 
formes  des  fonctions  empiriques;  pour  résoudre  pratique- 
ment les  problèmes  qui  s'y  rapportent  ;  enfin  pour  apercevoir 
des  résultats  que  la  simple  inspectionjdes  tables  ne  mettrait 
pas  suffisamment  en  évidence,  et  qui  dépassent  même  les 
limites  des  tables  :  le  sentiment  de  la  continuité  des  formes 
tenant  lieu  ici  de  ce  procédé  d'induction  auquel  l'esprit  hu- 
main est  redevable  de  la  plupart  de  ses  découvertes. 

4.  Une  grandeur  physique  et  mesurable  doit  toujours  res- 
ter finie,  et  ne  peut,  par  conséquent,  comme  certaines  fonc- 
tions algébriques,  éprouver  des  solutions  de  continuité  pro- 
venant du  passage  de  la  fonction  par  une  valeur  infinie. 
Chaque  fois  que  l'on  trouve  une  grandeur  physique  ex- 
primée par  une  fonction  mathématique  sujette  à  de  telles 
solutions  de  continuité,  il  faut  en  conclure  que  la  fonction 
mathématique  cesse  de  donner  la  véritable  mesure  de  la 
grandeur  physique,  dans  le  voisinage  des  valeurs  pour 
lesquelles  la  solution  de  continuité  a  heu. 

Par  exemple,  on  sait  que  la  force  de  gravitation  entre 
deux  molécules  pondérables  est  exprimée  par  la  fonction 

*=£.    0) 

a  désignant  une  constante,  et  x  la  distance  des  deux  molé- 
cules considérées  comme  des  points  mathématiques.  Cette 
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fonction  devient  infinie  quand x  s'évanouit;  mais  on  ne  peut 
physiquement  admettre,  ni  que  les  molécules  se  réduisent 
à  des  points  mathématiques,  ni  que  ces  points  coïncident. 
Lorsque  les  molécules  seront  très  voisines  Tune  de  l'autre, 
l'équation  (1),  qui  était  sensiblement  exacte,  tant  que  les 
dimensions  des  molécules  restaient  très  petites  comparati- 
vement à  leur  distance,  devra  être  remplacée  par  une  autre 
qui  dépendra  de  la  figure  des  molécules. 

Lorsqu'une  grandeur  physique  varie  avec  le  temps,  ou  en 
raison  seulement  de  la  variation  des  distances  entre  des  mo- 
lécules ou  des  systèmes  matériels,  ou  par  l'effet  de  l'écoule- 
ment du  temps  combiné  avec  la  variation  des  distances,  il 
répugne  qu'elle  passe  d'une  valeur  finie  à  une  autre,  sans 
prendre  dans  l'intervalle  toutes  les  valeurs  intermédiaires. 
C'est  ce  qu'exprime  l'adage  célèbre  des  anciennes  écoles  : 
Natura  non  facil  saltns.  Mais,  dans  l'état  d'imperfection  de 
nos  connaissances  sur  la  constitution  des  milieux  matériels, 
on  est  autorisé  à  admettre  pour  certaines  grandeurs  phy- 
siques, telles  que  nous  les  pouvons  définir  et  mesurer,  des 
solutions  de  continuité  résultant  du  passage  brusque  d  une 
valeur  finie  à  une  autre.  Ainsi,  quand  deux  liquides  hétéro- 
gènes, tels  que  l'eau  et  le  mercure,  sont  superposés,  nous 
regardons  la  densité  comme  une  grandeur  qui  varie  brusque- 
ment à  la  surface  de  contact  des  deux  liquides,  bien  que 
toutes  les  probabilités  nous  portent  à  croire,  et  qu'il  soit  phi- 
losophique d'admettre  que  la  solution  de  continuité  dispa- 
raîtrait si  nous  nous  rendions  complètement  compte  de  la 
structure  des  liquides  et  de  tous  les  phénomènes  qui  se 
passent  dans  le  voisinage  de  la  surface  du  contact. 

5.  Or,  par  cela  seul  que  des  fonctions  mathématiques  ou 
empiriques  satisfont  à  la  loi  de  continuité,  elles  jouissent  de 
certaines  propriétés  générales  qui  sont  d'une  grande  impor- 
tance, non-seulement  pour  la  théorie  abstraite  du  calcul, 
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mais  bien  plus  encore  pour  l'interprétation  des  phénomènes 
naturels.  Nous  nous  bornerons  à  en  citer  deux,  que  la  repré- 
sentation graphique  des  fonctions  par  les  courbes  rend  ma- 
nifestes, et  qui  ne  tarderont  pas  à  devenir  l'objet  de  très 
amples  développements,  mais  qu'il  suffira  d'énoncer  pour  le 
but  que  nous  avons  actuellement  en  vue. 

La  première  propriété  consiste  en  ce  que  les  variations  de 
valeur  que  subit  une  fonction,  à  partir  d'une  valeur  déter- 
minée, sont  sensiblement  proportionnelles  aux  variations 
correspondantes  de  l'autre  grandeur,  quand  ces  variations 
sont  très  petites.  Déjà  le  lecteur  a  vu  une  application  très 
importante  de  ce  principe  dans  la  manière  de  faire  usage  des 
différences  proportionnelles  annexée  aux  tables  de  loga- 
rithmes. Afin  de  fixer  les  idées  par  un  autre  exemple,  pre- 
nons la  fonction  algébrique  : 

y        x  _  ^0    •    l  ; 

représentée  (fig .  2)  par  les  deux  branches  de  courbe  ilmn, 
suv,  que  sépare  une  ordonnée  asymptotique,  correspon- 
dant à  l'abscisse  #=10.  Nous  trouverons  : 


4°  pour  x  =  1,00,  y  =r        0,00000 

x  =  1,01,  y  =  +  0,00555 

x  =  1,02,  y  =  +  0,0H09 

X  =  1,03,  y  =  +  0,01662 


Différ.  +  0,00555 
+  0,00554 
+  0,00553 


2o  pour  x  =  6,00,  y  =        0,00000  _  Q  WM6 

*  =  6,01,  y  =  -0,01256  _  0'oi267 

x  =  6,02,  y  —  —  0,02523  _  0M278 

x  =  6,03,  y  =  —  0,03801  ' 


La  loi  de  proportionnalité  se  vérifie  avec  une  grande  ap- 
proximation dans  les  deux  cas,  quoique  les  valeurs  de  y  va- 
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rient  plus  rapidement  dans  le  second  cas  que  dans  le  pre- 
mier, pour  des  accroissements  égaux  de  x.  Cependant  nous 
avons  fait  varier  la  valeur  de  x  par  degrés  égaux  à  un  cen- 
tième, ce  qui  n'est  pas  une  fraction  très  petite.  Si  nous  avions 
pris  une  série  de  valeurs  de  x  équidistantes  d'un  millième, 
la  proportionnalité  des  variations  correspondantes  de  y  se 
serait  soutenue  d'une  manière  beaucoup  plus  approchée. 

Au  surplus,  tout  ceci  revient  à  dire  qu'un  arc  de  courbe 
approche  d'autant  plus  de  se  confondre  avec  la  tangente 
menée  par  une  des  extrémités  de  l'arc,  que  cet  arc  est  plus 
petit  :  car,  pour  une  droite,  les  différences  des  ordonnées 
sont  rigoureusement  proportionnelles  aux  différences  des 
abscisses,  et  le  rapport  constant  de  ces  différences  est  égal  à 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  la  droite  fait  avec 
l'axe  des  abscisses. 

La  fécondité  de  ce  principe  si  simple,  la  portée  de  ses 
applications  sont  faciles  à  pressentir.  Ainsi,  chaque  fois  que 
certaines  variables  oscillent  autour  de  valeurs  moyennes 
dont  elles  s'écartent  très  peu  ;  lorsqu'on  a,  par  exemple , 
x=x0 + x\  x'  étant  un  nombre  variable,  toujours  très  petit 
par  rapport  au  nombre  constant  x0,  toutes  les  fonctions  de  x, 
connues  ou  inconnues,  mathématiques  ou  empiriques,  de- 
viennent des  fonctions  de  «'qu'on  peut  sans  erreur  sensible 
ramener  à  la  forme  a  -f-  bz'9  a  et  b  désignant  des  nombres 
constants,  c'est-à-dire  une  fonction  algébrique,  la  plus  sim- 
ple de  toutes.  Tel  est  en  effet  le  grand  moyen  d'approxima- 
tion à  l'usage  des  analystes  :  celui  par  lequel  ils  soumettent 
au  calcul  des  questions  qui,  dans  leur  généralité,  se  déro- 
baient à  toute  investigation  mathématique. 

Plusieurs  principes  de  physique,  découverts  par  l'expé- 
rience,, et  donnés  comme  des  faits  d'observation,  ne  sontque 
des  conséquences  du  principe  mathématique  que  l'on  vient 
de  rappeler. 
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6.  L'autre  propriété  générale  des  fonctions  continues,  que 
nous  voulons  faire  remarquer  ici,  consiste  en  ce  que  la  va- 
leur de  la  fonction  reste  sensiblement  stationnaire  dans  le 
voisinage  des  valeurs  maxima  ou  minima.  Ceci  ressort  en- 
core de  l'inspection  des  courbes  :   car,  quand  l'ordonnée 
d'une  courbe,  après  avoir  été  croissante,  devient  décrois- 
sante (ce  qui  est  le  cas  du  maximum),  ou  bien  au  contraire, 
quand,  après  avoir  été  décroissante,  elle  vient  à  croître  (  au- 
quel cas  elle  passe  par  un  minimum),  la  tangente  àlacourbe 
devient  parallèle  aux  abscisses,  comme  on  le  voit  sur  la 
fig .  2 ,  aux  points  m  et  u .  L'ordonnée  de  cette  tangente  devient 
constante,  et  l'ordonnée  du  petit  arc  de  courbe  qui  se  confond 
sensiblement  avec  la  tangente,  selon  la  remarque  du  numéro 
précédent,  a  par  cela  même  une  valeur  sensiblement  con- 
stante. Il  peut,  à  la  vérité,  se  présenter  des  cas  où  cette  règle 
tomberait  en  défaut,  comme  cela  arriverait  pour  la  courbe 
g  h  k  (fig .  3)  qui  subit  au  point  h  ce  queles  géomètres  nomment 
un  rebroussement.  L'ordonnée  du  point  h  est  un  maximum, 
quoique  la  tangente  commune  aux  deux  arcs  gh,hk,  qui 
viennent  se  toucher  en  h,  soit  perpendiculaire  et   non 
parallèle  à  l'axe  des  abscisses.  Mais  cette  exception  tient  à 
un  accident  singulier  dans  le  tracé  de  la  courbe  g  h  k,  au 
lieu  que  la  règle  générale  dont  la  fig.Z  offre  une  applica- 
tion,  ne  suppose  aucune  particularité  dans  le  tracé  de  la 
courbe. 

On  trouve  directement,  par  des  méthodes  qui  seront  ex- 
posées plus  loin,  que  les  valeurs  maximum  et  minimum  de 
la  fonction  (2)  correspondent  aux  valeurs  a?  =  4,  #  =•  16r 
et  le  calcul  numérique  nous  donnera  : 

4-pour*=    3,99,    y  =    0,999983      mév  m„ 

x=    4,00,    y  =    4,000000  _  0,0000<7 

x  =    4,04,    y  =    0,999983  ' 
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«•  pour  x  =  45,99,    y  =  25,000017  _ 

x  =  46,00,    y  =  25,000000  ; 

a;  =  16,01,    y  =  25,000017  T    ' 


Conséquemment  une  variation  d'un  centième  daus  la  va- 
leur de  x,  quand  x  =  4  ou  =  16,  ne  fait  varier  que  de  1 7 
millionièmes  la  valeur  de  y  ;  tandis  que  la  variation  de  y 
correspondant  à  une  égale  variation  de  #,  est  326  fois  plus 
grande  quand  x  =  1  ,-et  739  fois  plus  grande  quand  x  =  6, 
selon  les  calculs  rapportés  plus  haut. 

La  propriété  que  nous  venons  de  reconnaître  dans  les  va- 
leurs maxima  et  minima,  trouve  sans  cesse  son  application 
dans  la  pratique,  et  notamment  dans  la  mécanique  indus- 
trielle, où  il  s'agit  surtout  d'apprécier  la  valeur  d'une  cer- 
taine grandeur,  qui  correspond  à  un  maximum  d'effet  utile 
pour  la  même  dépense  d'argent  ou  de  force,  ou  à  un  mini- 
mum de  dépense  pour  la  production  du  même  effet  utile. 
Cette  propriété  vient  merveilleusement  à  notre  secours,  vu 
l'imperfection  de  nos  connaissances  et  de  nos  instruments 
de  mesure,  en  élargissant  les  limites  entre  lesquelles  notre 
appéciation  peut  tomber,  sans  qu'il  en  résulte  de  notables 
variations  dans  la  dépense  ou  dans  l'effet  produit. 

Cependant,  quelque  important  et  quelque  facile  à  aper- 
cevoir que  soit  ce  principe,  Montucla  nous  dit  (!)  qu'il  n'a 
été  énoncé  en  premier  lieu  que  par  Kepler,  dans  son  inti- 
tulé :  Stereometria  doliorum,  publié  en  1615. 

7.  Maintenant  il  est  aisé  de  comprendre  qu'outre  ces  pro- 
priétés presque  évidentes,  communes  à  toutes  les  fonctions 
continues,  il  peut  y  en  avoir  d'autres,  moins  aisées  à  dé- 
couvrir, et  qui  appartiennent  de  même  à  toutes  les  fonctions, 

(')  Hist.  des  Math.,  part.  IV,  liv.  I,  n°  4. 
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ou  à  certaines  classes  de  fonctions,  définies  par  des  carac- 
tères généraux,  tels  que  serait  celui  de  croître  sans  cesse 
avec  la  variable  dont  elles  dépendent,  ou  de  reprendre 
périodiquement  les  mêmes  valeurs  pour  des  valeurs  équidis- 
tantesde  cette  variable.  Dès  lors  on  peut  imaginer  une  théo- 
rie qui  aurait  pour  objet  la  discussion  des  propriétés  géné- 
rales des  fonctions  ;  et  cette  théorie  constituera  une  branche 
spéciale  des  mathématiques ,  subsistant  par  elle-même  ; 
laquelle,  à  la  rigueur,  aurait  pu  former  un  corps  de  doctrine, 
quand  même  l'algèbre  n'eût  pas  été  préalablement  inventée  ; 
quand  même  on  n'aurait  pas  pu  se  proposer  d'appliquer 
cette  théorie  à  des  fonctions  algébriques  ;  quoique  sans  doute 
la  principale  utilité  delà  théorie  des  fonctions  consiste  dans 
l'application  dont  il  s'agit,  surtout  si  l'on  a  en  vue  la  déter- 
mination numérique  des  grandeurs. 

Nous  insistons  sur  cette  manière  de  définir  la  théorie  des 
fonctions,  parce  qu'elle  repose  sur  une  idée  qui  reviendra 
dans  tout  le  cours  de  ce  Traité.  Elle  nous  parait  être  la  base 
philosophique  de  la  partie  de  l'enseignement  dont  nous  nous 
occupons,  et  la  seule  qui  réponde  bien  à  l'état  actuel  de 
l'analyse  mathématique.  On  y  est  surtout  conduit  par  les 
applications  de  plus  en  plus  étendues  de  l'analyse  aux  scien- 
ces physiques;  mais,  indépendamment  de  toute  application, 
on  trouve  dans  la  théorie  ainsi  comprise  la  solution  immé- 
diate de  la  plupart  des  controverses  agitées  à  diverses  épo-  • 
ques  entre  les  géomètres,  au  sujet  des  principes  mêmes  de 
l'analyse  (!). 

(f)  Ainsi  Lagrange  n'aurait  pas  fait  un  livre  exprès  «  pour  réduire  le  calcul 
différentiel  à  l'analyse  algébrique,  »  s'il  avait  distingué  dans  le  calcul  diffé- 
rentiel un  corps  de  doctrine  qui  fait  partie  de  la  théorie  des  fonctions  conti- 
nues, qu'elles  s'expriment  ou  non  par  les  signes  de  l'algèbre,  et  qui  subsiste 
indépendamment  des  applications  qu'on  en  peut  faire  aux  fonctions  et  au 
calcul  algébriques. 
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8.  En  général  on  exprime  que  la  grandeur  y  est  unefonc- 
tion  de  x9  connue  ou  inconnue,  mathématique  ou  empi- 
rique, par  le  moyen  de  notations,  telles  que  : 

y  «=-/»,  y  —  F  (x),  y  =  ?  (*),  etc. 
les. lettres  f,  F,  9,....  désignant,  non  pas  des  quantités, 
mais  des  caractéristiques  de  fonctions,  analogues  aux  abré- 
viations log  ou  sin.  Souvent ,  lorsque  les  parenthèses  ne 
doivent  contenir  qu'une  lettre,  on  les  supprime,  et  quelque- 
fois, dans  ce  cas,  on  met  un  point  après  la  caractéristique. 
Le  lecteur  a  pu  déjà  se  familiariser  avec  ces  notations  dans 
les  traités  de  pur  algèbre  où  on  les  a  introduites  ;  mais  en 
algèbre  les  caractérisques  désignent  essentiellement  des  fonc- 
tions algébriques,  et  désormais  elles  pourront  s'appliquer  à 
des  fonctions  quelconques. 

Dans  la  détermination  d'une  fonction  y  =  f(x)9  peuvent 
entrer  et  entrent  ordinairement  les  valeurs  de  certaines  gran- 
deurs que  Ton  doit  considérer  comme  constantes,  tandis  que 
x  et  par  suite  y  varient.  Si  y  et  x  désignent  les  coordonnées 
courantes  d'un  cercle,  le  rayon  du  cercle  est  une  de  ces  con- 
stantes. L'angle  initial  d'écart  d'un  pendule  [3]  (')  et  l'es- 
pace décrit  par  un  corps  qui  tombe  durant  la  première 
seconde  de  sa  chute,  sont  aussi  des  constantes  de  la  valeur 
desquelles  dépend  la  fonction  qui  exprime  la  valeur  de 
l'angle  d'écart,  pour  chaque  valeur  du  temps  écoulé  depuis 
l'origine  du  mouvement.  On  donne  quelquefois  à  ces  con- 
stantes le  nom  de  paramètres,  emprunté  à  la  théorie  des 
sections  coniques  :  dans  les  applications  aux  sciences  phy- 
siques, on  appelle  aussi  coefficients  des  constantes  dont  les 
valeurs  numériques  doiyent  être  déterminées  par  l'expé- 
rience. 

(')  Les  chiffres  entre  crochets  indiquent  les  n°*  du  texte  auxquels  on  ren- 
voie. 
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Il  est  souvent  utile  d'exprimer  qu'une  fonction  dépend, 
non-seulement  de  la  variable  x,  mais  en  outre  des  valeurs 

constantes  attribuées  à  certains  paramètres  a,  ft,  c ;  ce 

qu'on  fait  en  écrivant 

y  =  f(x,a,b,c, ).         (3) 

Si  Ton  était  amené  à  concevoir  que  ces  paramètres  a,  b, 

c ,  au  lieu  d'avoir  des  valeurs  constantes  et  déterminées 

pour  chaque  cas  particulier,  varient  sans  discontinuité  à  la 
manière  de  x,  ils  perdraient  le  nom  de  paramètres  :  la  gran- 
deur y  se  rangerait  parmi  les  fonctions  de  plusieurs  variables, 
dont  nous  ne  nous  occuperons  qu'après  avoir  exposé  les  fon- 
dements de  la  théorie  des  fonctions  d'une  seule  variable. 

9.  Des  lettres  a,  ft,  c,...  x,y7...  peuvent  désigner  des 
grandeurs  concrètes,  telles  que  des  longueurs,  des  aires,  des 
volumes,  des  poids,  etc.  (dont  l'expression  numérique  pré- 
suppose le  choix  d'une  unité  arbitraire),  ou  des  nombres 
abstraits.  Dans  tous  les  cas,  la  forme  de  la  fonction  f  doit 
être  telle,  que  l'équation  (3)  subsiste  indépendamment  du 
choix  des  unités  de  mesure  ;  ou,  ce  qui  revient  au  même,  il 
faut  qu'on  ne  puisse  pas  tirer  de  l'équation  (3)  une  condi- 
tion d'égalité  entre  des  grandeurs  hétérogènes.  Cette  règle, 
connue  sous  le  nom  de  principe  de  l'homogénéité  des  fonc- 
tions, et  qui  ne  saurait  offrir  de  difficultés  sérieuses  dans  les 
applications,  mène  souvent  de  prime  abord  à  des  consé- 
quences importantes  concernant  la  forme  des  fonctions.  On 
y  a  eu  recours  pour  démontrer  très  simplement,  et  à  notre 
avis,  de  la  manière  la  plus  directe,  certaines  propositions 
fondamentales  de  géométrie  et  de  mécanique  (!). 

Afin  de  montrer  une  application  du  principe  de  l'homo- 

(')  Voii  la  note  %  de  la  Géométrie  de  Legendre,  et  le  n°  26  de  la  Méca- 
nique de  Poisson,  V  édition. 
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généité  des  fonctions,  revenons  sur  la  question  indiquée  au 
n°  3  :  appelons  6  l'angle  d'écart  d'un  pendule  avec  la  verti- 
cale après  un  temps  t  compté  depuis  l'origine  du  mouve- 
ment ;  désignons  par  0O  l'angle  initial  d'écart,  par  l  la  lon- 
gueur du  pendule,  et  par  {  g ,  selon  l'usage  reçu,  lalongueur 
de  la  droite  que  décrit  dans  la  première  unité  de  temps  un 
corps  qui  tombe  librement  en  vertu  de  la  force  de  gravité 
qui  fait  mouvoir  le  pendule  :  on  aura 

'  =  f  (*,*.,  9,1)- 
6  est  la  fonction,  t  la  variable  dont  elle  dépend  ;  0O,  g ,  l  sont 
des  constantes  ou  des  paramètres,  et  il  n'y  en  a  pas  d'autres, 
puisque  toutes  les  conditions  du  phénomène  sont  détermi- 
nées, une  fois  qu'on  a  fixé  les  valeurs  de  ces  constantes. 
Or,  g  et  l  sont  les  seules  grandeurs  dont  la  valeur  numérique 
dépende  du  choix  de  l'unité  linéaire,  et  la  valeur  de  0  en 
fonction  de  t  ne  peut  pas  changer  avec  cette  unité  arbi- 
traire. Donc  la  fonction  f  ne  dépend  que  du  rapport  des 
lignes  g,  J,  et  l'on  peut  écrire 


'=/(',  •.,?)• 


Supposons  que  Ton  sache  en  outre,  par  les  premières 
expériences  sur  la  chute  des  graves,  que  la  racine  carrée  du 
paramètre  g  varie  proportionnellement  à  l'unité  de  temps, 
ou  en  raison  inverse  de  la  valeur  numérique  de  t,  pour  un 
même  temps  écoulé  :  comme  la  valeur  de  0  en  un  instant 
donné  ne  saurait  dépendre  du  choix  arbitraire  de  l'unité  de 
temps,  on  en  conclura  que  t  ne  peut  entrer  dans  la  fonc- 
tion /"qu'autant  qu'il  y  est  multiplié  par  v^  gr,  et  qu'ainsi 
l'on  a  _ 

Arrivés  à  ce  point,  nous  ne  pourrions  particulariser  davan- 
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tage  la  forme  de  la  fonction  sans  entrer  dans  le  détail  des 
principes  de  dynamique,  spécialement  applicables  à  la  ques- 
tion, détail  qui  n'est  point  de  notre  sujet. 

10.  Si  l'on  a  en  même  temps 

y  =  f  {*),*  =  ?{f),  (4) 
de  sorte  que  la  valeur  de  y  dépende  immédiatement  de  celle 
de  x,  et  que  la  valeur  de  x  dépende  immédiatement  de  celle 
de  t,  la  valeur  de  y  se  trouvera  dépendre  médiatement  de 
la  valeur  de  t  :  ce  sera,  comme  on  dit,  une  fonction  de  fonc- 
tion, ou,  pour  parler  un  langage  plus  simple,  une  fonction 
médiate  de  la  variable  t.  Les  exemples  de  cette  dépendance 
médiate  et  indirecte  sont  trop  fréquents  en  mathématiques 
pures  comme  en  physique  pour  que  nous  ayons  besoin  d'y 
insister.  Elle  s'exprimerait  par  la  notation 

y  =  f[?(t)]>oriy  =  f{?t). 
Il  se  pourrait  que  Ton  eût  : 

y  =  f{x,z),x=?(t),z  =  i(t),      (5). 

d'où 

y  =  f(?t^t)  =  F{t). 

Alors,  quoique  y  se  trouvât  dépendre  en  apparence  de  deux 
variables  #,  z,  elle  ne  dépendrait  réellement  que  d'une  seule 
variable  J,  dont  il  suffirait  d'assigner  la  valeur  pour  déter- 
miner x,  z,  et  par  suite  y. 

Réciproquement,  étant  donnée  une  équation 

y  =  V(t)=f(ft,M9 

il  peut  être  avantageux  de  la  remplacer  par  le  système  équi- 
valent des  trois  équations  (5) ,  en  introduisant  deux  variables 
intermédiaires  x,  z,  qui  prennent  alors  communément  le 
nom  de  variables  auxiliaires. 

1 1 .  Le  terme  de  fonction  implique  l'idée  variable  dépen- 
dante d'une  autre.  Dans  les  exemples  ci-dessus,  y,  x9  z,  sont 

t.  i.  a    . 
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donc  des  variables  dépendantes,  et  par  opposition  t  peut  être 
qualifié  de  variable  indépendante.  Au  point  de  vue  abstrait? 
il  serait  tout  aussi  permis  de  regarder  y  comme  la  variable 
indépendante,  et  x,  z,  t,  comme  des  fonctions  qui  en  dépen- 
dent médiatement  ou  immédiatement,  puisque,  si  Ton  as- 
signe d'abord  arbitrairement  une  valeur  à  y,  celles  des,  z,  t 
seront  déterminées  en  vertu  des  équations  (4)  ou  (5).  C'est 
ainsi  qu'étant  donnée  une  équation  en  x,  y,  il  est  aussi 
permis  de  la  concevoir  résolue  par  rapport  à  x  que  par  rap- 
port à  y.  On  peut  donc  dire  en  ce  sens  que  le  choix  de  la 
variable  indépendante  est  arbitraire;  mais  ceci  cesse  le  plus 
souvent  d'être  vrai  lorsque  l'on  envisage  un  problème  d'après 
ses  données  concrètes.  La  nature  des  grandeurs  qui  varient 
simultanément  établit  entre  elles  des  relations  telles  que  les 
variations  des  unes  doivent  être  considérées  comme  subor- 
données aux  variations  des  autres  ;  et  celles-là  seulement 
dont  les  variations  ne  sont  subordonnées  à  celles  d'aucune 
autre,  doivent  être  essentiellement  qualifiées  de  variables 
indépendantes. 

Ainsi,  dans  la  question  de  mécanique  déjà  plusieurs  fois 
indiquée,  il  convient  de  considérer  l'angle  d'écart  d'un  pen- 
dule comme  une  fonction  du  temps  t  écoulé  depuis  l'origine 
du  mouvement,  et  t  comme  la  variable  indépendante  ;  et  il 
répugnerait  au  contraire  d'envisager  t  comme  une  fonction 
de  l'angle  0  pris  pour  variable  indépendante  ;  parce  qu'il 
est  évident  que  le  temps  s'écoule  ou  que  t  varie  indépen- 
damment du  mouvement  du  pendule,  et  au  contraire  que  les 
variations  de  6  dépendait  du  temps  écoulé,  ou  sont  subor- 
données aux  variations  de  l. 

En  général,  pour  toutes  les  grandeurs  qui  varient  avec  le 
temps,  et  à  cause  du  temps  écoulé  depuis  un  instant  pris 
pour  origine,  le  temps  remplit,  par  la  nature  même  des  choses, 
le  rôle  d'une  variable  essentiellement  indépendante,  en  ce 
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sens  que  ses  variations  ne  sont  subordonnées  à  celles  d'au- 
cune  autre  grandeur.  Nous  aurons  lieu,  par  la  suite,  de  re- 
venir sur  les  conséquences  de  ce  principe,  et  d'insister  sur 
les  propriétés  générales  des  grandeurs,  en  tant  que  fonctions 
du  temps  :  propriétés  dont  la  discussion  nous  semble  appar- 
tenir aux  mathématiques  pures,  au  même  titre  que  les  spé- 
culations qui  ont  pour  objet  les  propriétés  de  l'étendue  et  les 
formes  géométriques, 

La  remarque  quel'on  vient  de  faire  a  lieu  pour  la  variable  t, 
comptée  d'une  origine  arbitraire  et  servant  à  déterminer 
l'époque  d'un  phénomène,  ou,  plus  précisément,  l'instant  où 
une  certaine  grandeur  atteint  une  valeur  déterminée.  Si,  au 
contraire,  la  variable  t  mesurait  la  durée  absolue  d'un  phé- 
nomène, elle  pourrait  jouer  le  rôle  de  variable  dépendante. 
Ainsi,  la  durée  de  l'oscillation  d'un  pendule  est  une  fonction 
de  l'angle  initial  d'écart  désigné  ci-dessus  par  0,.  C'est  la 
grandeur  de  cet  angle  qui  détermine  la  durée  de  l'oscillation; 
ou,  en  d'autres  termes,  nous  concevons  la  variation  de  la 
durée  comme  une  conséquence  de  la  variation  de  l'angle 
initial,  et  non  la  variation  de  l'angle  comme  subordonnée  à 
la  variation  de  la  durée. 

Des  considérations  analogues  s'appliquent  aux  coordon- 
nées variables  par  le  moyen  desquelles  on  détermine  la  posi- 
tion d'un  point  sur  une  ligne  donnée,  sur  une  surface  don- 
née, ou  dans  l'espace.  La  grandeur  que  l'on  envisage  comme 
variable,  non  plus  d'un  instant  à  l'autre,  mais  d'un  lieu  à 
Vautre,  est  une  fonction  des  coordonnées  variables  du  point 
où  elle  est  censée  mesurée  ;  et  les  coordonnées  indépendantes 
sont  évidemment  au  nombre  de  trois  si  le  point  peut  se  dé- 
placer d'une  manière  quelconque  dans  l'espace;  au  nombre 
de  deux  si  le  point  est  assujetti  à  rester  sur  une  surface  don- 
née ;  enfin,  il  n'y  en  a  plus  qu'une  seule  si  le  point  est  assu- 
jetti à  rester  sur  une  ligne  donnée.  Toutefois,  il  faut  remar- 
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quer  que  le  choix  d'un  système  de  coordonnées  est  arbi- 
traire :  de  sorte  que  rien  n'empêcherait  de  considérer  les 
coordonnées  #,  y,  2,  qui  déterminent  la  position  d'un  point 
dans  l'espace,  comme  fonctions  d'autres  coordonnées  u,v,w, 
prises  dans  un  autre  système.  L'indépendance  des  variables 
x,  y,  s,  ne  tient  donc  pas  à  leur  nature,  mais  au  choix  arbi- 
traire qu'on  en  a  fait  pour  servir  de  coordonnées,  tandis  que 
l'indépendance  de  la  variable  t ,  qui  représente  le  temps 
écoulé  depuis  un  instant  pris  pour  origine,  tient  à  l'essence 
de  cette  grandeur.  Ces  analogies  et  ces  différences  sont  des 
conséquences  immédiates  des  analogies  et  des  différences 
que  présentent  les  concepts  fondamentaux  du  temps  et  de 
l'espace. 

Nous  ne  voulons  pas  dire,  par  ce  qui  précède,  que,  dans 
certaines  questions  de  physique,  telles  coordonnées  ne  soient 
pas  indiquées  de  préférence  à  toutes  les  autres,  par  la  nature 
spéciale  de  la  question  :  l'attention  des  analyses  doit  s'ap- 
pliquer à  saisir  de  semblables  indications  ;  car,  en  général, 
la  solution  d'un  problème  a  atteint  sa  perfection  quand  on 
a  lié  par  l'analyse  les  variables  entre  elles,  conformément  à 
l'ordre  de  leur  dépendance  naturelle.  De  même,  en  géomé- 
trie pure,  le  mode  de  génération  d'une  ligne  ou  d'une  sur- 
face indique  les  coordonnées  qu'il  est  convenable  et  naturel 
de  prendre  pour  variables  indépendantes,  et  dont  le  choix 
facilite  la  discussion  des  propriétés  de  la  ligne  ou  de  la  sur- 
face. 


CHAPITRE  II. 

DE   LA   CLASSIFICATION   DES   FONCTIONS   ET   DE    LEUR 
DÉVELOPPEMENT   EN   SÉRIES. 

12.  Les  fonctions  mathématiques  se  distinguent  en  fonc- 
tions explicites  et  en  fonctions  implicites.  On  appelle  fonc- 
tions implicites  celles  qui  sont  déterminées  par  une  équation 
non  résolue  entre  la  fonction  et  la  variable  indépendante. 
Ainsi  la  fonction  y  donnée  par  Tune  des  équations 

y*  —  bzy  =  a,  by  +  C  =  log  xy  tang  y  =  ysinx,  etc., 

est  une  fonction  implicite  de  x.  Si  ces  équations  étaient 
résolues  par  rapport  à  y  et  mises  sous  la  forme  y  =  fx,y 
deviendrait  une  fonction  explicite  de  la  même  variable. 

On  peut  comprendre  les  fonctions  explicites  et  implicites 
sous  la  même  notation,  en  exprimant  par  une  équation  de 
la  forme 

F(*,y)-0,      (l) 
la  liaison  qui  subsiste  entre  la  variable  x  et  la  fonction  y. 

Les  fonctions  mathématiques,  qu'elles  soient  explicites  ou 
implicites,  se  distinguent  encore  en  fonctions  algébriques 
et  en  fonctions  transcendantes.  Si  l'équation  (1)  est  algé- 
brique, en  sorte  qu'après  l'évanouissement  toujours  possible 
des  dénominateurs  et  des  radicaux,  le  premier  membre  soit 
un  polynôme  entier  de  degré  déterminé  par  rapport  à  x  et 
par  rapport  à  y,  la  fonction  y  est  réputée  algébrique.  Si  les 
variables  x,  y,  ou  seulement  Tune  d'entre  elles,  entraient 
dans  la  formation  d'un  exposant,  ou  si  elles  se  trouvaient 
affectées,  soit  d'un  exposant  irrationnel,  soit  du  signe  log, 
soit  de  l'un  des  signes  usités  en  trigonométrie,  la  fonction 
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serait  qualifiée  de  transcendante.  Plus  généralement,  toute 
fonction  mathématique  qui  ne  se  trouve  pas  comprise  dans 
la  définition  des  fonctions  algébriques  est  réputée  transcen- 
dante. Les  seules  fonctions  transcendantes  que  le  lecteur 
soit  censé  connaître,  savoir  :  les  fonctions  exponentielles, 
logarithmiques  et  trigonométriques,  ont  été  successivement 
définies  dans  le  cours  de  mathématiques  élémentaires.  Ces 
fonctions  sont-elles  en  effet  les  plus  simples  de  toutes  après 
les  fonctions  algébriques  élémentaires?  Sont-elles  réductibles 
ou  irréductibles  entre  elles  ?  Y  a-t-il  entre  elles  quelque  lien, 
malgré  leur  diversité  apparente  d'origine  ?  Toutes  ces  ques- 
tions sont  du  ressort  de  la  théorie  qui  doit  nous  occuper  ; 
et  en  même  temps  que  nous  étudierons  sous  un  point  de  vue 
nouveau  les  fonctions  transcendantes  déjà  définies  dans  les 
éléments,  nous  serons  amenés  à  en  considérer  d'autres  en 
nombre  illimité,  à  les  définir,  à  les  classer,  et  à  désigner 
celles  de  ces  fonctions  qui  ont  acquis  le  plus  d'importance, 
par  des  notations  ou  par  des  caractéristiques  particulières. 
13.  Puisque  les  équations  algébriques,  de  degré  supérieur 
au  quatrième,  sont  en  général  irrésolubles  algébriquement, 
et  qu'ainsi  la  valeur  de  y  en  #,  quand  l'équation  (1)  est,  par 
rapport  à  y,  d'un  degré  supérieur  au  quatrième,  ne  peut 
pas,  en  généraly  s'exprimer  avec  les  radicaux  et  les  autres 
signes  élémentaires  de  l'algèbre,  il  semble  qu'on  pourrait 
regarder  la  racine  d'une  telle  équation  comme  une  fonction 
transcendante,  aussi  bien  que  les  exponentielles  et  les  loga- 
rithmes. Mais  Leibnitz,à  qui  l'on  doit  la  distinction  des  fonc- 
tions algébriques  et  des  fonctions  transcendantes,  n'a  point 
commis  cette  méprise.  En  effet,  la  circonstance  qu'une  équa- 
tion algébrique  entre  y  et  x  soit  ou  ne  soit  pas  résoluble 
algébriquement  par  rapport  à  t/,  n'influe  nullement  sur  le 
nombre,  sur  les  conditions  de  réalité  ou  d'imaginarité  des 
racines,  ni,  par  suite,  sur  la  forme  qu'affecte  la  courbe  dont 
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x  et  y  sont  les  coordonnées,  sur  le  nombre  de  ses  branches 
et  sur  les  autres  particularités  de  son  cours.  Tout  ceci  se 
rattache  à  la  théorie  de  la  composition  des  équations  algé- 
briques, laquelle  n'est  point  subordonnée  à  leur  résolution 
algébrique,  et  en  vertu  de  laquelle  les  fonctions  algébriques, 
tant  explicites  qu'implicites,  jouissent  de  propriétés  com- 
munes qu'elles  ne  partagent  pas  avec  celles  auxquelles  on  a 
réservé  avec  juste  raison  la  qualification  de  transcendantes. 

14.  Les  fonctions  algébriques  explicites  se  distinguent  en 
fonctions  entières  et  fractionnaires,  rationnelles  et  irration- 
nelles :  le  sens  de  ces  expressions  est  donné  dans  tous  les 
traités  d'algèbre.  A  l'égard  des  fonctions  algébriques  im- 
plicites, comme  on  peut  toujours  préparer  les  équations 
dont  elles  sont  les  racines  de  manière  à  faire  disparaître 
les  dénominateurs  et  les  radicaux,  cette  division  serait  sans 
objet. 

Les  plus  simples  des  fonctions  rationnelles  entières  sont 
celles  qui  ne  contiennent  que  la  première  puissance  de  la 
variable,  et  qu'on  peut  représenter  généralement  par 

ys=zax+b, 

a  et  6  désignant  des  nombres  constants.  L'usage  leur  a  con- 
servé la  dénomination  de  fonctions  linéaires,  tirée  de  ce 
que  l'équation  précédente  est  celle  d'une  ligne  droite,  pour 
un  système  de  coordonnées  parallèles  à  deux  axes  fixes. 

Les  fonctions  rationnelles  entières  ne  peuvent  devenir  in- 
finies pour  aucune  valeur  finie  de  la  variable  dont  elles  dé- 
pendent. De  plus,  il  est  évident  qu'à  toutes  les  valeurs  de  la 
variable  correspond  pour  ces  fonctions  une  valeur  réelle  et 
unique,  positive  ou  négative.  Il  suit  de  là  que  si  l'on  repré- 
sente une  fonction  rationnelle  et  entière  par  l'ordonnée 
d'une  courbe  dont  l'autre  variable  est  l'abscisse,  cette  courbe 
à  une  seule  branche  s'étend  indéfiniment,  tant  dans  le  sens 
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des  abscisses  négatives  que  dans  le  sens  des  abscisses  posi- 
tives, sans  éprouver  nulle  part  de  solution  de  continuité. 

1 5.  Les  fonctions  fractionnaires,  où  la  variable  entre  dans 
la  composition  d'un  ou  de  plusieurs  dénominateurs,  peuvent 
devenir  infinies,  et  par  conséquent  éprouver  une  solution 
de  continuité  pour  les  valeurs  finies  de  la  variable  qui  font 
évanouir  un  dénominateur. 

Les  fonctions  irrationnelles,  mêmes  entières,  subissent 
des  solutions  de  continuité,  et  la  courbe  qui  les  représente 
s'interrompt  brusquement  quand  la  valeur  de  la  variable, 
affectée  d'un  signe  radical,  rend  le  radical  imaginaire.  Ainsi 
la  fonction 

cessera  d'avoir  des  valeurs  réelles  pour  les  valeurs  de  x  >  1 , 
et  sera  représentée  graphiquement  dans  un  système  de  coor- 
données orthogonales  par  l'ordonnée  de  l'arc  parabolique 
ML  {fig.  4),  qui  s'étend  indéfiniment  dans  le  sens  des 
abscisses  négatives,  et  qui  s'interrompt  brusquement  au 
point  L,  dont  l'abscisse  OP  =  1 . 
De  même  la  fonction 


y  =V  x%  —  2  *  *  +  4 

sera  représentée  par  l'ordonnée  de  la  branche  d'hyperbole 
LMN  {fig.  5),  si  l'on  a  OA  =  a  <  1,  et,  dans  ce  cas,  elle 
n'éprouvera  aucune  solution  de  continuité.  La  même  fonc- 
tion correspondra  à  l'ordonnée  des  arcs  hyperboliques 
PQ,  RS,  si  l'on  a  a  >  1  ;  auquel  cas  il  y  aura  solution  de  conti- 
nuité aux  points  Q,  R.  Enfin,  il  faudra  prendre,  pour  repré- 
senter la  même  fonction,  l'ordonnée  de  la  ligne  brisée  BAC, 
si  Ton  a  «  =  1  :  car  y  devant  rester  positif,  la  fonction  pro- 
posée deviendra  dans  ce  cas 

y  =H  —  x 
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pour  les  valeurs  de  x  <  1,  et 

y  =  x—  4 
poar  les  valeurs  de  x  >  1 .  Ce  changement  dans  l'expression 
algébrique  de  la  fonction  correspond  à  une  solution  de  con- 
tinuité dont  nous  définirons  plus  loin,  d'une  manière  géné- 
rale, les  caractères  analytique  et  géométrique,  et  qui  est  d'un 
autre  ordre  que  les  solutions  de  continuité  éprouvées  par  l'or- 
donnée des  arcs  hyperboliques  PQ,  RS,  aux  points  Q  et  R. 

16 .  A  la  vérité,  si  Ton  considère  à  la  fois  les  deux  valeurs 
réelles  dont  un  radical  pair  est  susceptible,  on  aura  deux 
branches  ou  deux  arcs  de  courbe  qui  viendront  se  raccorder 
aux  points  dont  l'abscisse  correspond  au  passage  du  réel  à 
l'imaginaire  ;  et  ainsi  il  n'y  aura  plus  géométriquement  de 
solution  de  continuité  :  car  on  ne  doit  entendre  par  solution 
de  continuité,  dans  le  sens  géométrique,  que  celles  qui  sont 
indépendantes  de  la  direction  arbitraire  des  axes  auxquels 
on  rapporte  la  courbe. 

On  conclut  de  là  que,  pour  avoir  l'expression  complète 
d'une  courbe  par  une  équation  algébrique  entre  ses  coor- 
données, il  faut  débarrasser  cette  équation  des  radicaux,  ou 
conserver  tous  les  doubles  signes  inhérents  à  chaque  radical 
pair.  C'est  là  le  fondement  de  la  correspondance  entre  l'al- 
gèbre et  la  géométrie,  dont  nous  reparlerons  lorsqu'il  sera 
question  plus  spécialement  des  applications  de  l'analyse  à  la 
théorie  des  courbes. 

Au  contraire,  les  courbes  transcendantes,  ou  celles  dont 
l'ordonnée  est  une  fonction  transcendante  de  l'abscisse, 
peuvent  être  interrompues  brusquement  dans  leur  cours  sans 
que  leurs  branches  se  rejoignent  ;  en  sorte  que  le  point  qui 
décrirait  par  son  mouvement  une  des  branches  de  la  courbe, 
s'arrêterait  tout  à  coup.  Ainsi  la  courbe  qui  a  pour  équation 

y  +  4  =  <f% 
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a  désignant  un  nombre  positif  plus  grand  que  1 ,  est  formée 
de  deux  branches  BL,  MN  (fig.  6),  dont  la  première  a  pour 
asymptote,  dans  le  sens  des  abscisses  positives,  Taxe  même 
des  a?,  et  s'arrête  brusquement  au  point  B,  dont  les  coor- 
données sont  x=0,  t/= —  1  ;  tandis  que  la  seconde  branche 
a  pour  asymptotes  Taxe  des  y  dans  le  sens  des  y  positifs,  et 
Taxe  des  x  dans  le  sens  des  x  négatifs.  En  effet,  tant  que  x 
est  positif,  la  fonction 


_1         * 
a    m  =~r 


va  en  décroissant  indéfiniment  pour  des  valeurs  de  x  de 
plus  en  plus  petites,  et  finalement  s'évanouit  avec  x,  tandis 
qu'elle  tend  à  devenir  égale  à  l'unité  pour  des  valeurs  de  x 
de  plus  en  plus  grandes.  Au  contraire,  lorsque  x  passe  par 
des  valeurs  négatives,  la  même  fonction  croit  au-delà  de 
toute  limite  pour  des  valeurs  numériques  de  x  de  plus 
en  plus  petites,  au  lieu  qu'elle  tend  encore  à  devenir  égale 
à  l'unité  pour  des  valeurs  numériques  de  x  de  plus  en  plus 
grandes. 

On  appelle  points  â!  arrêt  ceux  oh  une  branche  de  courbe, 
transcendante  ou  empirique,  s'arrête  ainsi  brusquement.  Si 
deux  branches  disjointes,  NM,  MW  {fig.  7),  avaient  une 
commune  ordonnée  PMM',  en  sorte  que  la  fonction  repré- 
sentée par  l'ordonnée  de  la  courbe  passât  brusquement  delà 
valeur  PM  à  la  valeur  PM\  les  points  M,  M' seraient  des  points 
de  rupture.  Les  fonctions  algébriques,  ne  pouvant  avoir  de 
points  d'arrêt,  ne  peuvent  avoir  de  points  de  rupture,  ni  par 
conséquent  éprouver  d'autres  solutions  de  continuité  que 
celles  qui  proviennent  du  passage  par  l'infini  ;  au  lieu  que 
les  fonctions  transcendantes  peuvent  être  sujettes  aux  solu- 
tions de  continuité  qui  proviennent  du  passage  brusque 
d'une  valeur  finie  à  une  autre. 
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17-  Si  la  théorie  des  fonctions  a  plus  de  généralité  que 
l'algèbre,  en  ce  sens  qu'on  y  traite  de  propriétés  communes 
aux  fonctions  algébriques  et  transcendantes,  et  même  à  celles 
qui  ne  comportent  aucune  définition  mathématique,  d'un 
autre  côté  cette  théorie  reçoit  une  extension  qui,  primitive- 
ment, n'a  de  sens  qu'en  algèbre  pure,  et  pour  les  fonctions 
susceptibles  d'une  expression  algébrique.  Cette  extension 
consiste  à  tenir  compte  des  valeurs  imaginaires  que  prend 
une  fonction  exprimée  algébriquement,  quand  la  variable 
dont  elle  dépend  passe  par  des  valeurs  réelles  situées  en- 
deçà  ou  au-delà  de  certaines  limites,  comme,  par  exemple, 
quand  la  variable  x  devient  >  1  dans  la  fonction 


Elle  consiste  en  outre  à  admettre  que  la  variable  indépen- 
dante peut  elle-même  passer  par  une  succession  de  valeurs 
imaginaires.  A  la  vérité,  pour  se  faire  l'idée  d'un  semblable 
passage,  il  faut  considérer  cette  seconde  variable,  dont  la 
première  est  fonction,  comme  dépendant  à  son  tour  d'une 
troisième  variable  qui  passe  par  une  suite  de  valeurs  réelles. 
Soient  t  cette  dernière  variable,  x  celle  qui  en  dépend  immé- 
diatement, y  une  fonction  de  x  :  désignons  aussi  par  f0,  x0,  y0; 
*i>  xv  Vu  deux  systèmes  de  valeurs  correspondantes  pour 
ces  trois  variables  ;  /0,  tx  étant  des  quantités  réelles,  tandis 
que  #0,  tf0,  #„  yx  peuvent  être  des  quantités  réelles  ou  ima- 
ginaires. Il  est  clair  que,  pendant  que  t  passe  de  la  valeur  t0 
à  la  valeur  *„  en  prenant  toutes  les  valeurs  intermédiaires, 
x  peut  passer  de  la  valeur  x0  à  la  valeur  xx  par  une  suite  de 
valeurs  imaginaires,  suite  déterminée  en  vertu  de  la  liaison 
algébrique  entre  t  et  #,  et  à  laquelle  correspondra  une  suite 
également  déterminée  de  valeurs  réelles  ou  imaginaires  pour 
y.  Au  contraire,  comme  il  n'y  a  pas  d'ordre  naturel  et  déter- 
miné de  grandeur  entre  les  quantités  imaginaires,  rien  ne 
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fixerait  la  série  de  valeurs  imaginaires  par  lesquelles  x  peut 
passer,  en  allant  de  la  valeur  xa  à  la  valeur  #,,  si  l'on  n'éta- 
blissait une  dépendance  déterminée,  directe  ou  indirecte, 
entre  #  et  une  autre  variable  qui  passe  d'une  valeur  réelle  à 
une  autre,  par  la  série  des  valeurs  réelles  intermédiaires. 

Nous  verrons  plus  tard  que,  .non-seulement  les  fonctions 
algébriques  ,  mais  encore  les  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques et  trigonométriques  acquièrent  une  signification 
et  une  valeur  réelle  ou  imaginaire  déterminées,  lorsqu'on 
fait  passer  par  des  valeurs  imaginaires  les  variables  qui 
entrent  dans  la  composition  de  ces  fonctions  :  par  conséquent, 
les  remarques  qui  font  l'objet  de  ce  numéro  s'appliquent  à 
toutes  les  fonctions  algébriques  ou  transcendantes  que  nous 
connaissons  déjà. 

18.  On  vient  de  dire  comment  les  analystes  classent  les 
fonctions  d'après  le  mode  de  leur  expression  mathématique  : 
mais  les  fonctions  sont  également  susceptibles  d'être  classées 
d'après  les  formes  mêmes  qu'elles  affectent  ou  qu'affectent 
les  courbes  qui  les  représentent;  et  cette  classification  peut 
comprendre  aussi  bien  les  fonctions  empiriques  que  les 
fonctions  algébriques  ou  transcendantes.  Au  reste,  il  ne 
s'agit  pas  ici  d'établir  une  classification  méthodique  et  com- 
plète, comme  celles  qui  s'appliquent  (en  histoire  naturelle, 
par  exemple)  à  des  objets  dont  le  nombre  est  limité,  mais 
seulement  de  signaler  certaines  classes  de  fonctions,  distin- 
guées par  des  caractères  généraux. 

En  premier  lieu,  nous  considérons  les  fonctions  paires  et 
les  fonctions  impaires.  On  appelle  fonctions  paires  celles  qui 
prennent  les  mêmes  valeurs  quand  on  attribue  à  la  variable 
indépendante  des  valeurs  égales  et  de  signes  contraires,  ou 
celles  qui  sont  représentées,  dans  un  système  de  coordon- 
nées orthogonales,  par  des  courbes  symétriques  relative- 
ment à  l'axe  des  ordonnées.  Telles  sont,  parmi  les  fonctions 
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algébriques,  celles  qui  ne  renferment  que  des  puissances 
paires  de  la  variable,  comme  x*9  V^  1  —  xk  ;  et  de  là  leur 
vient  le  nom  de  fonctions  paires,  qu'on  peut  appliquer  à 
toutes  les  fonctions  qui  présentent  la  même  analogie  de 
forme,  bien  qu'elles  ne  comportent  pas  d'expression  algé- 
brique. La  fonction  trigonométrique  cosxest  paire,  puis- 
qu'on est  conduit  en  trigonométrie  à  regarder  le  cosinus  d'un 
arc  négatif  comme  ayant  la  même  valeur  numérique  et 
le  même  signe  que  le  cosinus  du  même  arc  pris  positivement. 
Par  opposition,  on  appelle  fonctions  impaires  celles  qui 
ont  des  valeurs  numériquement  égales  et  opposées  de  signes, 
pour  des  valeurs  de  la  variable  indépendante  égales  et  de 
signes  contraires.  Telles  sont,  parmi  les  fonctions  algé- 
briques, jâ>  x  V \  +  &  D'après  cette  définition ,  sin  x 

et  tang  x  sont  aussi  des  fonctions  impaires.  Une  fonction 
impaire  doit  être  nulle  quand  x=o,  à  moins  qu'elle  n'éprouve 
une  solution  de  continuité  correspondante  à  cette  valeur  de 
x.  Tel  est  le  cas  des  fonctions  impaires 


\T\  +  *\,  cot  Xm 

X 

Une  fonction  quelconque  peut  être  considérée  comme  la 
somme  de  deux  fonctions,  l'une  paire,  l'autre  impaire.  Soit 
effectivement  fia  caractéristique  d'une  fonction  quelconque  : 
on  pourra  poser 

f  (x)  +  f  (-  x)  =  2  f  (*), 

f  (x)  -  f  (-  x)  =  2  *  (*), 
et  alors  <)>  (x)  sera  évidemment  une  fonction  paire,  <J>  {x)  une 
fonction  impaire  de  x,  quelle  que  soit  d'ailleurs  la  forme 
de  f  (x) .  Or,  on  tire  de  ces  deux  équations 
f{x)  =  9  (x)  +  *  (x), 
ce  qui  démontre  la  proposition  énoncée. 
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1 9 .  On  appelle  fonctions  périodiques  celles  qui  reprennent 
périodiquement  les  mêmes  valeurs,  pour  des  valeurs  de  la 
variable  indépendante  séparées  par  des  intervalles  égaux. 
La  grandeur  de  oes  intervalles  mesure  l'étendue  de  la  période. 
Ainsi,  on  est  conduit,  en  trigonométrie,  à  considérer  les 
arcs  comme  des  grandeurs  qui  peuvent  surpasser  la  circon- 
férence et  croître  indéfiniment,  tant  dans  le  sens  positif  que 
dans  le  sens  négatif;  tandis  que  les  sinus,  les  cosinus,  et  en 
général  les  fonctions  trigonométriques  de  ces  arcs  reprennent 
périodiquement  les  mêmes  valeurs,  chaque  fois  qu'on 
ajoute  à  Tare  primitif,  ou  qu'on  en  retranche  une  circonfé- 
rence complète.  En  conséquence,  smax,  cosa#,  iangax 
sont  des  fonctions  périodiques  dont  la  période  a  pour 

valeur  -—.  La  fonction  y  =  sin  ax,  par  exemple,  est  l'ois 

donnée  d'une  courbe  sinueuse  P'N'M'OMNP....  (fig.  8),  qui 
s'étend  indéfiniment  tant  dans  le  sens  des  abscisses  néga- 
tives que  dans  celui  des  abscisses  positives  :  courbe  facile 
d'ailleurs  à  construire  par  points,  à  l'aide  des  tables  de  sinus 
naturels  ou  de  leurs  logarithmes  que  l'on  trouve  dans  les 
tables  trigonométriques  ordinaires.  Les  intervalles  égaux 
P'O,  OP,...  mesurent  l'étendue  de  la  période. 

La  nature  nous  offre  une  multitude  de  phénomènes  soumis 
à  la  loi  de  périodicité  ;  et,  conséquemment,  la  classe  des 
fonctions  périodiques,  dont  le  type  le  plus  simple  nous  est 
fourni  par  la  géométrie  du  cercle,  mérite  une  attention  par- 
ticulière. 

20.  Parmi  les  fonctions  non  périodiques,  il  n'y  a  lieu  de 
signaler  ici  que  celles  qui  jouissent  de  la  propriété  de  croître 
ou  de  décroître  continuellement,  lorsque  la  variable  indé- 
pendante vient  à  croître.  Les  fonctions  qui,  sans  être  pério- 
diques, passent  par  diverses  alternatives  d'accroissement  et 
de  décaissement,  n'offrent  pas  d'autres  caractères  impor- 
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tante  qui  méritent  qu'on  en  forme  des  groupes  particuliers. 
Il  convient  de  remarquer  surtout  les  fonctions  qui  s'ap- 
prochent indéfiniment  de  zéro  ou  de  toute  autre  valeur  fixe, 
pour  des  valeurs  croissantes  ou  décroissantes  de  la  variable 
indépendante.  Telles  sont  les  fonctions 

a,  m,  n  désignant  des  nombres  positifs,  et  o  étant  supposé 
ai  outre  plus  grand  que  l'unité. 

Les  fonctions  de  cette  catégorie  doivent  se  reproduire 
fréquemment  dans  F  expression  des  phénomènes  physiques  : 
car  il  arrive  souvent  qu'une  grandeur  part  d'un  certain  état 
pour  décroître  ensuite  continuellement,  de  sorte  que  sa 
valeur  finit  par  devenir  sensiblement  nulle,  ou  par  ne  plus 
différer  sensiblement  d'une  certaine  valeur  fixe  vers  laquelle 
die  tend  sans  cesse*  On  doit  remarquer  en  particulier  la 
fonction  y  =  a  —  *"  (  fig.  9) ,  qui  est  le  type  le  plus  simple 
que  l'algèbre  puisse  fournir  des  fonctions  qui  décroissent 
symétriquement,  avec  une  grande  rapidité,  de  part  et  d'autre 
de  l'origine  de  la  variable  indépendante  :  tellement  que, 
pour  peu  que  le  nombre  constant  a  surpasse  l'unité,  la  valeur 
numérique  de  la  fonction  est  déjà  excessivement  petite, 
pour  des  valeurs  numériques  de  la  variable  indépendante 
tant  soit  peu  considérables.  Dans  l'état  actuel  de  la  physique 
moléculaire,  on  admet  l'existence  de  forces  dont  la  loi  de 
décroissement  est  exprimée  par  des  fonctions  de  cette  espèce, 
et  dans  les  applications  de  la  théorie  mathématique  des 
chances  aux  grands  nombres  que  la  statistique  recueille,  la 
nature  du  sujet  reproduit  constamment  des  fonctions  de  la 
même  forme. 

21 .  Supposons  maintenant  que  nous  ayons  une  fonction 
empirique  fx  qu'il  s'agisse  de  soumettre  à  des  calculs  arith- 
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métiques  ou  algébriques,  comme  si  Ton  avait,  par  exemple, 
à  trouver  la  valeur  de  x  qui  satisfait  à  l'équation 

*  =  +: 

x  +  a 

l'idée  qui  se  présentera  naturellement,  sera  de  trouver,  s'il 
est  possible,  une  fonction  algébrique  yx  qui  s'écarte  peu  de 
fx9  au  moins  dans  les  limites  entre  lesquelles  on  sait  que  doit 
tomber  la  racine  cherchée,  et  de  substituer  dans  l'équation 
proposée  yx  à  fx.  En  général,  le  but  d'une  semblable  sub- 
stitution est  de  rendre  pratiquables,  ou  des  transformations 
algébriques  qui  doivent  conduire  à  des  formules  générales, 
ou  des  opérations  de  calcul  arithmétique,  si  l'on  se  propose 
de  déterminer  des  valeurs  particulières. 

Si  Ton  tient  à  ce  que  la  fonction  substituée  se  rapproche 
de  l'autre,  dans  toute  la  portion  de  son  cours  que  l'on  con- 
sidère, il  faut  évidemment  qu'il  n'y  ait  pas  incompatibiUté 
entre  les  formes  essentielles  de  la  fonction  substituée  et  celles 
de  la  fonction  qu'on  remplace.  Par  exemple,  si  la  fonction  à 
remplacer  est  périodique,  on  admettra,  au  moins  jusqu'à 
plus  ample  examen,  la  possibilité  de  la  remplacer  par  une 
fonction  telle  que 

y  =  Asin  (mx  +  n), 

qui,  de  sa  nature,  est  périodique  ;  mais  il  serait  manifeste- 
ment impossible  que  la  fonction  proposée  se  rapprochât, 
dans  toute  l'étendue  de  son  cours,  d'une  autre  qui  aurait 
Tune  des  deux  formes 

^  =  Ai",  y  =  Aa"*," 

et  qui  serait  constamment  croissante  ou  décroissante,  selon 
le  signe  de  m. 

On  appelle  interpolât  ion  l'opération  par  laquelle  on  déter- 
mine une  courbe  y=yx>  assujettie  à  avoir  un  certain  nom- 
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bre  de  points  communs  avec  la  courbe  y=z  fx,  et  qui  doit 
s'en  écarter  d'autant  moins  entre  les  points  extrêmes,  que 
le  nombre  des  points  communs  intermédiaires  est  plus  con- 
sidérable. Nous  entrerons,  par  la  suite,  dans  quelques  dé- 
tails sur  les  procédés  d'interpolation  :  pour  le  moment  il 
suffit  de  concevoir  qu'on  assujettira  la  courbe  dont  <p  x  est 
l'ordonnée  à  passer  pair  un  point  donné  (x0,  t/0),  en  posant 
l'équation 

c'est-à-dire,  en  liant  par  une  équation  de  condition  les  para- 
mètres ou  coefficients  indéterminés  que  doit  comprendre 
l'expression  mathématique  delà  fonction  <p;  et  plus  on  aura 
introduit  dans  cette  expression  %de  paramètres  arbitraires, 
pourvu  qu'on  ait  un  nombre  égal  de  points  donnés  sur  la 
courbe  y  =  fx,  plus  les  courbes  dont  les  ordonnées  sont  ^x 
et  fx  approcheront  de  la  coïncidence,  dans  la  portion  de 
leur  cours  que  l'on  considère. 

De  là,  pour  le  dire  en  passant,  la  difficulté  que  l'on 
éprouve  souvent  à  fixer,  par  le  contrôle  de  l'observation,  la 
valeur  de  certaines  formules  de  physique  mathématique: 
car  si  l'on  donne,  pour  représenter  la  loi  d'un  phénomène, 
l'équation  y  =  y  x,  où  la  fonction  <p  renferme  beaucoup  de 
paramètres  déterminés  par  la  condition  de  satisfaire  à  des 
observations  qui  donnent  autant  de  systèmes  de  valeurs  cor- 
respondantes pour  x  et  y  qu'il  y  a  de  paramètres,  il  devient 
probable  par  cela  seul  que  des  systèmes  de  valeurs  intermé- 
diaires satisferont  à  très-peu  près  à  la  même  équation,  bien 
que  la  véritable  loi  des  phénomènes  soit  exprimée  par  une 
fonction  fx,  différente  de  yx.  Si  donc,  à  l'expression  ana- 
lytique dont  on  a  fait  choix  pour  la  fonction  <p,  se  rattachait 
l'établissement  d'unethéorie  physique,  cette  théorie  ne  serait 
pas  suffisamment  justifiée  par  l'accord  que  l'on  trouverait 

t.  i.  K 
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entre  l'observation  et  le  calcul,  pour  les  valeurs  intermé- 
diaires des  variables  *,  y. 

S'il  y  avait  incompatibilité  entre  les  formes  des  fonctions 
f  et  y,  l'une,  par  exemple,  étant  périodique ,  et  l'autre  con- 
stamment croissante  ou  décroissante,  le  calcul  en  avertirait 
en  assignant  aux  paramètres  des  valeurs  infinies,  ou  imagi- 
naires, ou  en  laissant  ces  valeurs  indéterminées. 

22.  On  conçoit  qu'il  peut  être  utile  de  remplacer  de  la 
sorte,  non-seulement  des  fonctions  empiriques  qu'il  serait 
impossible  de  soumettre  autrement  au  calcul,  mais  des  fonc- 
tions transcendantes  ou  même  algébriques  d'une  expres- 
sion compliquée,  par  d'autres  fonctions  d'une  forme  pins 
simple,  ou  dont  la  forme  s'adapte  mieux  à  la  nature  des 
combinaisons  analytiques  <Jans  lesquelles  elles  doivent  en- 
trer. C'est  ainsi,  pour  prendre  la  comparaison  la  plus  élémen- 
taire, qu'on  remplace  une  fraction  ordinaire  telle  que  }, 
par  une  fraction  décimale  0,6666....  dont  l'équivalence 
n'est  qu'approchée,  à  quelque  décimale  que  l'on  s'arrête, 
mais  dont  l'expression,  quoique  plus  compliquée  au  fond, 
se  trouve  mieux  appropriée  à  la  nature  des  opérations  de 
notre  arithmétique  décimale. 

Dans  ce  cas  encore,  il  est  aisé  de  comprendre  que,  lors- 
que la  fonction  substituée  n'aura  pas  une  forme  incompa- 
tible avec  celle  de  la  fonction  proposée,  plus  il  entrera  de 
paramètres  arbitraires  dans  son  expression  analytique,  plus 
on  pourra  rapprocher  les  deux  fonctions  l'une  de  l'autre  en 
fixant  convenablement  les  valeurs  de  ces  paramètres  arbi- 
traires. 

Mais,  d'un  autre  côté,  on  ne  peut  multiplier  les  paramè- 
tres sans  compliquer  la  fonction  substituée,  et  perdre  de  plus 
les  avantages  attachés  à  la  substitution.  Voici  l'artifice  ima- 
giné par  les  analystes  pour  éluder  autant  que  possible  cette 
difficulté. 
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Il  consiste  à  substituer  à  la  fonction  proposée  une  somme 
de  fonctions  analytiques  de  même  forme,  et  qui  diffèrent  les 
unes  deè  autres  par  les  valeurs  de  certains  paramètres. 
Ainsi,  au  lieu  de  poser,  par  exemple, 

*  y  =z  A  r,  ou  y  =  A  sin  m  x, 

pour  représenter  la  fonction  y  =  fx,  on  posera 

y  =  A0  +  At  x-+-  Aj  x*  +  A,  x*  +  etc, 
ou  bien 

y  =  Af  sin  x  +  Ai  sin  &z  +  A,  sin  3x  -f-  etc.  ; 

et  ces  suites  de  termes,  que  Ton  appelle  séries,  pourront 
être  considérées  comme  équivalentes  à  la  fonction  proposée 
fx,  si,  en  prenant  un  nombre  suffisant  de  termes  de  la  série, 
à  compter  du  premier,  on  obtient  des  valeurs  qui  diffèrent 
d'aussi  peu  qu'on  veut  de  la  valeur  f  x.  Pour  cela  il  faut 
concevoir  nécessairement  la  série  prolongée  à  l'infini;  car  si 
l'on  obtenait  la  valeur  exacte  de  fx  au  moyen  d'un  nombre 
fini  de  termes,  on  n'aurait  fait  que  développer  l'expression 
analytique  de  fx;  on  ne  l'aurait  pas  transformée  en  série, 
dans  le  sens  qui  s'attache  à  cette  locution.  Ainsi,  les  équa- 
tions identiques 

(x  +  A)8=A*  +3/**  x  +  3Ax*  +x*, 

5  Ô  3 

(sin  x)*  =  -  sin  x  —  --  sin  3x  +  —  sin  bx, 
8  16  16 

n'indiquent  pas  des  transformations  en  séries,  mais  de  sim- 
ples développements. 

23.  Les  séries  les  plus  simples  sont  celles  qui  procèdent 
suivant  les  puissances  entières  et  ascendantes  de  la  variable. 
Mercator  et  Newton  ont  été  conduits  à  des  séries  de  cette 
forme  ;  le  premier  en  appliquant  la  règle  de  la  division  à  la 

i  fonction  fractionnaire 

a+bx' 


36  LIVRE   I. — CHAPITRE   II. 

et  en  ordonnant  les  termes  successifs  du  quotient  suivant  les 
puissances  de  x  ;  le  second  en  appliquant  la  règle  de  l'extrac- 
tion des  racines  à  la  fonction  irrationnelle 


l/a  +  ia?, 

et  en  ordonnant  de  même  les  termes  obtenus  successivement 
à  la  racine.  Bientôt  Newton  et  Leibnitz  trouvèrent  des  déve- 
loppements de  même  nature  pour  les  fonctions  transcen- 
dantes alors  connues  ;  et  depuis  cette  époque  la  transforma- 
tion des  fonctions  en  séries  a  été  l'un  des  points  capitaux  de 
l'analyse . 

Cette  transformation  s'opère  dans  deux  buts  qui  corres- 
pondent aux  deux  faces  sous  lesquelles  on  peut  envisager 
tout  le  système  des  sciences  mathématiques.  Tantôt  on  n'a 
en  vue  que  de  démontrer  certaines  lois,  certaines  relations 
indépendantes  des  valeurs  numériques  des  quantités,  et 
pour  cela  on  met  les  fonctions  sous  formes  de  séries  appro- 
priées à  la  démonstration  qu'il  s'agit  de  donner  :  alors  peu 
importe  le  nombre  de  termes  qu'il  faut  prendre  dans  la  série 
pour  obtenir  une  valeur  suffisamment  approchée  de  la  fonc- 
tion que  la  série  remplace  ;  il  suffit  qu'on  puisse  concevoir, 
dans  tous  les  cas,  la  série  assez  prolongée  pour  que  la  somme 
des  termes  négligés  tombe  au-dessous  de  toute  grandeur 
donnée. 

Dans  d'autres  cas,  au  contraire,  on  veut  effectivement  cal- 
culer des  valeurs  numériques  au  moyen  des  séries,  et  alors 
il  est  nécessaire  que  l'on  puisse  obtenir  une  approximation 
suffisante  sans  avoir  besoin  de  calculer  un  trop  grand  nombre 
de  termes  de  la  série,  ce  qui  conduirait  à  un  travail  pénible 
et  quelquefois  impraticable. 

24.  On  appelle  séries  convergentes  celles  qui  satisfont  à 
la  condition  que  la  somme  de  leurs  termes  converge  de  plus 
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en  plus  vers  une  valeur  limite,  à  mesure  que  l'on  prend  un 
plus  grand  nombre  de  termes  :  cette  limite  se  nomme  aussi 
la  somme  de  la  série*  Pour  que  la  transformation  d'une 
fonction  en  série  soit  légitime,  il  faut  que  la  série  soit  con- 
vergente, et  qu'elle  ait  pour  somme  précisément  la  fonction 
transformée.  Réciproquement,pour  qu'une  série  d'un  nombre 
infini  de  termes  dont  la  loi  est  donnée,  et  dans  lesquels  entre 
la  variable  x,  soit  censée  déterminer  une  fonction  de  x,  il 
faut  évidemment  que  cette  série  converge  vers  une  valeur 
limite,  ou  qu'elle  ait  une  somme  :  soit  que  cette  somme 
puisse  s'exprimer  en  fonction  de  x,  à  l'aide  des  signes  algé- 
briques ou  transcendants  usités  (auquel  cas  on  dit  que  la  série 
a  été  exprimée  sous  forme  finie),  soit  que,  dans  le  cas  con- 
traire, on  ne  puisse  en  calculer  numériquement  la  valeur, 
pour  chaque  valeur  numérique  de  #,  que  d'une  manière 
approchée,  à  l'aide  de  la  série  même  ;  et,  dans  ce  cas,  la  fonc- 
tion exprimée  en  série  constitue  une  transcendante  nouvelle, 
non  réductible  aux  transcendantes  connues. 

Une  série  peut  n'être  pas  convergente  dès  ses  premiers 
termes  :  il  suffit  qu'elle  finisse  par  converger  (quelque  éloigné 
que  soit  dans  la  série  le  terme  où  la  convergence  commence) 
pour  qu'on  doive  la  considérer  comme  représentant  une 
fonction  déterminée  qui  en  est  la  somme,  et  pour  qu'on 
puisse  substituer  la  série  à  la  fonction  dont  elle  dérive,  ou, 
réciproquement,  la  fonction  sommatoire  à  la  série,  dans 
toutes  les  combinaisons  du  calcul  qui  n'ont  point  pour  objet 
la  détermination  numérique  des  valeurs.  Mais  s'il  s'agit  de 
calculs  numériques,  on  n'emploie  guère  que  des  séries  qui 
convergent  avec  rapidité  dès  leurs  premiers  termes,  du  moins 
pour  les  valeurs  numériques  que  l'on  veut  assigner  aux 
quantités  variables  qui  entrent  dans  les  séries.  Une  con- 
vergence qui  ne  commencerait  qu'après  un  grand  nombre 
de  termes,  ou  qui  ne  procéderait  qu'avec  une  grande 
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lenteur,  serait,  pour  un  tel  but,  évidemment  illusoire. 

A  proprement  parler,  on  ne  devrait  appeler  divergentes 

que  les  séries  pour  lesquelles  les  sommes  que  Ton  obtient, 

en  prenant  successivement  un  nombre  de  termes  de  plus  en 

plus  grand,  vont  en  divergeant,  en  ce  sens  que  la  différence 

d'une  somme  à  la  suivante,  au  lieu  de  tendre  de  plus  en  plus 

vers  zéro,  prend  une  valeur  numérique  de  plus  en  plus  grande. 

Telle  est  la  série 

h  +  x  +  Xe  +  a*  +  etc., 

pour  les  valeurs  de  x  numériquement  plus  grandes  que 
l'unité.  Mais  on  est  dans  l'usage  d'appeler  divergente,  pour 
plus  de  simplicité,  toute  série  qui  n'est  pas  convergente  et 
qui  n'a  pas  de  somme.  Ainsi,  on  dira  encore  que  la  série 
ci-dessus  est  divergente  quand  on  assigne  à  x  la  valeur  — i , 
auquel  cas  les  sommes  consécutives  prennent  alternativement 
les  valeurs  1  et  0. 

25.  Une  fonction  fx  étant  développée  en  série,  appelons 
(fjt  la  valeur  numérique  de  la  différence  ou  du  reste  qu'on 
obtient,  quand  on  retranche  de  fx  la  somme  des  n  premiers 
termes  de  la  série.  Si  la  série  est  convergente  et  qu'elle  ait 
pour  somme  fx,  <fux  convergera  indéfiniment  vers  zéro  pour 
des  valeurs  croissantes  de  l'indice  n,  et  cette  quantité  pourra 
être  rendue  aussi  petite  que  l'on  voudra,  moyennant  qu'on 
prendra  pour  n  un  nombre  suffisamment  grand.  Au  con- 
traire, si  la  série  est  divergente,  %x  ira  en  croissant  avec  n, 
ou  du  moins  ne  décroîtra  pas  indéfiniment  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n.  Mais  il  peut  arriver  encore,  et  il  arrive  fré- 
quemment que  yjx  aille  d'abord  en  décroissant,  au  point  de 
ne  conserver  qu'une  valeur  très  petite  et  négligeable  pour 
une  valeur  convenable  de  l'indice  n  ;  puis,  que  pour  des 
valeurs  plus  grandes  de  l'indice  yux  commence  à  croître,  et 
continue  ensuite  à  prendre  des  valeurs  de  plus  en  plus 
grandes.  C'est  le  cas  oîi  la  série,  après  avoir  offert  d'abord  les 
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caractères  d'une  série  convergente,  finit  par  devenir  diver- 
gente ;  et  quelques  auteurs  qualifient  de  semi-convergentes  les 
séries  qui  tombent  dans  cette  catégorie.  Il  est  clair  que  la  sub  - 
stitution  d'une  telle  série  à  la  fonction  dçmt  elle  dérive  sera 
permise,  comme  moyen  d'approximation,  toutes  les  fois  que 
l'on  pourra  prouver  que  le  reste  <fux  devient  négligeable 
pour  des  valeurs  convenablement  choisies  de  x9  et  que  l'er- 
reur commise,  en  négligeant  ce  reste,  n'entraîne,  dans  les 
résultats  des  calculs  subséquents,  que  des  erreurs  pareille- 
ment négligeables  à  cause  de  leur  petitesse. 

Dans  les  diverses  branches  des  mathématiques  appliquées, 
il  s'en  faut  bien  que  l'on  procède  toujours  avec  cette  rigueur 
qui  restreindrait  singulièrement  les  ressources  tirées  de  l'em- 
ploi des  séries.  Lors  même  que  l'on  n'opère  que  sur  des 
séries  dont  la  convergence  est  démontrée,  il  n'est  pas  tou- 
jours possible  d'assigner  dés  limites  à  l'erreur  que  l'on  com- 
met en  arrêtant  la  série  à  un  terme  de  rang  quelconque.  Ce 
sont  là  des  imperfections  dans  la  solution  des  problèmes,  que 
les  efforts  réitérés  des  géomètres  ont  pour  but,  et  quelque- 
fois pour  résultat  de  faire  disparaître,  autant  que  la  complu 
cation  de  ces  problèmes  le  comporte. 

26.  Une  série  dont  tous  les  termes  ont  le  même  signe, 
reste  convergente  ou  divergente  dans  quelque  ordre  que  ses 
termes  se  succèdent  ;  et  si  elle  est  convergente,  la  somme  ou 
la  valeur  limite  vers  laquelle  la  somme  de  ces  termes  con- 
verge, reste  aussi  toujours  la  même.  Au  contraire,  une  série 
dont  les  termes  successifs  se  détruisent  en  partie  par  l'oppo- 
sition de  leurs  signes,  peut  être  convergente  ou  divergente, 
selon  Tordre  de  succession  des  termes  ;  et  quand  elle  reste 
convergente,  la  somme  peut  varier  avec  Tordre  des  termes. 

Lorsqu'une  série 

y  =  y0  +  .?/i  +  //*  +  elc-> 
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est  entremêlée  de  termes  positifs  et  négatifs,  et  qu'en  les 
prenant  tous  de  même  signe  on  forme  une  nouvelle  série 
convergente,  il  faut  que  la  série  y  soit  elle-même  conver- 
gente. En  effet,  désignons  par  <p/  la  somme  des  termes  posi- 
tifs contenus  dans  la  série  y,  à  partir  de  y.,  et  par  <j/  la 
somme  arithmétique  des  termes  négatifs,  de  sorte  qu'on  ait 

?.  =  y«  +  y+i  +etc.  =?.'—  ?.\ 

Dans  la  série  formé(e  des  mêmes  termes,  mais  tous  pris  avec 
le  même  signe,  par  exemple  avec  le  signe  positif,  on  aurait 

?*  =  ?.'  +  ?."; 

et  puisque  cette  dernière  série  est  convergente,  il  faut  que 
la  somme  9/  -f-  ?■"  tombe  au  dessous  de  toute  grandeur  don- 
née, pour  une  valeur  convenable  de  l'indice  n  :  donc,  à 
fortiori,  la  différence  <p/  —  %  tombe  au-dessous  de  toute 
grandeur  donnée,  ce  qui  établit  la  convergence  de  la  série  y. 
Une  série  est  convergente  lorsque  ses  termes,  à  partir 
d'un  certain  rang,  ont  des  signes  alternatifs,  et  que  leur 
valeur  numérique  va  en  convergeant  indéfiniment  vers  zéro. 
Soit  en  effet 

?.  =  y-  —  y.+i  +  y.+t  —  y.+«  +  y-+*  — etc- : 
on  pourra  écrire 

?b  =  y.  -  (y  +i  —  y-+0  —  (y-+»  —  y-+0  —  etc* 

de  manière  que  tous  les  binômes  compris  entre  paren- 
thèses soient  positifs.  On  aura  donc  yn  <  ym  ;  et  puisque  yu 
peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  veut,  il  en  sera  de  même 
de?.. 

Si  tous  les  termes  de  la  série  t/,  à  partir  d'un  certain  rang, 
sont  de  même  signe,  cette  série  sera  convergente  ou  diver- 
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gente,  selon  que  le  rapport  -^  convergera  vers  une  limite 

y» 

<  ou  >  que  1 ,  pour  des  valeurs  croissantes  de  n. 

En  effet,  désignons  par  a  un  nombre  compris  entre  l'unité 
et  la  limite  du  rapport  dont  il  s'agit:  on  aura  pour  «  <  1 , 
et  pour  une  valeur  convenable  de  l'indice  n, 

y-M  <  *  y.,  y.+t  <  «  y*+u  y-+»  <  *  y»+»  > 

et,  à  fortiori,    . 

y  -+t  <  «Ë  y-,  y-+»  <  «8  y. 

Donc 

*<*(<+«  +  «■  +  «•  + ), 

ou 

^   y»  _ . 

donc  ç.  converge  iudéfiniment  vers  zéro,  en  même  temps 
que  yu. 
Dans  le  cas  de  a  >  1 ,  on  aurait 

*  >y-  0  +  «  +  *f  +  *a  +  ); 

et  puisque  le  second  membre  de  l'inégalité  peut  évidemment 
surpasser  toute  grandeur  donnée,  il  en  est  môme  de  ?.. 

On  démontrerait  de  la  même  manière  que  la  série  t/,  dont 
tous  les  termes  à  partir  d'un  certain  rang,  sont  supposés  de 
même  signe ,  est  convergente  ou  divergente,  selon  que  la 
racine 

i>y. 
converge  vers  une  limite  <  ou  >  que  1 ,  pour  des  valeurs 
croissantes  de  n,  ym  désignant  la  valeur  arithmétique  du 
terme  de  rang  n  ('). 


(•)  Voyez,  pour  plus  de  développement,  le  Cour$  ^analyse  algébrique 
4e  M.  Gaochy,  4"  partie,  cbap.  vi. 
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27.  La  théorie  des  séries  forme  une  branche  de  l'arith- 
métique universelle  ou  de  l'algèbre  non  moins  importante 
que  la  théorie  des  équations,  et  qu'il  faut  étudier  dans  les 
mémoires  ou  traités  spéciaux.  Nous  ne  l'invisageons  ici  que 
dans  ses  points  de  contact  avec  la  théorie  des  fonctions,  et 
nous  terminerons  par  les  observations  suivantes. 

De  même  que,  dans  le  cours  d'un  calcul  algébrique,  on 
opère  souvent  sur  des  quantités  imaginaires  pour  arriver 
plus  brièvement  à  des  relations  entre  des  quantités  réelles, 
après  que  les  signes  d'imaginarité  se  sont  détruits  les  uns  les 
autres,  de  même  les  analystes  n'ont  fait  pendant  longtemps 
aucune  difficulté  d'opérer  sur  des  séries  divergentes,  de 
manière  à  arriver  finalement  à  des  séries  convergentes  ou  à 
des  relations  entre  des  quantités  exprimées  sous  forme  finie. 
Mais  on  a  été  amené  ensuite  à  reconnaître  que  ce  mode  de 
procéder,  fondé  seulement  sur  l'analogie  et  sur  un  senti- 
ment vague  de  la  généralité  de  l'algèbre,  peut  induire  en 
erreur,  et  on  ne  le  regarde  plus  comme  rigoureux.* 

Soit  néanmoins  F  (#,  a)  une  fonction  de  la  variable  x  et 
d'un  paramètre  arbitraire  a,  qui  se  trouve  exprimée  au 
moyen  d'une  série  dont  le  terme  général  est  Wu  (#,  a),  et 
que  nous  désignerons  par  2.  x¥n  (#,  a),  le  signe  2  indi- 
quant une  somme  de  termes  en  nombre  infini.  Supposons 
que  cette  série  ne  cesse  d'être  convergente  que  pour  certai- 
nes valeur  particulières  du  paramètre  «,  par  exemple  pour 
«  =  o  :  en  posant  a  =  o  dans  l'équation 

F  (X,  a)   =  2   .   ¥„  (ar,   a), 

on  lui  donnera  la  forme 

f  (x)  =  i  .  t.  (X), 

équation  inexacte,  ou  plutôt  qui  n'oflre  aucun  sens  précis, 
puisque,  par  hypothèse,  2.  <]/.  [x)  est  une  série  divergente. 
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11  peut  se  faire  toutefois  si  Ton  remplace,  dans  le  cours  de 
certaines  opérations  de  calcul,  la  fonction  F  (#,  a)  par  son 
développement  en  série  2.  Wu  (x,  a),  on  arrive  à  des  résul- 
tats indépendants  de  la  valeur  du  paramètre  a,  et  à  des  sé- 
ries convergentes  d'où  a  a  disparu.  Il  est  clair  que  l'emploi 
immédiat  et  transitoire  de  la  série  divergente  2.  <k  (x)  à 
la  place  de  f(x),  dans  le  cours  des  mêmes  opérations,  con- 
duira à  des  résultats  exacts. 


CHAPITRE  ffl. 

THÉORIE  DES  FONCTIONS  DÉRIVÉES  ET  DES  SOLUTIONS  DE  CON- 
TINUITÉ DES  DIVERS  ORDRES.  —  NOTIONS  SUR  LA  THÉORIE 
DES  FLUXIONS. 

28.  Étant  données  deux  fonctions 
y  =  fx,Y  =  F*, 
on  peut  considérer  une  troisième  fonction  t*  qui  dépende 
d'une  manière  quelconque  des  fonctions  t/,  Y  [10],  de  ma- 
nière qu'on  ait 

"  ==  ?  (y>  Y)  =  f  (fx,  Fx). 
Examinons  en  particulier  le  cas  où  l'on  poserait 

ou  bien 

-ÙL 
U  ""Fx' 

Pour  fa;re  tout  de  suite  l'hypothèse  la  plus  générale,  on 
peut  admettre  que  les  fonctions  f,  F,  mathématiques  ou  em- 
piriques, représentent  les  ordonnées  de  deux  courbes  actuel- 
lement tracées,  et  par  le  moyen  desquelles  il  faut  tracer  la 
courbe  qui  a  pour  ordonnée  u.  Sur  la  fig.  10,  MN,  PQ,  RS 
sont  censées  être  les  courbes  qui  ont  respectivement  pour  or- 
données y,  Y  et  u. 

L'opération  ne  saurait  offrir  de  difficultés  tant  que  les  or- 
données i/,  Y,  correspondantes  à  la  même  abscisse  x,  ont 
valeurs  finies,  positives  ou  négatives,  différentes  de  zéro.  Si 
l'ordonnée  y  devenait  nulle,  tandis  que  Y  conserverait  une 
valeur  finie,  l'ordonnée  u  serait  nulle  aussi.  Ainsi,  sur  la 
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figure,  les  courbes  MN,  RS  coupent  Taxe  des  abscisses  en 
un  même  point  À. 

Si  l'ordonnée  Y  s'évanouissait ,  sans  que  y  devînt  nulle, 
la  fonction  u  éprouverait  une  solution  de  continuité  en  pas- 
sant par  l'infini.  Menons  par  le  point  B  où  la  courbe  PQ  coupe 
Taxe  des  abscisses,  une  droite  GK  parallèle  aux  ordonnées  : 
cette  droite  sera  une  asymptote  commune  aux  deux  branches 
RS,  R'R'  de  la  courbe  qui  a  pour  ordonnée  u. 

Supposons  maintenant  qu'il  arrive  que  les  deux  fonctions 
fx9  ¥  x  s'évanouissent  à  la  fois,  ou  que  les  deux  courbes 
MN,  PQ  (/ïg.  H),  coupent  en  un  même  point  A  l'axe  des 
abscisses  :  l'expression  de  u  se  présentera  sous  la  forme  £ , 
qui  est  en  algèbre  le  symbole  de  l'indétermination,  et  l'on 
ne  pourra  pas  calculer  directemant  l'ordonnée  AK  de  la 
courbe  RS,  correspondante  à  l'abscisse  OA.  Cependant  la 
courbe  RS  rencontre  nécessairement  la  droite  AKL,  menée 
par  le  point  A  parallèlement  aux  'ordonnées,  à  moins  que, 
par  un  cas  singulier  que  nous  pouvons  d'abord  écarter,  elle 
n'ait  cette  même  droite  pour  asymptote.  L'ordonnée  AK  a 
donc  une  valeur  déterminée;  et  si  l'on  prend  sur  l'axe  des 
abscisses  des  points  a',  a",  de  plus  en  plus  voisins  de  A,  on 
pourra  déterminer  sur  la  courbe  RS  des  points  k\  k\  de  plus 
en  plus  rapprochés  de  K,  et  des  ordonnées  a'  k'y  or  k\  de 
moins  en  moins  différentes  de  AK.  Ainsi  on  conçoit ,  non- 
seulement  qu'il  existe  une  valeur  déterminée  de  AK,  mais 
qu'on  peut  l'évaluer  avec  une  approximation  indéfinie. 

En  pratique,  cette  approximation  serait  limitée  par  l'im- 
perfection inhérente  aux  procédés  graphiques,  si  les  fonc- 
tions f,  F  n'étaient  données  que  par  le  tracé  des  courbes 
MN,  PQ,  et  à  plus  forte  raison  si  elles  n'étaient  données  que 
par  des  tables  où  il  n'entre  qu'un  nombre  limité  de  valeurs 
de  la  variable  indépendante  et  de  ses  fonctions  ;  mais  lors- 
qu'il s'agit  de  fondions  mathématiques ,  on  comprend  la 
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possibilité  de  déterminer  à  priori  la  limite  vers  laquelle 

fx 
converge  le  rapport  —  >  lorsque  les  deux  termes  du  rap- 
port convergent  indéfiniment  vers  zéro.  Nous  donnerons, 
par  la  suite,  des  méthodes  générales  pour  déterminer  cette 
limite,  dont  il  suffit,  quant  à  présent,  de  concevoir  l'exis- 
tence, non-seulement  pour  des  fonctions  mathématiques, 
mais  pour  des  fonctions  continues  quelconques. 

Cette  limite  pourrait  avoir  pour  valeur  zéro,  aussi  bien 
que  toute  autre  valeur  numérique,  positive  ou  négative  ;  en 
d'autres  termes,  il  n'est  pas  impossible  que  la  courbe  RS 
coupe  précisément  Taxe  des  abscisses  au  point  A,  qui  est  le 
point  commun  d'intersection  de  cet  axe  et  des  deux  courbes 
MN,  PQ.  Nous  avons  déjà  remarqué  que  ,  par  un  cas  égale- 
ment exceptionnel,  la  droite  AKL  pourrait  être  une  asymp- 
tote de  la  courbe  RS,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  limite  en 
question  aurait  pour  valeur  l'infini  positif  ou  négatif.  Il  n'en 
doit  résulter  aucune  restriction  dans  nos  énoncés,  car  on  est 
habitué,  en  mathémathiques,  à  regarder  zéro  et  l'infini 
comme  des  valeurs  particulières  qui  peuvent,  aussi  bien  que 
tout  autre,  être  attribuées  à  des  quantités  variables,  et  par 
conséquent  aux  limites  vers  lesquelles  ces  quantités  conver- 
gent. 

29.  Maintenant,  envisageons  plus  spécialement  le  cas  où 
l'on  ferait 

fx 

Y   =  F  x  =  x,  u  ='--; 

7  x 

et  supposons  que  la  courbe  i/=  fx  passe  par  l'origine  des 
coordonnées,  de  manière  qu'on  ait  à  la  fois  x  =  o9fx  =  o. 
Soit  NN  cette  courbe  (fig.  12  ),  et  menons  par  le  point  0  la 
tangente  OT  :  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  la 
droite  OT  forme  avec  le  demi-axe  OX  sera  précisément 
la  limite  dont  nous  venons  de  reconnaître  l'existence,  et 
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fx 
vers  laquelle  converge  le  rapport  —,  quand  x  et  fx  pren- 

nent  des  valeurs  numériques  de  plus  en  plus  petites.  En 
effet,  la  tangente  à  une  courbe  quelconque  est  la  droite  dont 
la  courbe  s'écarte,  dans  le  voisinage  immédiat  du  point  de 
contact,  moins  que  de  toute  autre  droite  menée  par  le  même 
point  :  ce  qui  équivaut  à  dire  que  la  tangente  est  la  droite 
dont  s'approche  indéfiniment,  dans  son  mouvement  de  rota-" 
tion,  une  sécante  menée  par  le  point  de  contact,  quand  le 
second  point  d'intersection  de  la  sécante  et  de  la  courbe  se 
rapproche  indéfiniment  du  premier;  puisque,  si  rapproché 
que  le  point  m  soit  de  0,  on  pourra  assigner  un  point  p. 
compris  entre  m  et  0,  et  dont  la  distance  à  la  sécante  Om 
sera  plus  grande  que  sa  distance  aux  sécantes  qui  passent 
par  le  point  0  et  par  des  points  de  la  courbe  compris  entre 
m  et  p.  Donc,  la  propriété  énoncée  dans  la  première  défini- 
tion ne  peut  appartenir  à  aucune  des  sécantes  et  appartient 
à  la  droite  dont  les  sécantes  se  rapprochent  indéfiniment, 
par  le  rapprochement  indéfini  des  points  m  et  0. 
Or,  dans  un  système  de  coordonnées  rectangulaires , 

y fz__mp 

x~  x         Op  9 

est  la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  que  fait  avec 
l'axe  des  abscisses  la  sécante  Om,  menée  par  le  point  dont 

fx 
V abscisse  Ojp  =#  :  donc  la  limite  du  rapport  —  est  la  tan- 
gente trigonométrique  de  l'angle  TOX,  formé  par  la  tangente 
et  par  l'axe. 

Imaginons  à  présent  que  la  courbe  MN  {fig..  13),  dont 
l'équation  est  toujours  y  =  /#,  se  trouve  située  d'une  ma- 
nière quelconque  dans  le  plan  des  coordonnées  :  soient  m, 
m, ,  deux  points  de  cette  courbe  qui  ont  respectivement  pour 
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abscisses  Op=zx,  Opt  =xt  •  la  limite  vers  laquelle  conver- 
gera le  rapport  fx,  —  fx 

xt  —  x  9 
quand  les  deux  termes  du  rapport  convergeront  simultané- 
ment vers  zéro,  sera,  d'après  ce  qui  précède,  la  valeur  de  la 
tangente  trigonométrique  de  l'angle  m  T  X,  que  la  droite 
m  T,'  tangente  à  la  courbe  en  m,  forme  avec  Taxe  des  abs- 
cisses, du  côté  des  x  positifs.  Cette  limite  variera,  en  géné- 
ral, d'un  point  à  l'autre  de  la  courbe  MN  :  ce  sera  une  fonction 
de  x  qui  dérive  de  la  fonction  fx,  en  ce  sens  que  celle-ci  déter- 
mine implicitement  l'autre,  de  même  que  le  tracé  d'une 
courbe  détermine  la  direction  de  la  tangente  en  chaque 
point.  Comme  ce  mode  de  dérivation  a  sans  comparaison 
plus  d'importance  que  tout  autre,  Lagrange  a  proposé  d' ap- 
peler simplement  la  fonction  dont  il  s'agit,  la  dérivée  de  fx3 
et  de  la  désigner  par  Tune  des  notations 

qui  rappellent  la  liaison  de  y1  avec  y  ou  de  f  avec  f. 

Concevons  qu'on  ait  tracé  la  courbe  M'N'  (fig.  14)  dont 
l'équation  est  y'  =  fx  :  la  tangente  trigonométrique  de 
l'angle  que  la  tangente  menée  par  un  point  de  cette  courbe 
forme  avec  l'axe  des  #,  sera  une  autre  fonction  de  x,  qui 
dérive  de  f\  de  la  même  manière  que  f  dérive  de  f  On 
l'appelle,  en  conséquence,  la  dérivée  du  second  ordre  ou  la 
seconde  dérivée  de  fx  ;  et,  suivant  l'analogie,  on  la  désigne 
par  l'un  des  symboles 

On  formerait  de  même  des  dérivées  du  troisième,  du  qua- 
trième,.... du  ne  ordre,  dont  les  relations  avec  la  fonction 
primitive  y  =  fx,  et  avec  toutes  les  dérivées  intermédiaires, 
seraient  très  simplement  exprimées  au  moyen  des  notations 

y'%y\ y(">; 

f"  x>  t  z, fu)  *• 
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30.  Quand  la  fonction  dérivée  f'x  est  positive,  ou  quand 
la  tangente  à  la  courbe  y  =  fx  forme  un  angle  aigu  avec 
Taxe  des  abscisses  x,  du  côté  des  x  positifs,  la  fonction  pri- 
mitive y  est  évidemment  croissante  avec  x  :  au  contraire,  la 
fonction  y  est  décroissante  pour  des  valeurs  croissantes 
de  x,  quand  les  valeurs  de  x  rendent  f'x  négative.  Nous 
pouvons  donner  une  forme  plus  simple  au  même  énoncé, 
en  disant  que  les  variations  de  y  sont  de  même  signe  que  les 
variations  de  x  ou  de  signe  contraire,  selon  que  la  dérivée 
est  positive  ou  négative;  et  alors  nous  considérerons  l'ac- 
croissement comme  une  variation  positive,  le  décroissement 
comme  une  variation  négative.  Plus  ordinairement,  les  ana- 
lystes emploient  les  mots  d'accroissement  ou  d'incrément 
comme  synonymes  exacts  de  celui  de  variation  ;  et  alors  il 
est  sous-entendu  que  les  accroissements  ou  incréments 
peuvent  avoir  des  valeurs  positives  ou  négatives. 

Lorsque  f'x  s'évanouit,  en  passant  du  positif  au  négatif, 
fx  passe  par  une  valeur  maximum  [6]  ;  et  au  contraire,  la 
fonction  primitive  passe  par  un  minimum,  quand  la  fonction 
dérivée  devient  nulle  en  passant  du  négatif  au  positif.  On 
voit  déjà,  d'après  cet  énoncé,  comment  la  détermination 
des  valeurs  de  la  variable  indépendante  qui  font  passer  une 
fonction  par  un  maximum  ou  par  un  minimum,  se  ramène 
à  la  détermination  des  valeurs  qui  font  évanouir  sa  fonction 
dérivée:  question  importante,  à  laquelle  on  donnera  plus 
tard  les  développements  convenables.  La  fonction  dérivée 
pourrait  changer  de  signe  en  passant,  non  plus  par  zéro, 
mais  par  l'infini  ;  et  alors  on  aurait  ces  maxima  ou  minima 
singuliers,  dont  il  a  aussi  été  question  dans  le  numéro  cité. 

Non-seulement  le  signe  de  la  dérivée  f'x  fait  connaître  si 
la  fonction  fx  éprouve  un  accroissement  ou  un  décroisse- 
ment pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  mais  encore  la  va- 
leur absolue  de  f'x  mesure  de  rapidité  de  l'accroissement 
t  i.  4 
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ou  du  décroissement  de  fx.  Bien  que  le  terme  de  rapidité  ne 
s'applique,  dans  le  sens  propre,  qu'au  phénomène  du  mou- 
vement ,  chacun  comprend  l'acception  extensive  que  nous 
lui  donnons  ici  ;  et  si  Ton  disait,  par  exemple,  que  la  tem- 
pérature de  l'atmosphère  varie  plus  rapidement  près  de  la 
surface  de  la  terre  que  dans  les  hautes  régions,  le  sens  de 
cette  phrase  serait  clair  pour  tout  le  monde,  quoique  ni  l'idée 
de  mouvement,  ni  celle  de  temps  n'entrent  dans  la  notion 
qu'il  s'agit  d'exprimer.  Au  reste,  il  est  facile  de  définir  ma- 
thématiquement l'idée  que  Ton  se  fait  de  la  rapidité  avec 
laquelle  une  fonction  varie.  D'abord,  si  f'x  était  une  quan- 
tité constante,  ce  qui  suppose  manifestement  que  fx  est  une 
fonction  linéaire  de  la  forme  ax-\-  b,fx  varierait  uniformé- 
ment avec  #,  en  ce  sens  qu'à  des  variations  égales  de  x  cor- 
respondraient des  variations  égales  de  /#,  de  même  signe 
que  celles  de  x  ou  de  signe  contraire,  selon  que  a  aurait  le 
signe  positif  ou  négatif.  Dans  ce  cas,  la  dérivée  f'x  n'étant 
autre  chose  que  la  constante  a,  ou  que  la  tangente  trigono- 
métrique  de  l'angle  que  la  droite  y  =  ax  +  b  forme  avec 
les  x  positifs,  et  les  variations  de  fx  qui  correspondent  à 
des  variations  égales  de  x  se  trouvant  proportionnelles  au 
nombre  a,  ce  nombre  mesure  évidemment  la  rapidité  avec 
laquelle  fx  varie,  toujours  par  comparaison  avec  la  variable 
x  qui  est  censée  varier  d'une  manière  uniforme.  Lorsque 
y  =  fx  cesse  de  désigner  une  fonction  linéaire  ou  l'ordonnée 
d'une  ligne  droite,  à  des  variations  égales  de  x  cessent  de 
correspondre  des  variations  égales  de  y.  Cela  posé,  conce- 
vons que  l'on  prenne  sur  la  courbe  MN  (fig.  15)  dont  l'équa- 
tion est  y  =  fx,  des  points  m9mi9mtymi9....  très-voisins  les 
uns  des  autres,  et  que  Ton  substitue  pour  un  moment  à  la 
courbe  MN  le  polygone  mmjnjn^...  :  l'ordonnée  variera 
avec  des  rapidités  inégales  d'un  côté  à  l'autre  de  ce  poly- 
gone ;  et  en  un  point  tel  que  rw,  on  devra,  d'après  ce  qui 
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précède,  prendre  pour  mesure  de  la  rapidité  de  la  variation, 
la  tangente  trigonométrique  de  l'angle  mjnx  que  la  sé- 
cante mmt  fait  avec  Taxe  des  abscisses  ou  avec  une  paral- 
lèle à  cet  axe,  du  côté  des  abscisses  positives.  Or,  la  courbe 
MN  est  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  la  ligne  poly- 
gonale, quand  les  points  — m,m0m^mv....  sont  pris  de 
plus  en  plus  voisins  :  donc  la  dérivée  f'  x  ou  tang  Tmx,  qui 
est  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  tang  mxmx,  me- 
sure la  rapidité  de  la  variation  de  l'ordonnée  fx  correspon- 
dant à  l'abscisse  #,  toujours,  bien  entendu,  par  comparaison 
avec  x,  qui  est  censé  varier  partout  uniformément. 

Prenons,  pour  plus  de  simplicité,  l'origine  arbitraire  de  la 
grandeur  y,  de  manière  que  y  reste  positif  dans  toute  la 
portion  de  la  courbe  y  =  fx  que  l'on  veut  considérer.  Cette 
courbe  MN  peut  tourner  sa  convexité  (fig.  16)  ou  sa  conca- 
vité {fig.  17)  vers  l'axe  des  abscisses.  Il  y  a  inversion  dans 
le  sens  de  la  courbure  ou  inflexion  dans  la  courbe  {fig.  18), 
lorsque  l'on  passe  de  la  convexité  à  la  concavité,  ou  inver- 
sement. Or,  une  telle  inversion  suppose  que  la  fonction  f'  x, 
d'abord  croissante,  devient  décroissante,  ou  que,  d'abord 
décroissante,  elle  devient  croissante  ;  ce  qui  fait  changer  de 
signe  à  la  fonction  f"x9  et  implique  en  général  le  passage  de 
la  première  dérivée  par  une  valeur  maximum  ou  minimum. 
Ainsi,  sur  la  figure„l'angle  que  la  tangente  raT  forme  avec 
l'axe  des  abscisses,  du  côté  des  x  positifs,  après  avoir  été 
en  croissant  de  M  en  m,  point  où  la  courbe  MN  subit  une  in- 
flexion, va  en  décroissant  de  m  en  N. 

31.  Lorsque  Ton  donne  la  fonction  dérivée  fx,  on  ne 
détermine  pas  complètement  par  cela  seul  la  fonction  primi- 
tive fx,  de  la  même  manière  qu'on  détermine  la  première 
dérivée,  et  par  suite  les  dérivées  de  tous  les  ordres,  en  don- 
nant la  fonction  primitive.  Effectivement,  si  l'on  conçoit  que 
la  courbe  MN  {fig.  19),  dont  l'équation  est  y  =  fx,  soit  suc- 
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cessivement  transportée  en  M,  N,,  Mt  Nt,  etc.,  de  façon  que 
toute  les  ordonnées  de  la  première  courbe  se  trouvent  aug- 
mentées d'une  longueur  constante,  les  tangentes  m  T,  m1  Tt, 
m,  T,,  etc.,  seront  parallèles;  et,  par  conséquent,  la 
dérivée  y'  =  f  x  sera  commune  à  toutes  les  courbes  qui 
ont  pour  équation  y  =  fx  +  C,  C  désignant  une  constante 
quelconque,  que  Ton  appelle  pour  cette  raison  constante  ar- 
bitraire. Soit  donc  y  une  fonction  inconnue  de  x>  qui  doit 
avoir  pour  première  dérivée  une  fonction  connue  y'  =  fx, 
et,  soit  fx  une  fonction  qui  a  pour  dérivée  fx  :  on  posera 

y  =  fx  +  C, 

et  il  faudra  déterminer  la  constante  arbitraire  C  par  une 
autre  condition  ;  au  moyen,  par  exemple,  de  la  condition 
que  la  courbe  MN  passe  par  un  point  donné  (#0,  t/0),  ou  que 
la  fonction  prenne  une  valeur  y0  pour  ime  valeur  donnée 
de  x  désignée  par  x0.  Il  résulte  en  effet  de  cette  condition 

y,  =  fx.  -+-  C, 
et  par  suite 

y  —  y.  =  fx  —  fxm, 
équation  d'où  la  constante  arbitraire  C  se  trouve  éliminée, 
et  où  il  n'entre  que  des  quantités  connues. 

32.  Une  fonction  périodique  a  pour  ses  dérivées  de  tous 
les  ordres  des  fonctions  périodiques.  Une  fonction  paire  a 
pour  sa  première  dérivée  et  pour  toutes  ses  dérivées  d'ordre 
impair  des  fonctions  impaires,  tandis  que  sa  seconde  dérivée 
et  toutes  ses  dérivées  d'ordre  pair  sont  des  fonctions  paires. 
L'inverse  a  lieu  pour  les  fonctions  primitives  impaires.  La 
vérité  de  ces  diverses  propositions  ressort  de  la  simple  in- 
tuition des  courbes,  et  elles  s'appliquent  à  des  fonctions 
quelconques,  mathématiques  ou  empiriques. 

33.  De  même  que  nous  avons  défini  géométriquement  le 
passage  de  la  fonction  primitive  à  sa  dérivée,  nous  pouvons 
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donner  une  signification  géométrique  à  l'opération  inverse 
par  laquelle  on  remonte  d'une  fonction  dérivée  à  sa  fonction 
primitive.  Soit  en  effet  M' N'  (fig .  20  )  la  courbe  qui  a  pour 
équation 

y'  =  fx, 
et  proposons  «nous  d'évaluer  Taire  trapézoïdale  comprise 
entre  Taxe  des  abscisses,  la  courbe  M'  N'  et  deux  ordonnées 
mop0,  m  p,  dont  Tune  correspond  à  l'abscisse  déterminée 
0po  =  x„  et  l'autre  à  l'abscisse  variable  Gjp  =  a:.  Cette  aire 
est  une  fonction  de  la  variable  x  que  nous  désignerons 
provisoirement  par  <j>  x.  Si  x  augmente  et  prend  la  valeur 
0pt  =  xl7  l'aire  augmente  du  trapèze  curviligne  mppjn^ 

et  Ton  a 

y  xx  —  *  x  aire  mppim1 

en  sorte  que  la  dérivée  de  la  fonction  <p  est  la  limite  vers 
laquelle  converge  le  rapport  du  trapèze  curviligne  mppiml 
à  son  côté pp±J  quand ppt  converge  indéfiniment  vers  zéro. 
Mais  l'aire  de  ce  „  trapèze  est  comprise  entre  celle  du  rec- 
tangle mppini  et  celle  du  rectangle  pnmtp^  et  le  rapport 
des  aires  de  ces  deux  rectangles,  qui  est 

mp 
mi  Pi' 
converge  indéfiniment  vers  l'unité,  quand  ppx  converge 
indéfiniment  vers  zéro.  Donc  aussi  le  rapport  de  l'aire  d'un 
de  ces  rectangles  à  celle  du  trapèze  intermédiaire  converge 
indéfiniment  vers  l'unité,  et  l'on  peut  écrire 

airempw.w,       mpxppx  -, 

km. — — -  =z    r    rr   =  mp  =  fx. 

PPi  PPt 

Donc  la  fonction  désignée  provisoirement  par  y  x  satisfait 
à  la<îondition  d'avoir  fx  pour  dérivée:  donc  c'est  une  des 
(onctions  primitives  de  fx  comprises  dans  la  formule  fx-\-  C, 
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C  désignant  une  constante  arbitraire  ;  et  comme  elle  doit 
s'évanouir  quand  on  y  fait  x=x0  puisque  Ton  mesure  les 
aires  à  partir  de  l'ordonnée  fixe  m^p0,  il  s'ensuit  que  cette 
fonction  est  complètement  déterminée  et  égale  à  fx — fx0. 

Pour  cette  raison  on  donne  communément  le  nom  de  qua- 
drature à  toute  opération  par  laquelle  on  détermine  une 
fonction,  en  l'assujettissant  à  la  double  condition  d'avoir 
pour  dérivée  une  fonction  donnée,  et  de  prendre  une  valeur 
numérique  déterminée  pour  une  valeur  particulière  de  la 
variable  dont  elle  dépend. 

Si  l'on  divise  en  n  parties  égales  l'intervalle  pQp  (fig.  21), 
et  qu'on  mène  les  ordonnées  équidistantes  m,pnmMpM,  etc., 
on  a,  en  désignant  par  &>,  «,,...  les  aires  des  rectangles 
pj},mtr0,  pspHm*r„ et  par  e  l'intervalle  constant  pj), 

P°P 
n 

msPé  =  -  ,     mâpg  =  - ,  etc., 
e  c 

MiPi  +  mnPu  +  etc      w  +  »,  +  etc. 


ni 


c'est-à-dire  que  la  moyenne  arithmétique  des  ordonnées 
mtpn  mitpJt1  etc.,  égale  la  somme  des  aires  w„  «,  etc.,  divi- 
sée par  la  ligne  j»0p=x — x0.  Mais  quand  le  nombre  n  devient 
de  plus  en  plus  grand,  l'intervalle  e  décroissant  en  raison 
inverse,  afin  que  le  produit  n  s  reste  constant,  la  somme  des 
aires  «,  g>„  etc.,  converge  indéfiniment  vers  une  limite  qui 
est  l'aire  trapézoïdale  mjp^m.  Donc  le  rapport  de  cette  aire 
à  l'intervalle  p0p,  ou  bien  le  rapport 

fx  —  fx0 

X  •— -  Xq 

exprime  la  moyenne  de  toutes  les  valeurs,  en  nombre  infini, 
que  prend  la  fonction  dérivée  f'.x,  pour  les  valeurs,  aussi 
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en  nombre  infini,  de  la  variable  indépendante,  comprises 
entre  x0  et  x. 

Pour  la  généralité  de  cette  règle,  et  de  toutes  celles  qui 
se  rattachent  à  la  théorie  des  quadratures,  il  faut  considérer 
comme  négatives  les  aires  telles  que  qss'q',  limitées  par  des 
ordonnées  négatives. 

34.  On  conclut  facilement  de  ce  qui  précède,  que  si  une 
fonction  y  était  donnée  par  la  condition  d'avoir  pour  dérivée 
nm  ordre  une  fonction  connue. 

y»)=/»<p,  («.) 

il  faudrait  en  outre,  pour  déterminer  complètement  y,  assi- 
gner explicitement  ou  implicitement  les  valeurs 

yo,  y'o,  y\, y0{m-l) , 

que  prennent  les  fonctions. 

y>y',y",  r~X)> 

pour  une  valeur  déterminée  de  x9  telle  que  x0.  Soit  en  effet 
M"  N'(/îg.  22)  la  courbe  donnée  par  l'équation  (a„)  :  le 
tracé  de  cette  courbe  détermine  en  fonction  de  l'abscisse  va- 
riable Op  =  x  l'aire  trapézoïdale  m0p0  pm,  et  détermine  par 
conséquent  la  courbe  dont  l'équation  est 

pourvu  qu'on  assigne  /'  M~l)x0,  ou  la  valeur  de  y{H~l)  corres- 
pondant à  x  =  x0.  La  courbe  (a„_,)  étant  tracée,  détermine 
par  la  même  raison  celle  qui  a  pour  ordonnée 
^-■■.  =  />-..:*, 

pourvu  qu'on  assigne  l'ordonnée  /'c,,"~,;.r0,  et  ainsi  de  suite. 

35.  On  a  supposé  tacitement  dans  ce  qui  précède,  que 
l'ordonnée  f  x  ne  devient  point  infinie  entre  les  limites  de 
la  quadrature.  11  pourrait  se  faire  néanmoins  que  les  rai- 
sonnements et  les  constructions  fussent  encore  applicables. 


56  LIVRK   I.    GHAPITKK  III. 

même  lorsque  la  fonction  f  x  prendrait  entre  les  limites  de 
la  quadrature  une  valeur  infinie.  Soit  en  effet 

y=fx 

l'équation  d'une  courbe  MRN  (fig.*23  )  qui  a  un  rebrousse- 
ment  en  R  [6],  l'ordonnée  PR  étant  tangente  aux  deux  arcs 
MR,  RN  :  la  courbe  M'N',  dont  l'ordonnée  est  la  dérivée  f  #, 
aura  pour  asymptote  la  droite  P'R'  menée  parallèlement  à 
OY'  par  le  point  P'  dont  l'abscisse  OP'  =  OP.  Dans  ce  cas,  il 
résulte  de  la  définition  même  de  la  courbe  M'N',  que  Taire 
comprise  entre  une  ordonnée  fixe  m'0//0,  l'asymptote  P'R', 
l'axe  des  x  et  la  courbe  M',  à  une  valeur  finie  numérique- 
ment égale  à  la  différence  des  ordonnées  PR,  p0m0.  En 
d'autres  termes,  il  arrive  en  pareil  cas  que  l'aire  trapézoï- 
dale m'0p0p'm'  converge  vers  la  valeur  finie  PR —  m^ 
quand  le  point  p'  se  rapproche  de  plus  en  plus  du  point  P' . 
Alors  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  l'ordonnée  de  la  courbe 
MRN  soit  censée  déterminée  par  une  quadrature,  au  delà 
comme  en  deçà  de  l'ordonnée  PR.  La  même  observation 
s'applique  à  la  courbe  MRN  (fig.  24),  qui  est  touchée  au 
point  R  par  l'ordonnée  PR ,  et  qui  subit  une  inflexion  en  ce 
point. 

Au  contraire,  si  l'aire  limitée  d'une  part  par  l'ordonnée 
m'qP'o  (  fis-  23  )>  de  l'autre  par  l'asymptote  P'R',  était 
infinie,  ou  si  l'aire  trapézoïdale  m\p\  p'mr  devenait 
infinie,  quand  le  point  p!  se  rapproche  de  plus  en  plus  du 
point  P',  l'ordonnée  PR  serait  aussi  une  asymptote  de  la 
courbe  M  qui  éprouverait  une  solution  de  continuité  ;  et  Ton 
ne  pourrait  plus  passer,  par  la  continuation  de  la  même 
quadrature,  de  la  branche  M  à  la  branche  N. 

Nous  conclurons  de  ces  remarques  que,  quand  une  fonc- 
tion éprouve  une  solution  de  continuité  en  passant  par  l'in- 
fini, sa  première  dérivée,  et  par  suite  ses  dérivées  ulté- 
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rieures  de  tous  les  ordres,  éprouvent  la  même  solution  de 
continuité  ;  mais  que  l'inverse  n'a  pas  généralement  Heu, 
une  fonction  pouvant  devenir  infinie  sans  que  la  fonction 
primitive  dont  elle  dérive  devienne  infinie,  pour  la  même 
valeur  de  la  variable  indépendante. 

36.  Une  fonction  quelconque  y  =  fx  étant  représentée 
par  l'ordonnée  delà  courbe  MRN  (fig.  25),  cette  courbe 
peut  être  continue  (en  ce  sens  que  l'ordonnée  reste  finie, 
sans  passer  brusquement  d'une  valeur  finie  à  une  autre),  et 
offrir  au  point  R  ce  que,  dans  les  arts  graphiques,  on  appelle 
un  jarret;  c'estrà-dire  que  la  tangente,  après  avoir  varié 
d'inclinaison  d'une  manière  continue  de  M  en  R,  passe  brus- 
quement de  la  direction  T'RT  à  la  direction  SRS',  pour  va- 
rier ensuite  d'inclinaison,  sans  discontinuité,  de  R  en  N. 
Nous  dirons  qu'en  pareil  cas  la  ligne  MRN  a  un  point  sail- 
lant en  R.  La  courbe  dont  l'ordonnée  est  la  fonction  dérivée 
y'  =  fx  éprouve  une  rupture ,  et  cette  fonction  dérivée 
elle-même  subit  une  solution  de  continuité  résultant  du  pas- 
sage brusque  d'une  valeur  finie  à  une  autre,  pour  la  valeur 
de  x  qui  est  l'abscisse  du  point  saillant  de  la  courbe  y=  fx. 
Les  dérivées  de  fx,  des  ordres  supérieurs,  éprouvent  toutes 
en  général,  pour  la  même  valeur  de  x>  la  solution  de  conti- 
nuité qui  consiste  dans  le  passage  brusque  d'une  valeur  finie 
à  une  autre. 

Dans  ce  cas,  aussi  bien  que  dans  celui  où  f'x  devient 
infinie ,  fx  restant  finie ,  nous  dirons  que  la  fonction  f'x>et 
toutes  les  dérivées  subséquentes,  éprouvent  une  solution  de 
continuité  dupremier  ardre,  et  que  la  fonction  primitive  fx 
éprouve  une  solution  de  continuité  du  second  ordre. 

La  fonction  f'x  pourrait  elle-même  n'éprouver  qu'une 
solution  de  continuité  du  second  ordre  ;  celle  de  la  seconde 
dérivée  fx  et  des  dérivées  subséquentes  étant  du  premier 
ordre  ;  et  alors  nous  dirions  que  la  fonction  primitive  fx 
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subit  une  solution  de  continuité  du  troisième  ordre.  En 
général ,  on  dira  qu'une  fonction  éprouve  une  solution  de 
continuité  du  ne  ordre,  lorsque  sa  dérivée  du  (n — l)e  ordre, 
et,  par  suite,  les  dérivées  d'ordres  plus  élevés,  éprouvent  une 
solution  de  continuité  du  premier  ordre,  résultant,  soit  du 
passage  de  ces  fonctions  par  l'infini,  soit  de  leur  passage 
brusque  d'une  valeur  finie  à  une  autre. 

37.  La  distinction  des  solutions  de  continuité  des  divers 
ordres,  telle  qu'on  vient  de  rétablir,  est  d'une  grande  im- 
portance dans  la  théorie  des  fonctions,  soit  qu'on  l'applique 
à  l'algèbre,  à  la  géométrie  ou  aux  questions  de  physique 
mathématique.  Jusqu'à  ces  derniers  temps ,  les  analystes 
entendaient,  et  l'on  entend  communément  encore  par  fonc- 
tions discontinues  celles  qui  s'expriment,  dans  diverses  por- 
tions de  leurs  cours,  par  des  formules  algébriques  différentes. 
Effectivement,  il  sera  prouvé  plus  loin  que  toute  fonction  y 
égale  à  la  fonction  algébrique  fx,  pour  les  valeurs  de  x  plus 
petites  que  x0,  et  à  la  fonction  également  algébrique  f\x  , 
pour  les  valeurs  de  x  plus  grandes  que  x0,  éprouve ,  pour 
l'abscisse  x=x0 ,  une  solution  de  continuité  d'un  ordre  dé- 
terminé ;  ou  que  ces  fonctions,  à  moins  d'être  identiques,  ne 
peuvent  satisfaire  à  la  série  d'équations 

f$o:==fixo>î   xo>  ^^  I  ixoy  f    xo  ==  /    1  xo>  etC. 

prolongée  à  l'infini;  en  sorte  que  si  la  dernière  des  équa- 
tions de  cette  série  à  laquelle  on  peut  satisfaire,  est 

la  fonction  x  éprouvera,  pour  l'abscisse  x09  une  solution  de 
continuité  de  l'ordre  n-f-2. 

Cette  proposition  cesserait  d'être  exacte  si  les  fonctions 
jf,  ft  n'étaient  pas  des  fonctions  algébriques,  explicites  ou 
implicites.  Nous  verrons,  en  effet,  sur  des  exemples,. qu'une 
fonction  peut  recevoir  dans  diverses  portions  de  son  cours. 
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des  expressions  transcendantes  de  formes  essentiellement 
différentes,  sans  qu'il  y  ait  de  solution  de  continuité  d'un 
ordre  quelconque,  correspondant  au  passage  d'une  forme  à 
l'autre. 

Nous  verrons  aussi  qu'une  môme  expression  transcen* 
dante  peut  équivaloir  à  une  certaine  fonction  algébrique  fx 
pour  les  valeurs  de  x  <  xQ ,  et  à  une  autre  fonction  algé- 
brique ft  x ,  distincte  de  la  première ,  pour  les  valeurs  de 
x  >  x0.  Ainsi  une  série  couvergente,  qui  est  une  expression 
transcendante,  peut  avoir  successivement  pour  somme  les 
fonctions  algébriques  distinctes  fx  et  fx  x. 

Dans  tous  les  cas,  les  caractères  essentiels  des  solutions 
de  continuité  sont  ceux  que  nous  avons  donnés  dans  le  nu- 
méro précédent,  sans  égard  à  la  circonstance  accessoire  que 
la  fonction  puisse  ou  non  s'exprimer  mathématiquement, 
sous  forme  algébrique  ou  transcendante,  dans  la  totalité  ou 
ou  dans  une  portion  de  son  cours. 

38.  Nous  avons  dit  [4]  que  les  fonctions  qui  représentent 
des  grandeurs  physiques  et  mesurables  ne  peuvent  devenir 
infinies,  mais  qu'il  y  en  a  parmi  elles  qui  sont  susceptibles 
d'éprouver  les  solutions  de  continuité  consistant  dans  le  pas- 
sage brusque  d'une  valeur  finie  à  une  autre,  au  moins  sous 
le  point  de  vue  où  nous  nous  trouvons  placés  pour  observer 
les  phénomènes  matériels,  et  pour  les  soumettre  au  calcul. 
Ceci  se  rattache  aux  notions  sur  les  limites  et  sur  les  fonc- 
tions dérivées  qui  font  Tobjet  du  présent  chapitre.  Admet- 
tons, pour  fixer  les  idées,  que  y  désigne  la  densité  d'un  cy- 
lindre ABCD  {fig.  26),  supposée  la  même  dans  toute  l'éten- 
due d'une  section  perpendiculaire  à  l'axe  OX,  et  variable 
d'une  section  à  l'autre.  La- distance  Op  de  la  base  du  cy- 
lindre à  la  section  mw,  pour  laquelle  la  densité  a  la  valeur 
jf ,  étant  représentée  par  x9  y  deviendra  une  fonction  de  x; 
mais  comme  la  notion  de  densité  n'est  pas  applicable  en  soi 
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à  une  surface  mathématique,  il  faudra,  pour  définir  rigou- 
reusement la  grandeur  t/,  imaginer  un  plan  mini  parallèle 
à  mn.  et  qui  peut  s'en  rapprocher  indéfiniment,  tandis  que 
mn  reste  fixe.  La  masse  de  la  tranche  mm^i^n,  divisée  par 
son  volume,  donnera  un  quotient  variable  avec  la  distance 
ppt  =  xi  —  x9  Ce  quotient  convergera  vers  une  certaine 
limite  quand  xt  —  x  convergera  indéfiniment  vers  zéro  \  et 
la  limite  du  quotient  sera  précisément  la  fonction  de  x  que 
nous  prenons  pour  mesure  de  la  densité  du  cylindre  dans 
l'étendue  de  la  section  mn.  On  appliquerait  ce  que  nous  ve- 
nons de  dire  au  sujet  de  là  mesure  de  la  densité  à  la  mesure 
de  la  température  et  généralement  de  toutes  les  grandeurs 
qui  ne  peuvent  être  conçues  qu'à  la  faveur  de  cette  explica- 
tion comme  des  fonctions  des  coordonnées  d'un  point,  d'une 
ligne  ou  d'une  surface  mathématiques. 

En  général,  la  limite  qui  mesure  la  fonction  y  ne  chan- 
gera pas,  soit  qu'on  mène  le  plan  mxni  en  avant  ou  en  ar- 
rière du  plan  mn  ;  mais,  pour  certaines  valeurs  particulières 
de  x,  la  limite  pourra  être  différente  dans  les  deux  cas  ;  et 
alors,  la  fonction  y  éprouvera  la  solution  de  continuité  de 
premier  ordre  qui  consiste  dans  le  passage  brusque  d'une 
valeur  finie  à  une  autre.  Elle  pourrait  aussi  éprouver  une 
solution  de  continuité  du  second,  du  troisième  ordre,  et  ainsi 
à  l'infini. 

Si  l'on  détermine  la  fonction  x  en  menant  deux  plans  pa- 
rallèles mtnl9  m'n',  l'un  en  avant,  l'autre  en  arrière  du  plan 
mn,  et  en  cherchant  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rap- 
port de  la  masse  m^^riri  à  son  volume  quand  les  deux 
plans  mjitj,  m'ri  se  rapprochent  indéfiniment  de  mn,  en 
général  la  fonction  y  sera  encore  la  même  ;  mais ,  pour 
la  valeur  de  x  qui  fait  éprouver  à  la  fonction  une  solution 
de  continuité  du  premier  ordre,  la  valeur  de  la  limite,  cal- 
culée dans  la  seconde  hypothèse,  sera  la  demi-somme  des 
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deux  valeurs  distinctes  correspondant  à  cette  valeur  de  xy 
dans  la  première  hypothèse. 
39.  Supposons  qu'on  ait  identiquement 

/j?  =  f  X  +  pX  +  <wX  -f"  ©te, 

on  aura  aussi,  quelles  que  soient  les  abscisses  xt  et  x, 

fX\  fx         9Xt  —  ?X    .     "bX,  —  itX  (ûXt  —  o:X 

1 L-  =  LJ +LJ î^  +  _î +  ete#; 

X*  "—~~  X  X4  """""  X  X4       "  X  X*  ~""~  X 

et  par  conséquent,  en  faisant  converger  la  différence  xt  —  x 
vers  zéro,  et  prenant  les  limites  de  tous  les  rapports, 

fx  sz?rx  +  t// #•+-»' a?+etc. 

Donc  la  dérivée  d'une  somme  (algébrique)  de  fonctions  est 
la  somme  (algébrique)  de  leurs  fonctions  dérivées. 

La  dérivée  du  produit  de  deux  fonctions  est  la  somme 
des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chacune  des  fonc- 
tions par  la  dérivée  de  l'autre.  Soit,  en  effet , 

fx=z  yx .  -p  x; 
on  aura  identiquement 

fXt.$Xt  — fX.  $X  =  (fXt  — fX)  ypX  +  (-pXt  —-fX)fX 

+  (?^l-^)(^i  —  +*), 
d'où 

fxt  —fx_m?Xi—iX                   lxA  —  yX 
= .  ]x  H , 

X*  ~~"~  X  X 4   ~™""  X  X4  ^™*  x 

Si  l'on  fait  maintenant  converger  xi  —  x  vers  zéro  et  qu'on 
passe  aux  limites,  il  viendra 

fx=  f'x .  }x  +  -y x.^x'y     (b) 

car,  dans  l'hypothèse  où  <px  et  tyx  n'éprouvent  pas  de  solu- 
tion de  continuité  du  premier  ou  du  second  ordre,  le  fao 


fX 
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teur  tyxl  —  tyx  converge  vers  zéro  en  même  temps  que 
xx  —  x,  et  le  facteur 


convergeant  vers  la  limite  finie  <p'x,  le  terme 

a  pour  limite  zéro. 

On  peut  mettre  l'équation  (b)  sous  la  forme  plus  symétri- 
que 

fx  _  Jx     yx 

*    — —        ■  *  i    » 

I X  <fX         \X 

et  il  est  aisé  d'en  conclure  que  si  l'on  avait 

fx  =  fX  .  $X  .  toX , 

la  dérivée  ff  serait  donnée  par  la  formule 

fx      Jx   ,  ù'x      *fx 

7-  =  —  +7-+ ^etc- 

fx       yx        y  x        nx 

Inversement,  si  nous  posons 

s  ?X  * 

fx  =  ,  OU  (fX  =  fx  .  $x, 

$x 
on  tirera  de  la  règle  précédente 

ï'x fx,   Vx 

y  X         fx  yf/X 

et  par  suite,  en  remettant  pour  fx  sa  valeur, 

La  constante  a  peut  être  regardée  comme  une  fonction 
dont  la  dérivée  est  nulle  :  si  donc  on  pose  successivement 

y=a+fx,y=za.?x,y=z?Z, 

a 
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on  aura,  en  vertu  des  règles  précédemment  démontrées , 

y'  =  *%y'~a.?fx,y  = 

a 

Toutes  les  fonctions  qui  ne  diffèrent  que  par   l'addition 
d'une  constante  arbitraire  a  ont  donc  la  même  dérivée, 
principe  fondamental  et  déjà  établi  [31]. 
40.  Supposons  que  l'on  ait  à  la  fois 

y=fx,x  =  ?t, 

et  que 

soit  l'expression  de  y  en  fonction  immédiate  de  t,  telle 
qu'on  la  tirerait  de  l'élimination  de  x  entre  les  deux  pre- 
mières équations,  si  l'élimination  était  possible.  Désignons 
part/,,  xl9  tt  ;  y,  x,  t  deux  systèmes  de  valeurs  correspon- 
dantes pour  ces  trois  variables  :  on  aura  évidemment ,  en 
vertu  de  la  correspondance  admise, 

foi  —  fo  _  fx\  — -  fx  y,  ?*i  —  y* 
tx  —  t  xx  — x  tx  —  t 

et.  en  passant  aux  limites, 

t't  =  f'x.?'t. 

Cette  équation  exprime  le  principe  fondamental  de  la  dériva- 
tion des  fonctions  médiates,  ou  des  fonctions  de  fonctions. 
On  le  généralisera  sans  difficulté  ;  et,  par  exemple,  si  Ton 

pose 

y  =  fx,  x=  ?u9u  —  to  t, 
de  manière  que 

soit  l'expression  de  y  en  fonction  immédiate  de  t,  telle  qu'on 
la  déduirait  de  l'élimination  des  fonctions  intermédiaires  x 
et  u,  on  trouvera,  en  opérant  comme  ci-dessus , 
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41 .  Réciproquement ,  on  peut  considérer  les  variables  x 
et  y  comme  déterminées  immédiatement  en  fonction  d'une 
troisième  variable  *  par  les  équations 

x  iz  tf  ,  y  =  ^t, 
de  manière  que 

y  =/* 

soit  l'équation  qui  se  déduit  des  précédentes  par  l'élimina- 
tion de  t.  On  a  d'abord ,  d'après  ce  qui  vient  d'être  démon- 
tré, 

Désignons,  comme  à  l'ordinaire,  par  yr  la  dérivée  /  '#, 
et  soit,  pour  plus  de  commodité, 

l't 
?  t 
on  aura  entre  les  variables  x%  t/',  tn  les  trois  équations 

*  =  ^y'=*i',  y' ==/**, 

d'où  Ton  tire,  en  appliquant  toujours  la  règle  de  la  dériva- 
tion des  fonctions  médiates , 

r    —tli 
Mais,  d'après  la  formule  (c),  on  a 

ht- — m — ; 

donc 

fX—l i - L-;        (rf) 

et  en  continuant  ainsi,  on  exprimerait,  les  dérivées  de  tous 
les  ordres  de  la  fonction  f  au  moyen  des  dérivées  des  fonc- 
tions (f  et  ty. 
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Considérons  plus  particulièrement  le  cas  où  Ton  aurait 
tytmmtj  et  par  suite 

f'4=<,ft  =  0,etc.: 
l'élimination  de  t  s'opérera  immédiatement,  et  l'on  aura  à 
la  fois 

x=z?y,y=zfx; 

e'està  dire  que  9  désignera  la  fonction  inverse  de  f,  ou  celle 
que  Ton  obtiendrait  en  résolvant  par  rapport  à  x  l'équation 
y  —  fx.  Pour  exprimer  les  dérivées  de  la  fonction  f  au 
moyen  des  dérivées  de  la  fonction  inverse  <p,  il  suffira  donc 
de  remplacer  dans  les  formules  précédentes  t  par  t/,  puis 
défaire  tyy  =  1 ,  +"  y  —  0,  etc.,  au  moyen  de  quoi  il  viendra 

La  première  .des  formules  (e)  aurait  pu  se  tirer  directe- 
ment d'une  considération  bien  simple.  En  effet,  puisque, 
d'après  l'hypothèse,  les  deux  équations  y  /#,#■=  <pt/  sont 
identiques  et  représentent  la  même  courbe,  f  'x  et  <f'y  expri- 
ment respectivement,  dans  un  système  de  coordonnées  rec- 
tangulaires, les  tangentes^  trigonométriques  des  angles  que 
la  tangente  à  cette  courbe  au  point  (x,y)  fonhe  avec  les  axes 
des  x  et  des  y;  et  ces  deux  angles  étant  complémentaires, 
ona/"x.  <p'j/— 1. 

Notions  sur  la  théorie  des  fluxions. 

42.  On  a  vu  [30]  que  la  fonction  dérivée  y'=fx  mesure 
la  rapidité  avec  laquelle  varie,  relativement  àar,  la  fonction 
primitive  y=fx;  et  nous  avons  expliqué  ce  qu'il  faut  en- 
tendre par  cette  rapidité  relative.  Mais  si  la  variable  t  désigne 
le  temps  compté  d'une  origine  quelconque,  et  si  les  gran- 
deurs x,  y  sont  considérées  comme  variant  avec  le  temps, 
en  vertu  des  équations 

x=<?t,y  =  tt, 
1.  5 
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les  dérivées  y%  tyt  mesureront  la  rapidité  des  variations  de 
x  et  de  y,  non  plus  dans  un  sens  relatif,  mais  dans  un  sens 
absolu  :  car  le  temps  ainsi  compté  est  la  variable  essentiel- 
lement indépendante  qui,  par  sa  nature,  varie  ou  s'écoule 
toujours  uniformément.  En  rapportant  ainsi  la  variation  des 
grandeurs  à  l'écoulement  du  temps,  Newton  donne  le  nom 
de  fluentes  aux  grandeurs  a:,  y,....  qui  sont  censées  varier 

avec  le  temps,  et  le  nom  de  fluxions  aux  dérivées  tf't,  ty't, 

qui  varient  ellesrmèmes  en  général  avec  le  temps,  et  qui 
mesurent  en  chaque  instant  les  vitesses  de  variation  des 
quantités  fluentes.  Sa  notation  consiste  à  marquer  d'un 
point  la  quantité  fluente  pour  indiquer  la  fluxion  correspon- 
dante. Ainsi  #,  y  désignent  les  fluxions  de  #,  y  ou  les  déri- 
vées <p't,  y  t.  De  même  x,  y;x,y  correspondent  à  <p"f ,  ty"t  ; 
<f"'t,  ty"t;  et  désignent  des  fluxions  de  fluxions,  ou  des 
fluxions  du  second,  du  troisième  ordre,  et  ainsi  de  suite. 

On  peut,  avec  Newton,  prendre  pour  type  des  quantités 
fluentes  la  distance  x  d'un  point  fixe  0  (fig.  27)  à  un  point 
m  en  mouvement  sur  la  droite  indéfinie  OX.  La  fluxion  x 
sera  la  vitesse  même  du  point  mobile,  pour  l'instant  que 
Ton  considère  :  le  mot  de  vitesse  étant  pris  ici  dans  son 
acception  primitive,  qui  est  aussi  la  plus  usitée.  Mais  on 
pourrait  choisir  tout  autre  exemple  sans  nuire  à  la  clarté 
des  idées.  Ainsi,  quand  un  corps  échauffé  se  refroidit,  on 
conçoit  que  la  température  de  sa  surface  est  une  grandeur 
qui  varie  avec  le  temps,  et  qui,  en  général,  ne  doit  pas 
varier  uniformément ,  de  manière  que  des  pertes  égales  de 
température  aient  lieu  dans  des  temps  égaux.  On  se  fait  de 
la  vitesse  variable  du  refroidissement  une  idée  aussi  directe 
et  aussi  claire  que  de  la  vitesse  variable  d'un  point  mobile. 

La  conception  de  Newton  s'étend  d'ailleurs  à  des  gran- 
deurs quelconques,  en  ce  sens  que  l'on  peut  toujours  défi- 
nir et  exprimer,  au  moyen  des  fluxions ,  les  fonctions  que 
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nous  avons  qualifiées  jusqu'ici  de  dérivées,  et  dont  les  rela- 
tions avec  les  fonctions  primitives  sont  l'objet  essentiel  de 
la  théorie  qui  nous  occupe.  En  effet,  soit  y=fx  une  fonction 
quelconque  de  #,  on  aura,  d'après  les  formules  du  numéro 
précédent,  pourvu  que  x,  y  désignent  des  grandeurs  varia- 
bles avec  le  temps , 

fx—l9  r*=yX~yX,  etc. 

X  X9 

Maintenant,  si  #,  y  ne  sont  pas  des  fonctions  du  temps, 
il  y  aura  une  de  ces  grandeurs  dont  les  variations  ne  seront 
subordonnées  à  celles  d'aucune  autre,  et  que  Ton  pourra 
traiter  comme  une  variable  indépendante  ;  ou  bien  on  les 
considérera  toutes  deux  comme  étant,  médiatement  ou  im- 
médiatement, des  fonctions  yu,  tyu  d'une  autre  variable  u 
que  Ton  prendra  pour  variable  indépendante.  Or,  la  varia- 
tion de  u  étant  réputée  uniforme,  comme  l'est  celle  de  t  par 
l'essence  de  cette  grandeur,  rien  n'empêchera  d'imaginer 
que  u  varie  avec  *,  et,  en  poursuivant  cette  fiction,  de  pren- 
dre u  pour  mesure  de  t\  c'est-à-dire,  d'identifier  les  fonctions 
9'tt,  <J/u  avec  <fftj  ty't  ou  avec  les  fluxions  x9  y. 

Si  x  est  pris  pour  variable  indépendante,  on  aura  x  =  1 , 
x = 0,  x = 0,  etc.,  et  alors,  les  fluxions  y,  y,  y,  deviendront 
identiques  avec  les  dérivées  fx  ,  fx  ,  f'x  ....  ou  bien 
avec  y9  y",  y"'.. .,  La.  notation  de  Lagrange  ne  différera  plus 
de  celle  de  Newton  que  par  la  substitution  insignifiante  des 
accents  aux  points. 

On  a  reproché  à  Newton  de  faire  intervenir,  sans  néces- 
sité, dans  ce  mode  d'exposition,  la  notion  du  temps  et  celle  du 
mouvement.  Le  reproche  peut  être  fondé,  quant  à  la  notion 
du  mouvement,  à  laquelle  rien  n'oblige,  en  effet,  de  recou- 
rir ;  mais  on  devait  remarquer  que  la  notion  du  temps  in- 
tervient ici  par  la  nature  des  choses,  en  raison  de  ce  que  le 
temps  est  la  seule  variable  essentiellement  indépendante,  et 
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la  seule  dont  la  variation  soit  essentiellement  uniforme,  ou 
la  fluxion  constante. 

Dans  tous  les  cas,  la  conception  de  Newton,  appliquée 
aux  grandeurs  qui  varient  effectivement  avec  le  temps,  a  l'a- 
vantage de  fixer  la  signification  réelle  des  fonctions  déri- 
vées, et  par  là  même  de  donner  à  l'avance  la  raison  du 
rôle  qu'eues  jouent  dans  les  applications  de  l'analyse  à  la 
discussion  des  phénomènes  physiques.  Newton  se  proposait 
aussi  de  fonder  la  théorie  des  fonctions  sur  une  idée  que 
l'esprit  pût  saisir  directement,  sans  passer  par  la  considéra- 
tion des  limites  et  sans  s'assujettir  à  une  marche  jusqu'à  un 
certain  point  détournée  et  indirecte.  11  entendait  exprimer 
directement  la  continuité  dans  la  variation  des  grandeurs, 
au  moyen  du  phénomène  le  plus  familier  où  cette  conti- 
nuité tombe  sous  les  sens.  On  a  objecté,  d'après  d'Alem- 
bert,  que,  pour  définir  une  vitesse  continuellement  varia- 
ble, il  faut  toujours  recourir  à  la  considération  des  limites  ; 
mais ,  en  faisant  cette  objection,  on  a  mal  à  propos  subor- 
donné la  précision  des  idées  à  leur  définition  logique.  Un 
concept  existe  dans  l'entendement,  indépendamment  de  la 
définition  qu'on  en  donne  ;  et  souvent  l'idée  la  plus  simple 
dans  l'entendement  ne  comporte  qu'une  définition  compli- 
quée, quand  elle  n'échappe  pas  à  toute  définition.  Tout  le 
monde  a  une  idée  directe  et  exacte  de  la  similitude  de  deux 
corps,  quoique  peu  de  gens  puissent  entendre  les  définitions 
compliquées  que  les  géomètres  ont  données  de  la  simili- 
tude. De  plus  amples  développements  à  ce  sujet  rentre- 
raient dans  la  théorie  de  la  génération  des  idées  et  nous 
écarteraient  trop  de  notre  but  principal. 


CHAPITRE  IV. 

NOTIONS  SUR  LES  DIFFÉRENCES  ET  SUR  LES  APPROXIMATIONS 
DES  DIVERS  ORDRES.  —  THÉORIE  DES  INFINIMENT  PETITS  ET 
PRINCIPES  DU   CALCUL  INFINITÉSIMAL. 

43.  Imaginons  deux  grandeurs  variables  #,  y,  dont  Tune 
soit  fonction  de  l'autre,  et  qui  passent  par  deux  série  sde 
valeurs  correspondantes 

Xj  «£j ,  X\,  X9,  X±) 

ytyi>y»yi«y* 

Prenons  la  différence  de  chaque  terme  à  celui  qui  le  suit 
dans  la  série  où  il  se  trouve,  et  désignons  par  A#  la  diffé- 
rence xx  —  x,  la  lettre  A  étant  employée  comme  caractéris- 
tique ,  et  non  comme  signe  de  quantité  :  nous  formerons 
deux  autres  séries  de  valeurs 

Ay»*yi,  tyuWz,  

qui  se  correspondront  encore.  Opérons  sur  celles-ci  comme 
sur  les  séries  primitives,  c'est-à-dire,  prenons  la  différence 
de  chaque  terme  au  terme  consécutif  ;  et  d'après  l'analogie 
désignons  par  A.A#,  ou  par  £*xt  la  différence  Azj —  A#  : 
nous  obtiendrons  deux  nouvelles  séries 

•>k       X)     4J       X^m       Uk      M*  g  9  ••••••• 

^y.A1»!,  Afyt,  

dans  lesquelles  les  termes  AV,  A*y, exprimeront 

des  différences  de  différences,  ou  des  différences  du  second 

ordre ,  par  rapport  aux  termes  x,  y  qui  leur  correspondent 

dans  les  séries  primitives.  On  formerait  de  même  les  séries 

des  différences  du  troisième,  du  quatrième  ordre,  et  ainsi  de 

suite.  * 

t.  t. 
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En  conséquence  de  ces  notations  on  aura  identiquement 

Xt  =  X    +  A#, 

X,  :=:  Xt  +  A#j  =  X  +  AS  +  A(tf  +    A#)  =  X  +   2  AX  +  A*X, 

a?8  =  xt  +  à#i  =  x  +  î  Aa?  +  Af#  +  A  (x  +  2  A#  +  A*a;) 
=5  ar  +  3  A*  +  3  Afx  +  A8#, 

et  par  une  induction  évidente  (que  l'on  confirmerait  d'ail- 
leurs sans  difficulté,  en  employant,  comme  pour  la  formule 
du  binôme,  le  tour  de  démonstration  de  proche  en  proche) 

n        ,   n(n—  4)    m         n(n  —  4)(n  —  2)   ,    , 
x%  —  x  +  -  as  +  -j ^  a*x  +    \    .  g  .  3     *'*+ ••+*'*• 

On  aura  de  même 

n  nln  —  4)    .        n(n— 4)(n— 2)    ,    , 

y.=y+T *y  +  TTTly+i~ 2T3   *y+-'"+A"y' 

Ces  dernières  formules  peuvent  s'écrire  symboliquement 

*„  =  (1+a)%      yn  =  (4  +A)"y, 

pourvu  qu'on  se  rappelle  que  de  telles  équations  n'ont  de 
sens  qu'après  le  développement  des  seconds  membres,  la 
lettre  A  étant  un  indice  d'opération,  et  non  un  signe  de 
quantité.  V *  analogie  entre  les  puissances  et  les  différences 
quiressort  de  ces  équations  symboliques,  et  dont  on  verra 
beaucoup  d'autres  exemples,  provient  évidemment  de  ce 
que  la  formule  du  binôme  s'obtient  d'après  des  règles  d'ana- 
lyse combinatoire  tout  à  fait  indépendantes  de  la  nature  des 
opérations  de  calcul  que  chaque  combinaison  représente,  ou 
de  l'idée  accessoire  de  multiplication  qui  vient  s'associer, 
dans  les  éléments  d'algèbre,  à  l'idée  abstraite  de  combi- 
naison. v 

44.  Si  la  quantité  x  remplit  naturellement  ou  par  con- 
vention le  rôle  de  variable  indépendante,  on  est  porté  à  s'oc- 
cuper plus  spécialement  du  cas  où  l'on  ferait  croître  cette 
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variable  par  différences  constantes,  de  manière  à  avoir 

Xx  =  X  +  &x, 
xt  = .a?  +  2  Aar, 
xz  =  or  +  3  A#,  etc., 
les  différences  des  ordres  supérieurs  A2# ,  A3a?, se  rédui- 
sant toutes  à  zéro.  Nous  allons  envisager  dans  cette  hypo- 
pothèse  les  séries  qui  comprennent  les  valeurs  consécutives 
de  y,  et  leurs  différences  des  divers  ordres. 

Il  n'y  aurait,  pour  notre  but  actuel,  aucune  remarque  es- 
sentielle à  faire,  tant  que  la  fonction  y  =  fx  reste  indéter- 
minée, si  d'ailleurs  on  ne  s'assujettissait  à  aucune  condition 
dans  le  choix  de  la  différence  arbitraire  Ax.  Mais  supposons 
que  l'on  prenne  pour  Ax  une  très  petite  fraction  :  les  diffé- 
rences At/ ,  A*  y ,  A3  y , deviendront ,  en  général ,  très 

petites  aussi  ;  de  manière  toutefois  (et  ceci  est  très  remar- 
quable) que  les  rapports  de  A8  y  à  A  y,  de  A*t/  à  A2  y,  etc., 
soient  eux-mêmes  exprimés  par  des  fractions  très  petites.  Plus 
la  différence  Ax  sera  petite,  et  plus  cette  subordination  de 
grandeur  entre  les  différences  des  divers  ordres  de  la  fonc- 
tion y  deviendra  sensible. 

En  effet,  nous  pouvons  remarquer  que  le  rapport  ^con- 
verge vers  la  limite  ffx>  quand  Ax  décroit  indéfiniment.  On 
a  donc 

en  désignant  par  yx  une  fonction  de  x  et  de  Ax  qui  s'éva- 
nouit avec  Ar,  quelle  que  soit  x. 
On  a  de  même 

*pL=zf'(x  +  ^x)  +  ?(x  +  ^x), 

aX 

d'où  l'on  déduit 

aV Ayi_&y f  (*+**)  — fx    ffr  +  *x)— fx 

bZ  •  &X         û»  bx  ^X  ' 
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et,  quand  &x  décroit  indéfiniment, 

lim.— ï=Fx  +  f'x. 

Mais,  quand  àx  s'évanouit,  la  fonction  yx  étant  nulle  pour 
toutes  les  valeurs  de  x,  sa  dérivée  est  nulle,  et  l'on  a 

Ceci  nous  montre  que  la  fonction  dérivée  du  second  ordre 
fnx  est  la  limite  vers  laquelle  converge  le  rapport  ^  quand 
A#  décroit  indéfiniment,  de  même  que  f'x  exprime,  dans  la 
même  circonstance,  la  limite  du  rapport  ^. 
On  a  de  même 

^±  =  f  (X  +  A*)  +  *  (X+to), 

d'où  l'on  déduit 

**8      5j—  A*  ** 

et,  quand  Ax  décroit  indéfiniment. 

lim.— ^=  /™a?  -h  f»  =  /^ 

puisque  <[>'«  est  identiquement  nulle. 

Gomme  le  même  calcul  peut  être  indéfiniment  poursuivi, 
on  voit  que  la  dérivée  f*x  est  la  limite  vers  laquelle  con- 

verge,  dans  l'hypothèse  admise,  le  rapport  ^  ,  ce  qui  fournit 

un  moyen  de  calculer  approximativement  les  valeurs  de  la 
fonction  /*■*«,  quand  la  fonction  primitive  fx  est  donnée  par 
une  table,  pour  des  valeurs  de  x  équidifférentes  et  très  rap- 
prochées. En  effet,  avec  cette  table  on  formera  les  valeurs 
de  At/,  A2 y, A{,°t/;  et  par  suite  on  aura  celle  du  rap- 
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port  — i[,  laquelle  se  confond  sensiblement  avec  la  valeur 

de  f'x. 

On  voit  encore  que ,  si  toutes  les  dérivées  de  fx  pestent 
finies,  jusqu'à  P9)x  inclusivement,  on  pourra  toujours  pren- 
dre A#  assez  petit,  non-seulement  pour  que  les  différences 
des  divers  ordres 

*y,  A,y,  A*y, *y 

forment  une  suite  de  fractions  très  petites,  mais  pour  que 
cette  série  soit  ordonnée ,  de  manière  que  le  rapport  de 
chaque  terme  à  celui  qui  le  précède  dans  la  série  se  réduise 
lui-même  à  une  fraction  très  petite,  on  a  en  effet,  d'après  le 
théorème  précédent , 

A-y  =  (f*x  +  f)  A#% 
e  étant  une  quantité  très  petite  qui  s'évanouit  avec  A#,  ou 
avec  une  approximation  relative  indéfinie,  et  d'autant  plus 
grande  que  Ax  reçoit  une  plus  petite  valeur, 

A»y  =  f*x   .   A(0*. 

On  en  déduit  approximativement 

a*v      fx  a  «y      fx 

—M--'—  .  lx>  — 9-  s=  '—=- .  àx,  etc. 

Ay         f'x  A  «y        f"x  ' 

Ou  pourra  donc  toujours  prendre  Ax  assez  petit  pour  que 
chacun  de  ces  rapports  tombe  au-dessous  de  toute  grandeur 
donnée. 

45.  La  série  des  puissances  d'une  fraction  très  petite  est 
le  type  arithmétique  de  la  subordination  des  grandeurs.  Si 
Ton  élève,  par  exemple,  à  ses  puissances  successives  la  frac- 
tion 77^,  on  aura  une  suite  rapidement  décroissante 
4  4  \ 

1000'     1000000'     1000000000' 
telle  que,  dans  un  calcul  d'approximation,  on  pourrait  re- 
garder comme  négligeable  vis-à-vis  d'un  terme  de  la  série, 
non-seulement  le  terme  qui  le  suit,  mais  un  multiple  de 
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celui-ci,  tant  que  le  multiplicateur  ne  serait  pas  de  Tordre 
des  dizaines  ou  des  centaines.  Généralement,  désignons  par 
e  une  fraction  très  petite,  et  par  ki9  kt,  kv  . . . .  kn  des 
nombres  qui  ne  soient  pas  très  grands,  ou  des  nombres  tels 
que  les  fractions 

111  1 

*1       *M      *8  *• 

ne  soient  pas  comparables  pour  leurs  petitesse  à  e  :  la  suite 

AlS,  A,  s1,  A8f», kne 

sera  formée  de  termes  dont  chacun  pourra  être  considéré 
comme  très  petit  par  rapport  à  celui  qui  le  précède,  ou  dont 
chacun  serait  exprimé  par  une  fraction  très  petite,  compa- 
rable dans  sa  petitesse  à  e,  si  Ton  prenait  pour  unité  la  va- 
leur du  terme  qui  le  précède  immédiatement. 

Appelons  quantité  très  petite  du  premier  ordre  les  frac- 
tions e  et  kxz  :  on  exprimera  la  subordination  qui  vient  d'être 
expliquée  en  disant  que 

K**>  V>  *.*" 

sont  des  quantités  très  petites  du  second,  du  troisième, 

du  ne  ordre. 

Conséquemment  à  cet  énoncé,  nous  dirons  que,  si  aj;  est 
une  quantité  très  petite  du  premier  ordre,  et  s'il  n'y  a  au- 
cune des  fractions 

/v  fx'  r»x* rx 

comparable  pour  sa  petitesse  à  A#,  les  différences 

*y>  A*y>  AY A"y 

seront  des  quantités  très  petites  du  premier,  du  second,  du 
troisième, du  n°  ordre ,  ou  des  quantités  respecti- 
vement du  même  ordre  que 

&x,  A3?1,  Aa?a,  Aar. 

46 r  II  ne  sera  pas  hors  de  propos  d'ajouter  ici  quelques 
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éclaircissements  au  sujet  de  la  distinction  que  font  les  géo- 
mètres, de  grandeurs  de  divers  ordres,  lorsqu'ils  se  propo- 
sent, non  plus  de  déterminer  rigoureusement  des  rapports 
mathématiques,  mais  d'évaluer  approximativement  des 
grandeurs  qui  ont  une  existence  réelle. 

À  envisager  les  choses  dans  leur  généralité  abstraite, 
cette  distinction  est  sans  doute  artificielle  :  il  n'y  a  pas  dans 
la  nature  de  grandeur  ni  de  petitesse  absolues;  la  même 
grandeur  s'exprime  par  des  nombres  très  grands  ou  par  des 
fractions  très  petites,  selon  l'unité  employée  ;  et  des  gran- 
deurs continues  de  même  espèce  ne  peuvent  non  plus,  en 
tant  que  grandeurs,  être  distribuées  naturellement  en  des 
ordres  distincts,  par  la  raison  même  qu'elles  sont  continues, 
et  qu'on  peut  aller  de  Tune  à  l'autre  par  des  transitions 
insensibles. 

Mais  au  point  de  vue  où  l'homme  se  trouve  placé  pour 
observer  les  phénomènes  et  mesurer  les  grandeurs  qui  en 
dépendent,  il  y  a  des  unités  de  mesure  indiquées  par  la  na- 
ture des  choses,  et  d'une  disproportion  telle  quand  on  passe 
d'un  ordre  de  phénomènes  à  un  autre,  que  l'on  est  effecti- 
vement conduit  à  établir  entre  des  quantités  de  même  espèce 
une  subordination  de  grandeur. 

Ainsi,  dans  certaines  recherches  délicates  de  physique, 
telles  que  celles  qui  se  rapportent  à  la  capillarité  et  à  l'op- 
tique, on  a  pu  prendre  le  millimètre  pour  unité  de  longueur  : 
on  compliquerait,  sans  raison,  l'expression  numérique  des 
grandeurs  qu'il  s'agit  de  comparer  dans  ces  recherches,  si 
Ton  s'avisait  de  choisir  pour  unité  le  mètre  ou  le  kilomètre  ; 
et  il  serait  absurde  de  prendre  pour  imité  le  millimètre, 
quand  il  s'agit  de  comparer  des  hauteurs  de  montagnes  dont 
la  mesure  comporte  toujours  une  erreur  de  quelques  déci- 
mètres ou  même  de  quelques  mètres.  Que  s'il  s'agit  de  me- 
surer les  diamètres  du  soleil  et  des  planètes,  la  nature  de 
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l'observation,  l'analogie  conduisent  à  prendre  pour  terme 
de  comparaison  ou  pour  imité  de  longueur  le  rayon  terrestre  ; 
car,  non-seulement  des  différences  de  quelques  centaines  de 
mètres  sont  insignifiantes,  eu  égard  aux  dimensions  de  ces 
corps  énormes  et  aux  phénomènes  sur  lesquels  ces  dimen- 
sions ont  de  l'influence,  mais  encore  de  telles  différences 
sont  insaisissables  par  les  moyens  d'observation  et  de  me- 
sure dont  nous  disposons.  Enfin,  dans  la  mesure  des  dimen- 
sions des  orbites  planétaires,  le  rayon  même  du  globe  ter- 
restre serait  une  unité  disproportionnée  ;  le  grand  axe  de 
l'ellipse  que  la  terre  décrit  est  l'unité  convenable,  en  com- 
paraison de  laquelle  on  peut  regarder  comme  très  petites, 
ou  même  dans  beaucoup  de  cas  comme  échappant  à  nos 
mesures,  des  variations  de  distance  comparables  aux  dimen- 
sions de  la  terre. 

Il  serait  facile  de  pousser  cette  progression  plus  loin,  en 
continuant  de  prendre  nos  exemples  dans  des  phénomènes 
astronomiques  bien  généralement  connus  ;  mais  les  explica- 
tions déjà  données  font  suffisamment  comprendre  comment 
nous  sommes  conduits  à  concevoir  des  grandeurs  homo- 
gènes de  divers  ordres  :  de  manière  que,  dans  chaque  classe 
de  phénomènes,  et  pour  la  mesure  des  grandeurs  qui  s'y 
rapportent,  il  convienne  de  prendre  Punité  dans  un  certain 
ordre,  et  en  conséquence  d'exprimer  les  unités  de  l'ordre 
inférieur  par  de  très  petites  fractions.  C'est  à  cette  subordi- 
nation des  grandeurs,  lorsqu'elle  existe,  que  tient  la  sim- 
plicité des  lois  des  phénomènes,  et  que  nous  devons  la  puis- 
sance de  les  soumettre  au  calcul,  par  les  méthodes  d'ap- 
proximation que  l'analyse  a  fait  découvrir» 

Théorie  des  infiniment  petits  et  principes  du  calcul  infinitésimal. 

47 .  Étant  donnée  la  série  des  différences  des  divers  ordres 

ty,±*y>±'y, 


THÉORIE  DES  INFINIMENT  PETITS .  7  7 

qui  deviennent,  pour  de  très  petites  valeurs  de  Aar,  respecti- 
vement comparables  à 

a#,  Aa?»,  àx*,  , 

Terreur  que  Ton  commettra  en  négligeant  A*y ,  Ax*,  vis-à- 
vis  de  Ay  ?  As  ;  &*y,  A5#,  vis-à-vis  de  A*t/,  A*#,  et  aînsi  de 
suite,  sera  d'autant  moindre  que  l'on  prendra  pour  Ax  une 
quantité  plus  petite;  et  Ton  pourra  toujours  prendre  A# 
assez  petit  pour  que  Terreur  relative  commise  tombe  au- 
dessous  de  toute  grandeur  donnée.  C'est  ce  qu'on  exprime, 
d'après  Leibnitz,  d'une  manière  plus  brève,  en  disant  que 
A*y,  Aa:*,  sont  rigoureusement  négligeables  vis-à-vis  de 
Ay,  A#  ;  que  A*y,  Ax5,  le  sont  pareillement  vis-à-vis  de 
A*y,  Ao;*,  et  ainsi  de  suite,  lorsque  la  différence  Ax  est 
infiniment  petite. 

Ùlx  et  par  suite  Ay  étant  des  quantités  infiniment  pe- 
tites, A#*,  A*t/  sont  des  quantités  infiniment  petites  du 
second  ordre;  ce  qui  signifie  que  les  rapports 

Aa?f     AJy 
A»  '   Ay 

deviennent  aussi  des  quantités  infiniment  petites.  Ar5,  A3t/, 
sont  des  infiniment  petits  du  troisième  ordre  ;  ce  qui  revient 
à  dire  que  les  rapports 

A#8    A8y 
&X*'  A*y 

deviennent  des  quantités  infiniment  petites ,  ou  que  les 
rapports 

Afl?8     A8y 

àx  y    Ay 

sont  des  infiniment  petits  du  second  ordre.  Généralement , 
pour  des  valeurs  infiniment  petites  de  A#,  les  quantités 
Ait",  A"y,  deviennent,  dans  le  sens  qui  vient  d'être  expli- 
qué, des  quantités  infiniment  petites  du  nm  ordre. 
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Ce  langage  adopté,  au  lieu  de  dire  que  les  dérivées 


v'>  y">  y" 


sont  les  limites  vers  lesquelles  convergent  indéfiniment  les 
rapports 

Ay    A  «y    A»y 

*x'  À3f,Aa?8'  

quand  la  différence  àx  converge  indéfiniment  vers  zéro, 
nous  énoncerons  le  même  fait  en  disant  que  ces  fonctions 
dérivées  sont  les  valeurs  mêmes  des  rapports  correspon- 
dants, quand  la  différence  A#  devient  infiniment  petite,  et 
quand  par  suite  les  différences  At/,  A*t/,  A5!/, de- 
viennent des  quantités  infiniment  petites  du  premier,   du 

second,  du  troisième ordre,  chacune  rigoureusement 

négligeable  vis-à-vis  des  infiniment  petits  d'un  ordre  infé- 
rieur. 

Afin  d'exprimer  la  même  chose  avec  la  concision  qui  est 
propre  à  l'écriture  algébrique,  Leibnitz  emploie  la  caracté- 
risque  d  pour  désigner  des  différences  infiniment  petites  ; 
et  d'après  cette  notation,  nous  poserons 

du      „      d*y      ,„      d*y 

ou  bien 

dy  =  fx.dx,  d*y  =/"  x.dx%,  d*y  =  fxdx*,  etc. 
48.  Pour  faire  comprendre  tout  de  suite,  par  un  exemple 
très  simple,  la  raison  et  le  but  de  cet  algorithme,  proposons- 
nous  de  trouver  la  dérivée  de  la  fonction  algébrique 

y=x*  +  ax%  +  bx  +  c  : 
nous  aurons,  en  formant  d'abord  la  différence  Ay  pour  pas- 

Ay 

ser  de  là  au  rapport  ^* ,  et  ensuite  à  la  limite, 

Ay  =  (x  -f-  *x)*  -H«  (x-h  A^)*  +-  b  (x  H-  A<r)  4-  c  —  (x*  «4-  aw* 
-h  bx  4-  c)  =  (3a?*  -f-  2ar  -+-  b)  Aa?  4-  (3x  4-  a)  &x*  +  &x'; 
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(Toù  nous  tirons 

Ay 

--  =  3a?*  +  ax  +  b  +  (3a?  +  «)  **  +  *x*. 
&x 

Or,  si  nous  faisons  converger  indéfiniment  Anvers  zéro,  les 

termes 

(3a?  +  a)  &x,  &x* 

convergeront  aussi  indéfiniment  vers  zéro ,  et  s'évanouiront 
à  la  limite  :  donc  on  a 

y'  =  lim.  —  =  3a?*  •+   2  ax  +  b. 
Ax 

Au  lieu  d'employer  ce  tour  de  raisonnement,  traitons  les 
différences  A#,  Ay  comme  des  quantités  infiniment  petites, 
et  désignons-les  par  dx:  dy:  nous  aurons 

dy  «=  $x*  4-  2aa?  +  6)  dx  +  (3a?  +  a)  dx*  +  dx9;  (4) 

mais  les  termes 

(3a?  4-  a)  dx*,  dx9 

sont  des  infiniments  petits  du  second  et  du  troisième  ordre , 
qui  doivent  être  négligés  vis-à-vis  des  quantités  infiniment 
petites  du  premier  ordre, 

dy,  (3a?f  +  2aa?  +  b)  dx; 
donc  on  a  simplement 

dy  =  (3a?1  +  2oa?  +  b)  dx;   (2) 
d'où  l'on  tire,  comme  ci-dessus, 

xf  —  jL  —  3a?1  +  2  ax  +  b, 
dx 

Maintenant  (et  c'est  en  ceci  que  consiste  essentiellement 

l'avantage  du  procédé  de  Leibnitz)  il  est  clair  qu'on  aurait 

pu  se  dispenser  d'écrire  dans  l'équation  (1)  et  de  calculer 

préalablement  les  termes  en  dx*  et  d#3,  sachant  que  ces 

termes  ne  peuvent  être  que  des  infiniment  petits  d'ordres 

supérieurs,  destinés  à  disparaître  vis-à-vis  des  infiniment 

petits  du  premier  ordre,  de  même  et  par  la  même  raison 
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que  ceux-ci  disparaissent  vis-à-vis  des  quantités  finies.  Il 
y  a  plus  :  pour  former  Ay  on  a  eu  besoin  de  connaître  la 
formule  qui  donne  les  développements  des  puissances 
(x-j-Àr)5,  (x-f  A*)*;  tandis  que,  pour  former  l'équa- 
tion (2),  il  aurait  suffi  de  connaître  les  termes  affectés  de 
la  première  puissance  de  A#  dans  les  mêmes  développe- 
ments. 

Supposons  encore  que  nous  voulions  retrouver  la  dérivée 
de  la  fonction  qui  mesure  Taire  trapézoïdale  comprise  entre 
la  courbe  M' N'  (fig.  20) ,  Taxe  des  abscisses  et  deux  ordon- 
nées m0jp0,  mp,  dont  la  première  est  fixe,  tandis  que  l'autre 
se  déplace.  Cette  question  a  été  traitée  au  n°  33  par  la  con- 
sidération des  limites.  Pour  y  appliquer  les  principes  de 
Leibnitz,  nous  concevrons  que  F  abscisse  Op=x  augmente 
de  la  quantité  infiniment  petite  ppt  =  dx.  L'aire  mjpjpm 
étant  désignée  par  t/,  la  valeur  de  dy  sera  le  trapèze  curvi- 
ligne infiniment  petit  mppxmx.  Mais,  si  nous  menons  les 
droites  mnx,  mxn,  parallèles  à  ppx,  la  différence  de  dy  au 
rectangle  infiniment  petit  mppl  n,  sera  moindre  que  l'aire 
du  rectangle  mnxmxn^  qui  est  elle-même  un  infiniment  petit 
du  second  ordre,  puisque  les  deux  dimensions  mn,,  w^n, 
sont  chacune  des  infiniment  petits  du  premier  ordre.  Donc, 
en  négligeant,  comme  on  doit  le  faire,  les  infiniment  petits 
du  second  ordre  vis-à-vis  de  ceux  du  premier  ordre,  et  en 
désignant  par  f'x  l'ordonnée  courante  de  la  courbe  M'N',  on 

aura 

dy  =  fx.dx, 
d'où  l'on  tire 

y'=—  =  f'x; 
y      dx     ' 

ce  qui  apprend  que  la  dérivée  de  la  fonction  cherchée  est 
précisément  la  fonction  donnée  f'  x. 
En  général,  on  ne  soumet  à  des  raisonnements,  à  des 
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constructions  et  à  des  calculs,  des  infiniment  petits  de  di- 
vers ordres,  que  pour  assigner  des  rapports  finis  qui  exis- 
tent entre  des  infiniment  petits  du  même  ordre;  et  à 
cet  effet  on  néglige  constamment  les  infiniment  petits 
d'ordre  supérieur  vis-à-vis  des  infiniment  petits  d'ordre 
inférieur  :  ce  qui  opère,  dans  le  cours  même  des  rai- 
sonnements ,  des  constructions  et  des  calculs,  des  simpli- 
fications qui  constituent  essentiellement  l'avantage  de  la 
méthode. 

49.  Effectivement,  si  nous  pouvions  comparer  dès  le  dé- 
but ,  non  plus  seulement  dans  leurs  germes,  mais  dans  leurs 
applications  aussi  variées  qu'étendues,  la  méthode  des  limites 
et  la  méthode  infinitésimale,  nous  verrions  que  toutes  deux 
tendent  au  même  but,  qui  est  d'exprimer  la  loi  de  continuité 
dans  la  variation  des  grandeurs,  mais  qu'elles  y  tendent  par 
des  procédés  inverses.  Dans  la  première  méthode,  étant 
donnée  à  traiter  une  question  sur  des  grandeurs  qui  varient 
d'une  manière  continue ,  on  suppose  d'abord  qu'elles  pas- 
sent subitement  d'un  état  de  grandeur  à  un  autre;  et  l'on 
cherche  ensuite  vers  quelles  limites  convergent  les  valeurs 
obtenues  dans  cette  hypothèse,  quand  on  resserre  de  plus 
en  plus  l'intervalle  qui  sépare  deux  états  consécutifs.  Il  est 
clair  qu'on  n'obtient  ainsi  qu'après  coup,  à  la  fin  de  la  so- 
lution, les  simplifications  qui  résultent  de  la  continuité,  et 
que  la  méthode  infinitésimale ,  par  l'évanouissement  suc- 
cessif des  infiniment  petits  d'ordres  supérieurs,  donne  direc- 
tement et  successivement,  à  mesure  qu'on  avance  dans  le 
traitement  de  la  question. 

Aussi  peut  on  poser  en  fait  que,  quelque  adresse  que  l'on 
mette  à  employer  la  méthode  des  limites,  et  quelques  sim- 
plifications que  les  progrès  des  sciences  apportent  dans  les 
théories  mathématiques  et  physiques,  on  arrive  toujours  à 
des  questions  pour  lesquelles  il  faut  renoncer  à  cette  mé- 
t.  i.  6 
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thode,  et  y  substituer,  dans  le  langage  et  dans  les  calculs, 
Temploi  des  infiniment  petits  des  divers  ordres. 

D'ailleurs  la  méthode  infinitésimale  ne  constitue  pas  seu- 
lement un  artifice  ingénieux  :  elle  est  l'expression  naturelle 
du  mode  de  génération  des  grandeurs  physiques  qui  crois- 
sent par  éléments  plus  petits  que  toute  grandeur  finie.  Ainsi, 
pour  revenir  sur  un  exemple  cité  [42] ,  quand  un  corps,  en 
se  refroidissant ,  émet  sans  cesse  de  la  chaleur  thermomé- 
trique, la  perte  de  température  qu'il  éprouve  dans  un  inter- 
valle de  temps  quelconque,  si  petit  qu'on  le  suppose,  est  un 
effet  composé,  résultant,  comme  de  sa  cause,  de  la  loi  sui- 
vant laquelle  le  corps  émet  sans  cesse,  en  ohaque  instant 
infiniment  petit,  une  quantité  infiniment  petite  de  chaleur 
thermomé tique.  Le  rapport  entre  les  variations  élémentaires 
de  la  chaleur  et  du  temps  est  la  raison  du  rapport  qui  s'éta- 
blit entre  les  variations  de  ces  mêmes  grandeurs  quand  elles 
ont  acquis  des  valeurs  finies,  le  terme  de  raison  étant  pris 
ici  dans  son  acception  philosophique. 

De  même,  pour  employer  un  exemple  déjà  familier  à  la 
plupart  de  nos  lecteurs,  les  espaces  décrits  par  un  corps  qui 
tombe  librement,  en  cédant  à  l'action  de  la  pesanteur ,  va- 
rient proportionnellement  aux  carrés  des  temps  écoulés  de- 
puis le  commencement  de  la  chute,  parce  que  l'accroisse- 
ment infiniment  petit  de  l'espace  parcouru  est  proportionnel 
à  la  vitesse  acquise,  qui  elle-même,  par  un  résultat  évident 
de  l'action  continuelle  et  constante  de  la  pesanteur,  est  pro- 
portionnelle an  temps  écoulé  depuis  que  le  corps  est  en 
mouvement.  De  cette  relation  si  simple  entre  les  éléments 
du  temps  écoulé  et  de  l'espace  décrit,  dérive,  comme  de  sa 
cause,  la  loi  moins  simple  qui  lie  entre  elles  les  variations 
finies  de  ces  deux  grandeurs. 

Sous  ce  point  de  vue,  on  a  pu  dire  avec  fondement ,  que 
les  infiniment  petits  existent  dans  la  nature  ;  et  il  convien- 
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draH  certainement,  dans  le  même  ordre  d'idées,  d'appeler 
px  la  fonction  génératrice  ou  primitive,  et  fx  la  fonction 
dérivée,  an  lieu  d'appliquer  ces  dénominations  en  sens  in- 
verse, comme  l'a  fait  Lagrange,  guidé  en  cela  par  des  consi- 
dérations de  pure  algèbre. 

Du  reste,  ces  remarques  ne  concernent  pas  exclusivement 
les  grandeurs  douées  d'une  existence  physique  :  en  géomé- 
trie pure,  les  grandeurs  continues  ont  aussi  ou  peuvent  avoir 
leur  mode  naturel  de  génération,  par  le  mouvement  de  cer- 
tains points,  lignes  ou  surfaces  ;  et,  en  pareil  cas,  on  trouve 
le  même  avantage  à  saisir  directement  la  loi  des  variations 
infinitésimales,  de  laquelle  résulte  la  loi  des  variations  à 
l'état  de  grandeurs  finies. 

En  résumé,  la  méthode  infinitésimale  est  mieux  appro- 
priée à  la  nature  des  choses  :  elle  est  la  méthode  directe , 
au  point  de  vue  objectif  ;  et  c'est  pour  cela  que  l'algorithme 
de  Leibnitz,  qui  prête  à  cette  méthode  le  secours  d'une  no- 
tation régulière,  est  devenu  un  si  puissant  instrument,  a 
changé  la  face  des  mathématiques  pures  et  appliquées,  et 
constitue  à  lui  seul  une  invention  capitale  dont  l'honneur 
revient  sans  partage  à  ce  grand  philosophe.  D'un  autre  côté, 
le  concept  de  l'infiniment  petit  ne  peut  se  définir  logiquement 
que  d'une  manière  indirecte,  par  l'intermédiaire  des  hittites  ; 
de  sorte  qu'au  point  de  vue  logique  et  subjectif,  la  rigueur 
démonstrative  appartient  directement  à  la  méthode  des  li- 
mites ;  et  indirectement  à  la  méthode  infinitésimale,  en  tant 
que  celle-ci  devient,  à  l'aide  de  certaines  définitions  de  mots, 
une  pure  traduction  de  la  première.  La  conséquence  de  ce 
double  fait,  c'est  qu'on  ne  peut  se  dispenser  de  mettre  en 
évidence,  dans  les  cas  les  plus  simples,  l'identité  des  résul- 
tats des  deux  méthodes  ;  mais  qu'une  fois  cette  traduction 
bien  comprise,  il  convient  de  s'abandonner  à  la  méthode 
infinitésimale ,  qui  seule  peut  conduire  à  la  solution  des 
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questions  compliquées,  par  la  suppression  de  tout  échafau- 
dage inutile. 

Quoique  la  méthode  des  limites  ait  certainement  toute  la 
rigueur  logique  désirable,  le  concept  sur  lequel  elle  repose 
ne  semblait  pas  encore  assez  rigoureusement  défini  aux  géo- 
mètres de  l'antiquité,  habitués  aux  subtilités  de  la  dialecti- 
que grecque,  et  qui  cherchaient  toujours  à  réduire  le  nombre 
des  concepts  immédiats,  en  tirant  le  plus  grand  parti  pos- 
sible du  principe  d'identité  ou  de  contradiction  sur  lequel 
repose  la  démonstration  logique.  En  conséquence,  ils  substi- 
tuaient à  la  méthode  des  limites  le  procédé  si  connu  dans 
les  éléments,  de  la  réduction  à  l'absurde  ou  de  Yexhaustion  : 
procédé  le  plus  indirect  et  le  plus  compliqué  de  tous;  celui, 
par  conséquent,  qu'on  est  forcé  d'abandonner  le  plus  tôt , 
quand  on  s'élève  graduellement  des  questions  les  plus  sim- 
ples aux  questions  plus  complexes. 

Il  y  aurait  à  tirer,  du  rapprochement  de  ces  diverses 
théories  mathématiques ,  des  inductions  précieuses  pour 
l'étude  générale  des  opérations  et  des  lois  de  l'entende- 
ment ;  mais  ce  serait  faire,  dans  le  champ  de  la  philosophie 
pure,  une  excursion  incompatible  avec  le  but  essentiel  de 
cet  ouvrage. 

50.  Les  différences  infiniment  petites  dx,  dy,  <Py,  dhj, 

se  nomment  plus  brièvement  des  différentielles.  Les 

rapports 

dy    d*y    d'y 

dx'  dx*'  dx*' 

dont  nous  avons  fait  voir  l'identité  avec  les  fonctions  déri- 
vées y'9  y%  t/'V-.  quand  la  différentielle  dx  est  constante, 
et  avec  les  fluxions  y,  y,  y,....  quand  la  fluente  x  varie  ou 
s'écoule  uniformément  avec  le  temps,  ont  été  nommés,  par 
M.  Lacroix,  les  coefficients  différentiels  de  la  fonction  y,  et 
l'on  fait  maintenant  un  usage  fréquent  de  cette  expression. 
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L'ordre  dfun  coefficient  différentiel  est  celui  de  la  différen- 
tielle et  delà  fonction  dérivée  correspondantes. 

Différentier  une  fonction,  c'est  passer  de  cette  fonction  à 
sa  différentielle  :  la  branche  de  l'analyse  qui  a  pour  objet 
la  différentiation  des  fonctions  se  nomme  le  Calcul  diffé- 
rentiel. 

On  appelle  équations  différentielles  celles  qui  ont  lieu 
entre  la  variable  indépendante,  la  fonction  qui  en  dépend, 
et  les  dérivées  ou  les  coefficients  différentiels  de  cette  fonc- 
tion. L'ordre  d'une  équation  différentielle  est  celui  du  coef- 
ficient différentiel  de  Tordre  le  plus  élevé  qui  entre  dans 
cette  équation.  Ainsi 

f(t>,  y>  y')  =  0,  ou  f(x,  y,  ^)  =  0, 
est  une  équation  différentielle  du  premier  ordre  ; 

/f(^y,y',/)  =  o>ou/(a?,y,|,g)  =  of 

est  une  équation  différentielle  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de 
suite. 

51.  La  différence  finies — xa  est  la  somme  des  incré- 
menteinfiniment  petits  que  la  variable  indépendante  a  reçus 
successivement,  en  passant  de  la  valeur  x0  à  la  valeur  x  :  de 
même  la  différence  finie  y — y0  est  la  somme  des  incréments 
infiniment  petits  ou  des  éléments  différentiels 
dy  =rx-dx, 

par  l'accession  successive  desquels  la  fonction  a  passé  de  la 
valeur  y9  à  la  valeur  y  ;  ces  éléments  peuvent  d'ailleurs  être 
de  même  signe  que  dx  ou  de  signe  contraire  [30],  selon  que 
f  x  prend  une  valeur  positive  ou  négative. 
On  écrit  en  conséquence. 

y  —  yo  =  /    fx.dxy    (3) 
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OU 

fX—fXo=f     fx.dx, 

le  signe  /étant  regardé  comme  l'abréviation  du  mot. 
somme  ou  summa;  et  Ton  dit  que 

fx.dx 


X 


est  l'intégrale  de  la  différentielle  fx.  dx7  eitire  les  limites 
x0,  x{1). 
En  d'autres  termes,  si  l'on  prend 

X—Xo 

&x= , 

n 

la  somme 

fXo-*X  +  f{Xo  +  &X).*X  +  f  (So-4-  2  àX).&X  +  . .  .  . 

+  f[Xo(n+  4)Aa;].Aa? 
convergera  vers  la  limite 

fx  —  fXo 

quand  on  prendra  le  nombre  n  de  plus  en  plus  grand,  ou 
quand  A#  convergera  vers  zéro. 

52.  L'équation  (3)  montre  qu'il  ne  suffit  pas  d'assigner 
la  fonction  fx  pour  déterminer  complètement  la  fonction  y 
dont  fx  est  la  dérivée,  ou  dont  fxdx  est  la  différentielle  : 
il  faut  en  outre  assigner  explicitement  ou  implicitement  la 
valeur  de  la  fonction  y  correspondant  à  une  valeur  déter- 
minée de  la  variable  indépendante,  ce  qui  rentre  tout  à  fait 
dans  le  principe  déjà  connu  [31  et  39]. 

(')  Leibnitz  employait  toujours  le  terme  de  somme,  dont  le  signe/  est  l'a- 
bréviation; celui  d'intégrale  a  été  proposé  par  les  Bernoulli.  Voy.  Œuvres 
de  Leibnitz,  t.  III,  p.  326. 

C'est  un  usage  peu  ancien  que  celui  d'écrire  en  indices»  au  haut  et  au  bas 
du  signe  /,  les  valeurs  de  la  variable  indépendante  entre  lesquelles  la  somma- 
tion ou  l'intégration  s'effectue  :  cette  notation  très  commode  a  été  proposée 
par  Fourrier,  et  on  Ta  aussitôt  généralement  adoptée. 
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Il  suit  de  là  :  1°  que,  si  l'on  peut  découvrir,  par  un  moyen 
quelconque,  une  fonction  fx  qui  jouisse  de  la  propriété 
d'avoir  pour  dérivée  fx,  on  aura,  pour  des  valeurs  quel- 
conques des  limites  xoy  x,  la  valeur  de  l'intégrale 


/. 


fxdx  =  fx  —  fx9  \ 
2°  que 

C  désignant  une  constante  arbitraire,  est  l'expression  géné- 
rale des  fonctions  qui  ont  pour  dérivée  f'x.  En  conséquence, 
on  qualifie  d'intégration  indéfinie  l'opération  par  laquelle 
on  remonte  de  la  dérivée  f'x  à  l'expression  générale  des 
fonctions  dont  elle  est  la  dérivée,  ou  de  la  différentielle 
fxdx  à  l'expression  générale  des  fonctions  dont  elle  est  la 
différentielle,  et  l'on  indique  cette  opération  par  le  signe 
Jl  sans  désignation  de  limites.  Ainsi  l'on  écrira 

ffxdxzzfx  +  C, 

ou  bien 

J*fxdx  =fx  +  const.  *y 

et  Ton  dira  que  l'expression 

fx  +  const. 

est  Y  intégrale  indéfinie  de  la  différentielle  fxdx. 

Par  opposition,  on  appelle  intégrales  définies  celles  qui 
sont  prises  entre  des  limites  indiquées,  et  que  n'accompagne 
plus  la  constante  arbitraire  inhérente  à  l'intégrale  indéfinie. 

53.  Le  Calcul  intégral,  que  l'on  peut  considérer  comme 
l'inverse  du  calcul  différentiel,  a  pour  objet  la  détermination 
des  intégrales,  indéfinies  et  définies.  On  comprend  à  la  fois, 
sous  la  dénomination  de  Calcul  infinitésimal,  le  calcul  dif- 
férentiel et  le  calcul  intégral. 

Le  calcul  infinitésimal,  en  tant  qu'il  a  pour  objet  de  dé- 
mon trer,  à  l'aide  d'un  langage  et  d'un  algorithme  partirai- 

T.  h 
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liera,  les  relations  générales  qui  subsistent  entre  les  fonctions 
et  leurs  dérivées  des  divers  ordres,  renferme  -ce  qu'il  y  a  de 
plus  important  dans  la  théorie  des  fonctions,  et  se  confond 
en  quelque  sorte  avec  cette  théorie,  dans  l'état  de  la  science  ; 
mais  il  faut  pourtant  distinguer,  au  point  de  vue  rationnel, 
le  calcul  qui  n'est  qu'un  instrument,  d'avec  la  théorie  à  la- 
quelle on  l'applique. 

Il  ne  faut  pas  identifier  non  plus  la  méthode  infinitésimale 
(méthode  que  l'on  avait  déjà  appliquée  avant  Leibnitz  et 
que  Ton  applique  encore  dans  les  parties  élémentaires  de  la 
géométrie  et  de  la  statique)  avec  l'algorithme  différentiel 
imaginé  par  Leibnitz,  en  vue  des  applications  de  la  méthode 
infinitésimale  à  la  théorie  des  fonctions. 

L'usage  apprendra  que  cet  algorithme,  malgré  ses  avan- 
tages généraux,  n'est  pas  exempt  de  quelques  imperfec- 
tions inhérentes  au  mode  d'écriture,  et  qui  ne  tiennent 
pas  au  fond  de  la  méthode  infinitésimale.  Dans  certains 
cas,  l'algorithme  de  Lagrange  est  plus  commode,  et  alors 
les  analystes  ne  font  aucune  difficulté  de  l'employer, 
tout  en  se  servant  plus  habituellement  de  la  notation 
leibnitzienne. 

54.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que 
la  fonction  n'éprouve  point  de  solution  de  continuité,  ré- 
sultant de  ce  que  cette  fonction  ou  ses  dérivées  des  divers 
ordres  passent  par  l'infini,  ou  passent  brusquement  d'ime 
valeur  finie  à  une  autre.  En  effet,  dire  que  la  fonction  y 
éprouve  une  solution  de  continuité  du  premier  ordre,  c'est 
dire  que,  pour  une  variation  infiniment  petite  d#,  la  varia- 
tion correspondante  dy  a  une  valeur  finie  ou  infinie  :  infinie 
si  y  passe  par  l'infini,  finie,  si  y  passe  brusquement  d'une 
valeur  finie  à  une  autre  ;  et  dans  l'un  et  l'autre  cas  il  n'ept 
plus  permis  da  traiter  dy  comme  un  infiniment  petit  du 
même  ordre  que  dx.  Pareillement,  si  la  fonction  y  éprouve 
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nne  solution  de  continuité  du  second  ordre,  du'  =f  — ^  est 

u  dx 
une  quantité  finie  ou  infinie  a,  et  la  différentielle  seconde 
(fy  =  adx  n'est  plus  un  infiniment  petit  du  second  ordre, 
négligeable  vis-à-vis  des  infiniment  petits  du  premier  ordre, 
et  ainsi  de  suite.  Donc  toutes  les  formules  auxquelles  on  est 
parvenu  en  employant  la  différentielle  dy  et  en  la  traitant 
comme  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  cesseront  en 
général  d'être  exactes,  si  la  fonction  y  éprouve  une  solution 
de  continuité  du  premier  ordre  ;  toutes  celles  qui  ont  exigé 
Temploi  de  la  différentielle  seconde  d?yf  traitée  comme  un 
infiniment  petit  du  second  ordre,  cesseront  aussi  en  général 
d'être  exactes,  non-seulement  lorsque  y  éprouvera,  dans  les 
limites  de  l'application  des  formules,  une  solution  de  conti- 
nuité du  premier  ordre,  mais  lors  même  qu'elle  ne  subirait, 
entre  les  mêmes  limites,  qu'une  solution  de  continuité  du 
second  ordre  ;  et  ainsi  à  l'infini. 

Toutes  les  fois  que  des  valeurs  infinies  de  dy  correspon- 
dent à  des  valeurs  infiniment  petites  de  dx,  le  coefficient 

différentiel    -r-  devient  infini;  mais  la  réciproque  n'est  pas 

vraie  généralement;  ee  qui  revient  à  cette  remarque  déjà 
faite,  et  rendue  évidente  par  la  considération  des  courbes 
[35],  que  la  dérivée  y'  peut  passer  par  l'infini  sans  que  la 
fonction  y  cesse  d'être  finie.  En  regardant  d'ailleurs  dy 
comme  h,  limite  de  la  valeur  de  Ay  tirée  de  l'équation 

on  conçoit  que  la  limite  du  produit  de  deux  facteurs,  dont 

l'un  —  converge  vers  l'infini,  et  l'autre  A#  converge  vers 

zéro,  peut  être  l'infini,  ou  une  quantité  finie,  ou  même  zéro. 
Dans  les  deux  premiers  cas 

dy  3?  fx  d^ 
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est  une  quantité  infinie  ou  finie,  et  la  fonction  y  éprouve  une 
solution  de  continuité  du  premier  ordre  ;  mais  dans  le  troi- 
sième cas  dy  reste  une  quantité  infiniment  petite,  et  y  n'é- 
prouve qu'une  solution  de  continuité  du  second  ordre.  De 

même,  si  dy1 =-r-  passe  par  l'infini,  le  coefficient  différen- 
ds 
tiel  du  second  ordre  —,  devient  à  plus  forte  raison  infini  ; 

mais  l'inverse  n'est  pas  généralement  vrai,  et  ce  coefficient 
différentiel  ou  la  dérivée  correspondante  fx  peut  passer  par 

d*y 
l'infini,  sans  que  dy'  =  -r-  cesse  d'être  une  quantité  infini- 
ment petite  du  premier  ordre,  et  par  conséquent  sans  que 
cTy  cesse  d'être  une  quantité  infiniment  petite  du  second 
ordre;  auquel  cas  y  ne  subit  qu'une  solution  de  continuité 
du  troisième  ordre. 

L'équation 

dy  =  fxdx 

et  celle  qui  s'en  déduit  [51] 

y—y*—l  f*dx, 


cessent  d'offrir  un  sens  quand  la  différence  dy  passe  par 
l'infini,  pour  des  valeurs  de  x  comprises  entre  les  limites  de 
l'intégrale  :  ce  qui  suppose,  d'après  ce  qu'on  vient  d'expli- 
quer, non-seulement  que  fx  devient  infinie ,  mais  encore 
que  le  produit  fxdx  conserve  une  valeur  infinie.  Cependant, 
si  fx  désigne  une  fonction  dont  la  dérivée  soit  fx,  de  ma- 
nière qu'on  ait  l'intégrale  indéfinie 

ffxdx  =  fx+C, 
on  en  conclura 

y— yf=/fc- fo, 
pour  l'équation  d'une  courbe  dont  la  courbe  dérivée 'aurait 
pour  ordonnée  y'  =  fx,  et  qui  serait  en  outre  assujettie  à 
passer  par  le  point  (#0,t/0),  mais  dont  l'ordonnée  y  passerait 
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par  l'infini  9  pour  des  valeurs  de  l'abscisse  comprises  entre 
x0  et  x.  L'expression  fx  —  fx0  représenterait  encore  la  diffé- 
rence des  ordonnées  y,  y„,  mais  ne  représenterait  plus  la 
somme  des  valeurs  de  la  différentielle  dy  =  fx  dx,  entre  les 
valeurs  x„  x  de  la  variable  indépendante.  Nous  reviendrons 
par  la  suite  sur  des  exemples  de  ce  cas  exceptionnel,  déjà 
présenté  sous  une  autre  forme  [35],  et  qu'il  suffit  de  rappe- 
ler! ci. 

55.  Parla  même  raison,  nous  nous  contenterons  d'indi- 
quer rapidement  la  forme  que  prennent  les  théorèmes  géné- 
raux sur  les  fonctions  dérivées,  démontrés  dans  le  chapitre 
précédent,  lorsqu'on  y  adapte  la  méthode  et  les  notations  du 
calcul  infinitésimal, 

1°  Si  Ton  pose 

y  =  w  +  t;  +  ttr+  etc., 

u,  v,  w,  etc„  désignant  des  fonctions  d'une  même  variable 
indépendante  x,  on  a  évidemment ,  en  passant  aux  différen- 
tielles, 

dy  =  du  +  dv-hdw  +  etc. 

Ainsi  la  différentielle  d'une  somme  de  fonctions  est  la  somme 
de  leurs  différentielles ,  le  mot  de  somme  devant  être  pris 
dans  son  acception  algébrique.  On  en  conclut 

du       du      dv      dw 

dx       dx      dx      dx 
équation  qui  est  l'expression  du  théorème  sur  les  fonctions 
dérivées,  démontré  directement  au  n°  39. 
On  a  inversement 

ydx  =  I    udx  +J     vdx  +J    wdx  +  ete., 

ce  qu'on  énonce  en  disant  que  l'intégrale  définie  d'une 
somme  de  fonctions  est  la  somme  de  leurs  intégrales  défi- 
nies, entre  les  mêmes  limites. 
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Il  est  permis  d'établir  la  même  identité  entre  les  intégrales 
indéfinies,  et  d'écrire 

Jydx  zzjudx  +Jvdx  +Jwdx  +  etc,        (4) 

Pour  l'intelligence  de  cette  dernière  formule,  admettons 
qu'on  ait  trouvé  séparément 

jydx  =  F*  +  G,  judx  =  fx  +  c,  fvdx  =  fxx  +  cl,Jwdx  = 

A  +  c„etc, 

*>. 

C,  c,  c1,  c1,  etc.,  désignant  des  constantes  arbitraires  :  d'a- 
près la  formule  (4)  il  faudra  qu'on  puisse,  par  un  choix  con- 
venable de  la  constante  G,  établir  l'identité 

Fx  +  C  =  fx  +  c  +  fxx  +  ct  +  fxx  +  c,  +  etc., 

quelles  que  soient  les  valeurs  attribuées  aux  constantes  c, 
c  y  c  ,  etc. 

2°  La  différentielle  du  produit  de  deux  fonctions  est  la 
somme  des  produits  qu'on  obtient  en  multipliant  chacune 
des  fonctions  par  la  différentielle  de  l'autre.  En  effet  Ton  a 

d.uv  =  (w  +  du)  (v+dv)  — uv, 

d'où,  en  développant,  et  en  négligeant  l'infîniment  petit  du 

second  ordre  du  dv  vis-à-vis  des  infiniment  petits  du  premier 

ordre, 

d  .  uv  =  vdu  +  udv.       (5) 

Si  l'on  passe  aux  coefficients  différentiels,  il  viendra 
d.uv         du         dv 
dx  dx         dxy 

ce  qui  est  l'expression  d'un  autre  théorème  sur  les  fonctions 
dérivées,  contenu  dans  l'équation  (6)  du  n°  cité. 
On  met  l'équation  (5)  sous  la  forme 
d.uv du       dv 

•  uv  U  V  ' 
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et  Ton  en  conclut  facilement 

d.iww du   .  dv        dw 

=  —H —  +  —  +  etc.      (6) 

Si  u  est  un  nombre  constant  a,  du  devient  nul ,  et  l'on  a 
simplement 

d.av  =  adv. 

Inversement  on  aurait 


et 


avdx  =  a  /     vdx, 


javdx  =  ajvdx, 

cette  dernière  équation   étant  interprétée  comme  la  for- 
mule  (4). 
Soit 

U  =  fX,  V  =  $X9  UV  =  fX.  fx  as  fx  : 

l'équation  (5)  prendra  la  forme 

fxdx-zz  $x.  f'xdx  H-  tpx.yxdx, 
d'où 

#c  fx  dx-zzfxdx  —  fx.f'x  dx,      (7) 
et  en  intégrant 

yfx.pxdx  =  fx  —  fx.  —  /    tx.y'xdx, 
ou  bien 

/     fX.VxdX  =:fX.}X  —  fX*.$X.  —  /      yjfX.  f'xdx.      (8) 

De  cette  manière,  l'intégration  de  la  fonction  yx.ty'xdx  a 
été  ramenée  à  l'intégration  de  la  fonction  ty'x  dx  (ce  qui  fait 
connaître  la  fonction  40 >  et  à  celle  de  la  fonction  tyx.yx  dx  ; 
Tune  et  l'autre  intégration  pouvant,  dans  beaucoup  de  cas, 
s'opérer  plus  simplement  que  celle  de  la  fonction  proposée. 
Ce  procédé,  dont  nous  verrons  que  Ton  fait  le  plus  fréquent 
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usage  dans  le  calcul  intégral,  est  connu  sous  le  nom  d'inté- 
gration par  parties. 

Si  l'on  prend  les  intégrales  des  deux  membres  de  l'équa- 
tion (7),  sans  égard  aux  limites,  il  viendra 


ou 


7fX.yxdx  =  fx  —  jix.f'xdx, 
J^x.yxdx  =  fX^x  —Jix.f'xdx.     (%) 


Il  serait  inutile  d'ajouter  une  constante  arbitraire  à  l'inté- 
grale du  terme  f'x  dx,  parce  qu'elle  se  confond  avec  la  con- 
stante arbitraire  qui  accompagne  nécessairement  l'intégrale 
indéfinie  tyx .  y'xdx.  Par  ce  moyen,  chaque  membre  de 
Tidentité  (9)  est  censé  accompagné  d'une  constante  arbi- 
traire, de  façon  que  Ton  puisse  toujours  disposer  de  la  va- 
leur de  l'une  des  constantes  pour  établir  l'identité,  quelle 
que  soit  la  valeur  numérique  assignée  arbitrairement  à 
l'autre  constante,  comme  nous  l'avons  expliqué  au  sujet  de 
la  formule  (4). 

3°  Soit 

r 
u»  =  r,ouv  =  — •; 
u 

il  viendra,  par  l'équation  (5), 

_       rf.wt?  —  vdu         _    r        udr  —  rdu 

aw= ,  oud.  —  = .    MO) 

«  u  u1 

Dans  le  cas  der=l ,  on  a 

,  4  du 

rf.-  =  -  — .        (44) 
u  u* 

56.  Nous  avons,  dans  tout  ce  qui  précède,  traité  y  comme 
une  fonction  immédiate  de  la  variable  indépendante  x  :  si* 
était  elle-même  une  fonction  de  la  variable  *,  et  qu'on  eût  à 
la  fois 

y=fz,x  =  ii9 
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la  différentielle  dx  cesserait  d'être  constante  et  serait  donnée 

par  l'équation 

dx  =  ?'t.dt, 
d'où  Ton  tirerait 

dy  =  fx.f't.dt, 

ou  bien,  en  passant  aux  coefficients  différentiels, 

équation  qui  est  l'expression  de  la  règle  pour  la  dérivation 
des  fonctions  médiates,  déjà  établies  [40].  Il  n'y  a  aucune 
difficulté  à  la  généraliser,  en  supposant  un  nombre  quel- 
conque de  variables  intermédiaires  entre  y  et  t. 
57.  Si  l'on  différentie  les  deux  membres  de  l'équation 

¥      dx9 
en  cessant  de  considérer  la  variable  x  comme  indépendante, 
et  par  suite  sa  variation  comme  uniforme,  ou  dx  comme  une 
quantité  constante,  on  aura,  en  vertu  de  la  formule  (1 0)  où 
l'on  fera  r  =  dy>  u  =  dx, 


,  ,        d*ydx—dyd*x 

rfy= 1P ' 

et  par  suite 

_  dy'  _  d*ydx  —  dyd*x 

y  —Tx—        d?         •      (l2) 
Quand  #  et  y  seront  donnés  en  fonction  de  la  variable  indé- 
pendante t  par  des  équations  de  la  forme 

on  en  tirera 

dxzz  f'tdtydy  =  ytdt, 

d*x  =f'tdi*9d*y=:ptdi*. 

Après  qu'on  aura  substitué  ces  valeurs  dans  la  formule  (1 2), 

di  s'en  ira  comme  commun  aux  deux  termes  du  rapport , 

et  Ton  retombera  sur  l'équation  [d)  du  n°  41 . 
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On  trouverait,  au  moyen  de  calculs  semblables,  les  for- 
mules par  lesquelles  les  dérivées  supérieures  y'%  y", etc., 
s'expriment  en  fonction  des  différentielles 

dy,  d*y,  d*y,  dky ;  dx,  d*x,  d*x9  dkx , 

quand  on  cesse  de  regarder  la  différentielle  dx  comme  con- 
stante :  mais,  pour  effectuer  commodément  ces  calculs ,  il 
convient  de  s'être  familiarisé  avec  l'application  des  règles 
du  calcul  différentiel  aux  fonctions  algébriques,  application 
qui  doit  faire  l'objet  du  chapitre  suivant. 

Pour  revenir  au  cas  où  la  variable  x  est  traitée  comme 
indépendante,  on  fera  dans  l'équation  (1 2)  cPx  =  0,  et  l'on 
retombera  sur  la  formule 


dx*9 


y"  = 


comme  cela  doit  être.  Si  l'on  veut,  au  contraire  prendre  y 
pour  variable  indépendante,  on  posera  d?y  =  0,  et  il 
viendra 


y  dy*'\dx)' 


dy* 
formule  identique  avec  l'équation  (e)  du  n°  cité  plus  haut. 


LIVRE    DEUXIEME. 

DIFFÉRENTIATION 

DES  FONCTIONS  EXPLICITES  DUNE  SEULE  VARIABLE. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DIFFÉRENTIATION    DES    FONCTIONS   ALGÉBRIQUES   ET 
TRANSCENDANTES. 

58.  Nous  avons  passé  en  revue,  dans  les  deux  chapitres 
précédents,  les  principes  généraux  de  la  dérivation  ou  de  la 
différentiation,  principes  applicables  à  des  fonctions  quel- 
conques et  indépendants  des  procédés  particuliers  par  les- 
quels on  parviendra,  suivant  les  cas,  à  découvrir  les  valeurs 
des  dérivées  ou  des  différentielles  d'une  fonction  proposée. 
Ces  principes  subsistent,  soit  qu'on  ne  puisse  assigner  nu- 
mériquement les  valeurs  des  dérivées  ou  des  coefficients 
'différentiels  que  par  approximation  [44],  et  séparément 
pour  chaque  valeur  de  la  variable  indépendante,  comme 
c'est  le  cas  à  l'égard  des  fonctions  empiriques,  qui  ne  sont 
données  que  par  une  table ,  soit  qu'on  puisse  comprendre 
dans  une  formule  mathématique  les  valeurs  exactes  des 
coefficients  différentiels  pou?  des  valeurs  quelconques  de  la 
variable  indépendante,  comme  nous  allons  voir  que  cela  à 
lieu  à  l'égard  des  fonctions  algébriques  et  des  transcen- 
dantes qui  nous  sont  connues. 

En  vertu  des  principes  généraux  que  Ton  vient  de  rap- 
peler [55  et  mit?.],  le  problème  de  la  différentiation  des 
t.  i.  7 
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fonctions  algébriques,  logarithmiques,  exponentielles  et  tri- 
gon  orné  triques,  est  ramené  à  la  différentiation  des  trois 
fonctions  élémentaires  suivantes  : 

1°  y  =  x",  en  supposant  à  l'exposant  m  une  valeur  quel- 
conque. 

2°  y  =  log  x,  ce  qui  donnera  la  différentielle  de  la  fonc- 
tion inverse  x  =  a'  (a  désignant  la  base  des  logarithmes), 
ou,  par  une  permutation  de  lettres ,  la  différentielle  de  la 
fonction  exponentielle  y  =  a0. 

3°  y  =  sin  x ,  d'où  l'on  déduit  les  différentielles  des 
autres  fonctions  trigonométriques,  et  des  arcs  qui  en  sont 
les  fonctions  inverses. 

Quand  on  saura  différentier  ces  fonctions  élémentaires,  la 
règle  pour  la  différentiation  des  fonctions  médiates  donnera 
les  différentielles  des  fonctions  complexes  quelconques,  sus- 
ceptibles de  s'exprimer  explicitement  par  les  signes  usités 
en  algèbre  et  en  trigonométrie. 

59.  Occupons-nous  d'abord  de  la  fonction  xm.  En  pre- 
mier lieu,  si  l'exposant  m  est  un  nombre  entier  positif,  l'é- 
quation (6)  du  n°  )55  donnera,  après  qu'on  y  aurait  fait 
u  =  v  =  tv =  x. 


7 

d.aT 

dx 

— — ^— 

«=»w , 

or 

X   ' 

ou 

d.x"  =  mar-t  dx.  (a) 

Si  m  est  égal  à  une  fraction  positive  £,  p  et  q  désignant 

des  nombres  entiers  positifs,   on   posera  x9—  z,  d'c^ 
af  =  2%  et  en  différentiant  d'après  la  formule  (a) 

px'~x  dxz^qtf'1  dz. 
On  tire  de  là 

\p      p    p 
dz  =  d.x~q=z-  x}    ldx, 
9 
en  sorte  que  la  formule  (a)  est  démontrée  pour  toutes  les 
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valeurs  positives  et  commensurables  de  m.  Supposons  que 
m  ait  une  valeur  négative  et  égale  à  —  n,  n  désignant  un 
nombre  positif  commensurable  :  on  aura,  en  faisant 
u  =  x*  dans  l'équation  (1 1)  du  n°  55, 

\         d.xr 
d.ar  =  d.  — = —  =  —  nxr—ldx=imxr-ldx, 

xr  xu 

au  moyen  de  quoi  la  formule  (a)  se  trouvera'  démontrée 

pour  toutes  les  valeurs  commensurables  de  l'exposant  m, 

tant  positives  que  négatives. 

On  est  fondé  à  en  conclure  qu'elle  subsiste  aussi  pour  les 

valeurs  incommensurables  de  m.  En  effet,  admettons  qu'on 

ait,  dans  le  cas  de  l'incommensurabilité  de  m, 

d.xr 

— — =:»î£~   l  +  fX, 
dx 

et  soit  m'  un  nombre  commensurable,  qui  pourra  différer  de 
m  d'aussi  peu  qu'on  voudra.  Désignons  en  outre  par  xi9  xê 
deux  valeurs  de  x  séparées  par  im  intervalle  iini,  et  choi- 
sies de  manière  que  la  fonction  <j>  #  ne  change  pas  de  signe 
dans  l'intervalle,  ce  qui  est  toujours  possible  :  on  aura 

x~  -  x9m  =  /     mx"-l.dx+  I     fX.dx 

xtm  —  xQm'  =  f     m'xT'-1  dx; 

d'où 

xtm  —  x~'  —  (xêm  —x9m')  ~  Jmxm-J.dx  —  f    ' m'x"-l.rf* 

+  /    ' *xdx. 
J  x. 

Mais  la  différence  m  —  m' convergeant  indéfiniment  vers 
zéro,  les  quantités 

X  J  —     X\  y       XO  ~~     Xq  y 

f  '  mxm- ' . dx  — J   '  m'xr'- l.dx=  f  '  (m*—1  —  m'xm -1)  dx 
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convergeront  aussi  indéfiniment  vers  zéro  :  donc  il  faut  que 
que  l'intégrale  définie. 

fcX, 

qui  ne  dépend  pas  de  m',  s'évanouisse  d'elle-même  ;  et 
comme  les  limites  de  l'intégrale  ont  été  choisies  de  ma- 
nière que  <f  x  ne  change  pas  de  signes  entre  ces  limites,  il 
faut  que  la  fonction  <p  x  soit  nulle,  pour  chaque  valeur  de  x. 
On  doit  remarquer  deux  valeurs  particulières  de  m  qui  se 
présentent  fréquemment  dans  les  applications,  les  valeurs 

Jet  —  £:  ona 

_       dx    •        h  dx 

60.  La  formule  (a)  donnant  pour  y=xm, 

-2  =  ma—', 
dx 

on  en  tirera  par  une  seconde  différentiation 

d*y 

et  en  général 

-^=  m  (m  —  0  (m  —  2) (w-i  +  4)  *—  '. 

Si  l'exposant  m  est  un  nombre  entier  positif,  le  coefficient 
différentiel  de  Tordre  m  se  réduira  au  nombre  constant 
ro(m  -  4)(m-2) 3.2.4; 

par  conséquent  le  coefficient  différentiel  de  l'ordre  m  +  1 
et  ceux  des  ordres  supérieurs  seront  nuls.  Cette  propriété, 
qui  appartient  au  monôme  xm7  quand  m  est  un  nombre  en- 
tier positif,  appartient  aussi  à  toute  fonction  algébrique  en- 
tière et  rationnelle  de  x,  puisqu'on  peut  toujours  dévelop- 
per une  fonction  de  cette  nature  en  une  suite  finie  de  mo- 
nômes 

kxr  +  Bx"  +  Caf  +  etc., 
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m,n,  p, étant  des  nombres  entiers  positifs.  Si  m  dé- 
signe le  plus  haut  exposant,  il  est  clair,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, que  le  coefficient  différentiel  de  Tordre  m  de  la  fonction 
dont  il  s'agit  se  réduira  au  nombre  constant 

Aro(m  — <)(m  —  fc) 3.» .<  , 

et  que  les  coefficients  différentiels  des  ordres  supérieurs 
s'évanouiront. 

61.  Pour  trouver  la  différentielle  de  la  fonction  trans- 
cendante 

y=log*, 

nous  emploierons  directement  la  considération  des  limites. 
Ona 

Ax  Ax  Ax  X  Ax 

X 

Le  rapport— converge  indéfiniment  vers  zéro  en  même 
temps  que  Aa,  tant  que  x  n'est  pas  nul  :  de  sorte  que,  pour 
avoir  ^ ,  il  ne  s'agit  que  d'assigner  la  limite  vers  laquelle 
converge 

et  par  conséquent  la  limite  vers  laquelle  converge  le  nombre 

(«  +  0«,     (E) 
quand  le  nombre  e  converge  indéfiniment  vers  zéro. 

Or,  on  pourra  toujours  satisfaire  à  la  condition  de  faire 
converger  indéfiniment  vers  zéro  le  nombre  e,  en  posant 

\ 

et  en  prenant  pour  n  un  nombre  entier  positif  de  plus  en 


(-3= 
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plus  grand.  La  formule  du  binôme  donnera 

i    .  n    {  ■  "(»-<)    4    ,  n(n-J)(n-2)     1 

n(n-l)  (n-2)...(n-v+4)    £  .       |  w(n-4)  (n-3)... [n-(n-Q]    4 

",+        4.2.3 v        ,«.i"""+        4.2.3 n         '^ 

ou  bien 

0+D'-+î+rîO>rr.(-DO-D+~ 

+rr^-;0-D0-D Q~)+ 

+,.*.z.X+,)..«  0  -D  0  -;)-0  -^-O  -=r)w 

Tous  les  termes  de  cette  suite,  à  partir  du  second,  vont 
évidemment  en  décroissant  de  valeur  :  nous  disons  de  plus 
qu'on  peut  toujours  prendre  v  assez  grand  pour  que,  si  Ton 
arrête  la  suite  au  terme 

.tt^O-SO-D 0-^>  « 

la  somme  des  termes  négligés  tombe  au-dessous  de  toute 
grandeur  donnée,  si  grand  que  soit  n. 
En  effet,  cette  somme  est  plus  petite  que 

4.2.3 v(v-H)+  4.2.3...  .v(v+*)(v+2)+ +  4.2.3...v(v+4)....»' 

et  à  fortiori  plus  petite  que 

quand  n  augmente  indéfiniment,  elle  est  moindre  que  las 
somme  de  la  série 

Ï  +  5P  +  -"  etc" 
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prolongée  à  l'infini,  laquelle  est  égale  à 

J_ 

et  tombe  au  dessous  de  toute  grandeur  donnée,  pour  une 
valeur  convenable  de  v. 

Après  avoir  arrêté  la  suite  (n)  au  terme  (v),  si  nous  pre- 
nons pour  n  un  nombre  de  plus  en  plus  grand,  la  valeur  de 
cette  suite  convergera  indéfiniment  vers  celle  de  la  suite 


4       4.2      4.2.3  4.2.3. ...v 

Donc  la  limite  vers  laquelle  converge  le  nombre  (E),  pour 
des  valeurs  de  e  de  plus  en  plus  petites,  sera  donnée  par  cette 
dernière  suite  avec  une  approximation  d'autant  plus  grande 
que  l'on  aura  pris  pour  v  un  nombre  plus  grand  et  qu'elle 
comprendra  plus  de  termes.  Donc,  si  Ton  désigne  par  e,  se- 
lon l'usage  généralement  reçu,  la  limite  dont  il  s'agit,  il 

viendra 

4       4  4  4 

e  =  4  +H 1 h ; h  etc.,     (e) 

le  second  membre  de  l'équation  étant  une  série  prolongée  h 
l'infini,  et  convergente  en  vertu  de  la  règle  du  n°  26. 
D'ailleurs  la  série 

4  K  \ 

—  +  — —  A h  etc., 

4. 2^4. 2. 3  ^4.2.3.4^        ' 

a  tous  ses  termes  plus  petits  que  ceux  de  même  rang  dans  la 

série 

4        4         4 

-+-+-+  etc., 
2  ~  2*       2» 

qui  est  convergente  et  a  pour  somme  l'unité.  Donc  la  valeur 

de  e  est  comprise  entre  2  et  3. 

62.  En  prenant  la  somme  des  14  premiers  termes  de  la 

série  (e),  on  trouve 

*  =  2,74828     48284 
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Si  Ton  n'avait  calculé  que  les  neuf  premiers  chiffres  de  la 
partie  décimale  de  e,  le  retour  accidentel  de  quatre  chiffres 
dans  le  même  ordre  aurait  pu  porter  à  croire  que  le  nombre 
e  s'exprime  par  une  fraction  décimale  périodique,  et  consé- 
quemment  qu'il  a  une  valeur  commensurable.  Mais  cette 
induction  serait  trompeuse  :  et,  en  effet,  supposons  que  e 

puisse  être  égale  à  la  fraction  commensurable e,  en  sorte 
qu'on  ait 

v      Z^  4  *^  1.2.3^       ^M.3...vTY«.3...v(v-H)^ 

P,  v  désignant  des  nombres  entiers,  on  en  conclura,  en  mul- 
tipliant tous  les  termes  parle  produit  continu  1.  2.  3...  v, 

\  .3.3.. ..(v— *)  fi—  [2«  .3.1,.. .v-f  3.4....v+4.5....v+ +0 

=7fi  +  (v-H)(v+2)  +  (v+4)(v42)(v+3)+  etC' 

La  somme  de  la  série  qui  forme  le  second  membre  de 
l'équation  précédente  devrait  donc  être  un  nombre  entier r 
positif  ou  négatif,  tandis  qu'elle  est  positive  et  moindre  que 

-  qui  est  la  somme  de  la  série 


v-H      H-*)1  ^(v-H)' 


etc. 


On  démontre  aussi,  mais  moins  simplement,  que  toutes 
les  puissances  du  nombre  e,  à  exposants  rationnels,  sont 
irrationnelles,  en  sorte  que  e  ne  peut  être  la  racine  d'une 
équation  algébrique  binôme,  à  coefficients  rationnels. 

On  entend  par  nombres  transcendants  ceux  qui  ne  peu- 
vent être  les  racines  d'une  équation  algébrique  quelconque, 
à  coefficients  rationnels.  Il  y  a  tout  lieu  de  croire  que  le 
nombre  e,  comme  le  tt  avec  lequel  nous  verrons  qu'il  a  une 
étroite  affinité,  sont  des  nombres  transcendants,  bien  que 
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ce  caractère  négatif  n'ait  encore  été  rigoureusement  établi 

ni  pour  l'un  ni  pour  l'autre  nombre. 

63.  L'équation 

i 

e=  lim.  (4  +«)« 

n'a  été  démontrée  que  sous  la  condition  d'assujettir  le  nom- 
bre c  à  converger  vers  zéro,  en  passant  par  une  série  de  va- 
leurs positives  de  la  forme  -  ;  car  la  formule  du  binôme,  sur 

laquelle  nous  nous  sommes  appuyé,  quoique  subsistant  pour 
des  valeurs  quelconques  de  l'exposant  n,  comme  la  suite  le 
fera  voir,  n'est  ordinairement  démontrée  dans  les  éléments 
que  pour  des  valeurs  entières  et  positives  de  n.  Afin  de  s'af- 
franchir de  la  première  restriction  j  on  peut  poser 

ht4  n 

d'où 

^^<(-0«<(O"><0+;> 

Quand  e  diminue  indéfiniment,  n  augmente  indéfiniment  ; 

la  quantité  (1  +  e)  • ,  étant  comprise  entre  deux  quantités  qui 
tendent  vers  la  même  limite  e,  tend  vers  cette  même  limite. 
Supposons  maintenant  la  quantité  «  négative.   On  po- 
sera i 

de  manière  que  t7  s'évanouisse  en  même  temps  que  e.  et 
qu'à  des  valeurs  négatives  de  e  correspondent  des  valeurs 
positives  de  e'.  Il  en  résultera 
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et  par  conséquent 

/m.  (4  + 1)  «  =  ftm  (4  +  •')  «;  =  e, 

en  sorte  que  la  limite  sera  la  même,  quel  que  soit  le  signe 
dee. 

64.  Donc,  quel  que  soit  le  signe  de  —,  on  a 

dy       \  dx 

—  =  -log  e,  ou  dy = log  e, 

dx       x  x 

y  désignant  le  logarithme  de  x  dans  une  base  quelconque ,  et 
le  logarithme  de  e  se  rapportant  à  la  même  base  que  celui 
des. 

Par  conséquent;  si  l'on  prenait  précisément  le  nombre 
transcendant  e  pour  base  des  logarithmes,  on  aurait  simple- 
ment 

,       dx 
x 

Les  logarithmes  dont  la  base  est  e  sont  ceux  qu'on  a  ap- 
pelés pendant  longtemps  logarithmes  naturels  ou  hyperboli- 
ques, et  que  M.  Lacroix  a  proposé  de  nommer  logarithmes 
népériens,  du  nom  de  Neper,  inventeur  des  logarithmes,  qui 
avait  été  effectivement  conduit  à  considérer  le  nombre  e 
comme  la  base  naturelle  des  logarithmes,  ainsi  que  nous 
l'expliquerons  tout  à  l'heure. 

Mais  immédiatement  après  la  publication  de  la  découverte 
de  Neper,  en  1614,  Henri  Briggs,  professeur  de  mathéma- 
tiques à  Oxford,  comprit  l'avantage  que  l'on  trouverait  dans 
les  calculs  numériques,  à  prendre  pour  labase  des  logarith- 
mes la  base  même  de  notre  numération  décimale.  Il  en  con- 
féra avec  Neper,  à  qui  la  même  idée  était  aussi  venue,  et  en 
1624  parurent  les  premiers  tables  de  logarithmes  calculées 
par  Briggs  dans  ce  système,  et  que  Ton  nomme  pour  cette 
raison ,  tantôt  logarithmes  de  Briggs,  tantôt  logarithmes  vul- 
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gaires  ou  tabulaires  ;  mais  dans  les  branches  supérieures 
des  mathématiques  le  signe  log.  désigne  toujours  les  loga- 
rithmes naturels  ou  népériens,  à  moins  qu'on  n'avertisse  du 
contraire,  et  nous  nous  conformerons  à  l'usage  reçu. 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  l'on  peut  passer,  des  logarith- 
mes calculés  pour  une  certaine  base,  aux  logarithmes  calcu- 
lés pour  une  base  différente,  en  multipliant  les  premiers  par 
un  facteur  constant.  Désignons  généralement  par  log.  les  lo- 
garithmes calculés  dans  le  système  dont  la  base  est  a,  et 

soient 

y  =  log.  xf  Y  =  logb  x  : 

on  aura  inversement 

x  =  &,  x^br,a?=  bY, 

d'où  l'on  tire,  en  prenant  maintenant  les  logarithmes  dans 
un  système  quelconque, 

y  log  a  =  Y  log  *, 
ou 

logbs  =  log.*.  — . 

Si  y  désigne  le  logarithme  népérien  et  Y  le  logarithme 
vulgaire  du  nombre  x,  on  aura 

Y  =  y  log.  e, 

le  logarithme  de  e  étant  pris  dans  le  système  vulgaire  dont 
la  base  est  10.  Ce  nombre,  par  lequel  il  faut  multiplier  les 
logarithmes  népériens  pour  avoir  les  logarithmes  vulgaires 
correspondants ,  se  nomme  le  module.  Nous  verrons  plus 
tard  comment  on  peut  en  calculer  commodément  la  va- 
leur. 

65.  Puisque  l'équation 

y  =  log.  x, 
qui  équivaut  à 

X  =  (J, 
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donne  .  dx\M  * 

dy—  —  log.  *, 

X 

réciproquement  on  aura 

dx  =  xdy.- , 

log.e 

ou 

rf.a"— .a*  dy, 

log.  e 

ou  bien  enfin  en  remplaçant  y  par  x,  d'après  l'usage  où  Ton 

est  de  désigner  par  x  la  variable  indépendante, 

d.  0*=, a?  dx. 

log.e 

On  a  d'ailleurs 

,  loge 

log<T 

les  logarithmes  qui  entrent  dans  le  second  membre  de  cette 
équation  étant  pris  dans  un  système  quelconque,  par  exem- 
ple, dans  le  système  vulgaire,  ce  qui  donne 

s  loSa  ^j 

d  a.  =1-s-.a*rfx, 

loge 
et  par  suite 

d.er=fdx, 
ou  bien  encore 

A.e 

*-  =  '• 

Ainsi  le  coefficient  différentiel  du  premier  ordre  de  k 
fonction  y  =  e*,  et  par  suite  ses  coefficients  différentiels  ou 
ses  fonctions  dérivées  de  tous  les  ordres  sont  identiques  avec 
la  fonction  primitive.  Cette  propriété  caractéristique  et 
extrêmement  remarquable  nous  donne  à  l'avance  la  raison, 
du  rôle  important  de  la  fonction  exponentielle  e%  et  du. 
nombre  e  lui-même  dans  la  théorie  des  fonctions. 

Posons,  pour  abréger, 
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il  viendra 

ou,  suivant  la  notation  de  Newton  [42]. 

X 

et  Ton  sait  de  plus  que,  pour  #=o,  la  fluente  y  est  égale  à  1 . 

Si  donc  on  imagine  deux  points  £,  n  (fig.  28),  dont  le 
premier  se  meuve  sur  la  droite  OX  avec  une  vitesse  ou  une 
fluxion  constante,  et  dont  l'autre  se  meuve  sur  la  droite 
O'Y  avec  une  vitesse  proportionnelle  à  sa  distance  au  point 
fixe  0',  de  manière  à  se  trouver  en  A,  à  l'unité  de  distance 
du  point  0',  quant  le  point  £  est  en  0  ;  si  enfin  Ton  admet 
que  la  vitesse  constante  du  point  £  est  prise  pour  unité,  et 
que  la  vitesse  variable  du  point  m  est  égale  à  V  quand  il  passe 
par  le  point  A,  les  distances  variables  0  £,  O'm  représente- 
ront à  chaque  instant  les  valeurs  variables  x,  y  ;  ou,  en 
d'autres  termes,  la  fluente  0£  sera,  dans  le  système  de  lo- 
garithmes dont  la  base  est  a,  le  logarithme  du  nombre  re- 
présenté par  la  fluente  (Y*. 

Quand  on  prend  la  vitesse  V  égale  à  l'unité  ou  à  la  vitesse 
constante  du  point  £,  ce  qui  est  la  supposition  la  plus  natu- 
relle ou  la  moins  arbitraire  que  Ton  puisse  faire,  0£  est  le 
logarithme  naturel  ou  népérien  de  0'yi. 

C'est  précisément  de  cette  manière  que  Neper  a  conçu  les 
logarithmes  ;  et  il  doit  passer  pour  le  précurseur  de  Newton 
dans  l'invention  de  la  théorie  des  fluxions,  de  même  que 
Kepler  et  Cavalieri  peuvent  être  considérés  comme  les  pré- 
curseurs de  Leibnitz  dans  la  théorie  des  quantités  infinité- 
simales. 

Il  est  très  digne  de  remarque  que,  contrairement  à  la 
marche  ordinaire  des  inventeurs,  Neper  ait  défini  immédia- 
tement la  fonction  logarithmique  par  son  caractère  essen- 
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tiel  et  éminent,  au  lieu  de  partir  de  ses  propriétés  secondaires 
par  lesquelles  on  définit  encore  les  logarithmes  dans  les 
éléments,  et  qui  sont  la  base  de  leurs  applications  vul- 
gaires. 

66.  La  différentielle  de  la  fonction  logarithmique  nous  a 
donné  celle  de  la  fonction  exponentielle  :  il  est  bon  de  re- 
marquer qu'elle  donnerait  aussi,  delà  manière  la  plus  sim- 
ple, celle  de  la  fonction  *■%  l'exposant  m  ayant  une  valeur 
réelle  quelconque,  positive  ou  négative,  commensurable  ou 
incommensurable.  En  effet,  de 


y= 

=  ar, 

on  tire 

.logy  = 

=  m  log  *, 

et  en  différentiant 

dy_ 

dx 

zzm — ; 

y  ~" 

X 

donc 

dy  = 

m?dx  = 

X 

mxm'ldx- 

Mais  alors  la  démonstration  de  cette  dernière  formule  sup- 
pose celle  de  la  formule  du  binôme,  au  moins  dans  le  cas 
d'un  exposant  positif  entier  :  celle  que  nous  avons  donnée 
en  premier  lieu  n'est  pas  soumise  à  la  même  condition,  et 
peut  servir  au  contraire  à  établir  la  formule  du  binôme, 
comme  la  suite  le  montrera. 

Réciproquement,  la  formule  (a)  étant  démontrée,  on  en 
déduit  la  dérivée  de  la  fonction  logarithmique.  Désignons  en 
effet  par  yx  la  fonction  log  x  et  ^x  sa  dérivée  inconnue  :  on 
aura 

y  (Xm)  ■=.  m  yX, 

et  en  différentiant  conformément  à  la  règle  de  différentia- 
tion  des  fonctions  médiates, 

d.xm 
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ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (a), 

xm  /  (sr)  =  x  f  x , 
Cette  dernière  équation  ne  peut  subsister,  pour  des  valeurs 
quelconques  de  x  et  de  m,  qu'autant  que  xy'x  se  réduit  à 
une  constante  dont  on  obtient  la  valeur  en  faisant  ro=o  dans 
le  premier  membre.  Si  donc  on  désigne  par  k  cette  cons- 
tante égale  à  <p'  (1),  il  viendra 

k  kdx 

?'#  =  -,  ou  rf.  loga?  =  — , 
x  x 

ce  qui  peut  servir  à  retrouver  tous  les  résultats  précédem- 
ment obtenus. 
67.  Passons  maintenant  aux  fonctions  trigonométriques, 

et  posons  d'abord 

y  =  sin  x  ; 

nous  aurons,  en  employant  encore  directement  pour  cette 

fonction  transcendante  la  considération  des  limites, 

Ay       sin  [x  -+-  àx)  —  sin  œ       sin  \  A# 

~  =  — - — < =  — .cos  (x  +  i  Aa? . 

&x  &x  \  &x 

Le  facteur  cos  (x  -f-  \  Ax)  a  pour  limite  cos  x.  lorsque  A 

converge  vers  zéro  ;  quant  au  facteur 

sin  \  a# 

±*x    ' 

il  a  pour  limite  l'unité.  En  effet,  de  l'identité 

sin  e 

=z=  cos  s, 

tang  t 

il  suit  que  le  rapport  du  sinus  à  la  tangente  a  l'unité  pour 
limite,  quand  l'arc  converge  vers  zéro  :  d'ailleurs,  en  vertu 
d'un  principe  de  géométrie  bien  connu,  la  longueur  d'un  arc 
est  toujours  comprise  entre  celle  du  sinus  et  celle  de' la  tan- 
gente ;  donc,  à  fortiori,  le  rapport 

sin  e 


a  l'unité  pour  limite. 


c 
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Donc 

dy 

dx 
ou 

rf.sinx  — cos  x.dx.       (6) 

On  trouverait  directement,  par  un  calcul  tout  à  fait  sem- 
blable, 

rf.cos  x  =  —  sin  x  dx.    (c) 

Dailleurs,  si  Ton  pose. 

cos  x  =  sin  z, 
d'où 

Z=Jtr—  X, 

il  viendra 

rf.cos  x  =  rf. sin  z  =  coszrfx;  N 

et  comme 

dx  =  —  rfa?,  cos  z  =  sin  rp, 

on  retombe  par  cette  voie  sur  l'équation  (c). 

Les  différentielles  du  sinus  et  du  cosinus  nous  donnent 
celles  des  autres  fonctions  trigonométriques.  Ainsi  l'on  aura 

,A  ,   /sinaA       cosxd.sinx  —  smx.dcosx 

a  tang. x=d.  \ 1  = _ 

\cos  xl  cos*  x 

(cos*  a?  +  sin*  a?)  rfa?         rfa? 


cos1  x  cos*  «' 

et  par  des  calculs  analogues, 

rf.cota?  = 


rf.séca?  = 


sm1  x 
sin  a?  rfa? 


rf.  coséca?  = 


cos1  x  y 
cos  x  dx 


sin1^ 
La  fonction  y  =  sin  #  ayant  pour  différentielle 

rfy  =  cos  X  dx  5=:  1/  I  —  y  * .  rfff , 

on  aura  inversement 
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OU 

ou  bien,  «n  changeant  y  en  rr,  afin  de  désigner  toujours  par 

x  la  variable  indépendante, 

dx 
rf.are  sin  x= — ===== . 
V  \—  x* 

On  trouverait  de  la  même  manière 

dx 


rf.arccosar  =  — 


d.arc  tangx  = 
rf.arccota?=— 


dx 


1  +  xf' 
dx 


i  +  *•* 

Pour  l'interprétation  de  toutes  ces  formules,  il  faut  con- 
cevoir que,  le  rayon  du  cercle  étant  pris  pour  unité,  les  sinus 
et  cosinus  sont  des  fractions  positives  ou  négatives  dont  la 
valeur  numérique  est  comprise  entre  zéro  et  1 .  Quant  aux 
arcs,  ce  sont  des  nombres  nécessairement  rapportés  à  la 
même  unité  métrique  que  les  sinus,  cosinus,  tangentes,  etc., 
sans  quoi  il  n'y  aurait  point  d'homogénéité  dans  les  for- 
mules, et  la  relation  d'où  nous  sommes  parti, 

sin  t 
lim. =  4, 

c 

n'aurait  aucun  sens.  Il  faudra  donc  que  les  arcs  soient  mesu- 
rés, non  point  par  le  nombre  de  degrés  qu'ils  contiennent, 
mais  par  les  rapports  de  leurs  longueurs  à  celle  du  rayon 
prise  pour  unité.  Si  un  arc  était  exprimé  en  degrés  sexagé- 
simaux par  le  nombre  X°,  on  aurait  le  nombre  x  qui  doit 
être  substitué  dans  les  formules,  par  la  proportion 

480#       * 


T  i. 
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où  7:  désigne,  comme  à  l'ordinaire,  la  longueur  de  là  demi- 
circonférence  dont  le  rayon  est  l'unité. 

Si  Ton  prend  pour  unité  angulaire  la  seconde  sexagési- 
male,  comme  cela  se  pratique  dans  les  calculs  de  précision, 
et  si  l'arc  est  exprimé  en  secondes  par  le  nombre  X*,  le 
nombre  x  se  déterminera  par  la  proportion 

648000 7t 

X"     ~x' 
'd'où 

x 


206264,81 . . . 

On  a  souvent  besoin  de  connaître  la  valeur  en  degrés  de 
l'arc  pour  lequel  x  =  1,  ou  dont  la  longueur  est  égale  à 
celle  du  rayon  du  cercle.  Cette  valeur  est  57°  47'44"8t 
=  208264", 81. 

On  tire  des  équations  (6)  et  (c)  : 

rf'.cosx 


— — —  =  —  sin  x,  — — —  =  —  cos  x; 
dx*  dx* 

ainsi,  les  deux  fonctions  y = sin  x,  y = cos  x  jouissent  d'une 
propriété  commune  et  fort  remarquable,  exprimée  par  l'é- 
quation 

rf»y 

dx*~~~y' 

De  là  on  conclut  immédiatement 

d^.sina:         .     .  rf*!.cosx 

— — —  =  àz  sm  x,  — — —   =  ±  cos  x, 

l 

tf*+I.3in#       ,  d*+lcosx  r  >  ' 

■  =  ±  cos  x. =  3z  sm  x. 

dx"+l  '     dx*l+l         -f-aiu^ 

les  signes  supérieurs  ou  inférieurs  devant  être  choisis  selon 
que  le  nombre  entière  est  pair  ou  impair. 

68.  Les  exemples  suivants  suffiront  pour  indiquer  la 
marche  à  suivre  dans  la  différentiation  des  fonctions  com- 
plexes. 
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Soit  proposé  de  différentier  ; 

On  fera 

d'où  «*-+*=«, 

etenfin    y=M"'  =  é»=«rt*>*=~>r*é*, 
dy  e  mm  (axT  +  *)— »  a--1  tf*. 
2°  y  =  log.  sin  ar. 

On  posera 

d'où  *k*:s=u* 

\  ,         du 

y  =  Hu,dyz=z--,duz=cosxdz, 
et  finalement 

-  dx 

~  tang#' 

30  y  —  iogU  +  »/<  +  *»}. 

On  emploiera  deux  variables  intermédiaires 

«eqin  donnera  T     ' 

>        du  dv 

"y^—ydu^dx  +  - .  dv=z*zdx 

u  '   2\/v        — *xax, 

et  après  toutes  réductions, 

J  dx 

dy  = 


posera 


4 


Ga™_  Va>»~2rr'eos*  +  r" 


w  =rf  —  îrr'  cos  x  -*-  r*, 

et  par  suite 

dy  = rr'  sin  xdx 

(rf  —  ïrr'  cos  a:  +  r'f)l 


CHAPITRE  IL   . 

COMPARAISON  DES  TRANSCENDANTES  LOGARITHMIQUES,  EXPONEN- 
TIELLES ET  CIRCULAIRES,— FORMULE  DE  MOIVRE,  ET  NOTIONS 
SUR  LA  THÉORIE  DES   SECTIONS   ANGULAIRES. 


$  4".  Comparaison  des  transcendantes  logarithmiques,  exponentielles  et 

circulaires. 

69.  Dans  le  chapitre  qui  précède  ,  on  a  donné  les  règles 
pour  la  différentiation  des  fonctions  exponentielles,  loga- 
rithmiques et  circulaires  ,  qui  sont  les  seules  fonctions 
transcendantes  que  Ton  considère  par  les  parties  élé- 
mentaires des  mathématiques  ;  mais  ce  sujet  demande 
à  être  étudié  plus  à  fond  et  sous  des  rapports  divers , 
parce  qu'il  sert  de  fondement  aux  calculs  de  l'analyse 
supérieure. 

Nous  avons  vu  que  Neper  était  parti  d'une  relation  équi- 
valente à  l'équation  différentielle. 

%->■  » 

pour  définir  la  fonction  exponentielle 

y  =  **, 

ou  la  fonction  logarithmique  qui  en  est  l'inverse, 

xz=logy. 

En  effet,  celte  équation  différentielle,  jointe  à  la  condi- 
tion que  x  s'évanouisse  pour  j/=l,  caractérise  essentielle- 
ment l'une  et  l'autre  fonction  transcendante,  en  fixant  la 
loi  très  simple  d'après  laquelle  ces  fonctions  varient  sans 
discontinuité.  Les  définitions  élémentaires  qu'on  donne  des 
logarithmes  en  arithmétique  et  en  algèbre,  n'en  sont  que 
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des  conséquences,  et  n'expriment,  par  comparaison  que 
des  propriétés  secondaires  de  la  fonction  logarithmique. 
Il  est  facile  4e  se  rendre  compte,  d'après  la  forme  de  l'é- 
quation (a) ,  du  rôle  que  doit  jouer  la  fonction  exponen- 
tielle dans  l'expression  d'une  foule  de  phénomènes  natu- 
rels, et  notamment  de  ceux  qui  pourraient  se  classer  sous  la 
dénomination  générique  de  phénomènes  d'absorption  ou 
d'extinction  graduelle.  Que  Ton  se  représente  un  corps  mû 
dans  un  milieu  résistant  qui  lui  enlève  sans  cesse  une  par- 
tie de  sa  vitesse.  La  résistance  du  milieu,  ou  l'absorption 
de  vitesse  dans  un  instant  infiniment  petit,  dépend  évidem- 
ment de  la  vitesse  du  corps  :  elle  croit  avec  cette  vitesse, 
s'évanouit  quand  la  vitesse  est  nulle,  reste  très  petite  quand 
la  vitesse  est  très  petite,  et,  par  conséquent  [S],  pour  de 
très  petites  valeurs  de  la  vitesse,  est  sensiblement  propor- 
tionnelle à  la  vitesse  du  corps  en  chaque  instant.  On  a  donc 
une  équation  de  la  forme 

dy 

y  désignant  la  vitesse  supposée  très  petite,  t  le  temps  et  k 
un  certain  coefficient  constant.  Or,  cette  équation  se  change 
en 

ax 

quand  on  pose  x= — kl  ;  et  si  l'on  prend  pour  unité  la  valeur 

de  y  au  moment  où  l'on  a  f—o,  ou  as—or  il  résultera  de 

cette  dernière  équation 

l , 
y  =  e*  =  e-»,  ou  t  =  —  -  log  y. 

Un  raisonnement  semblable  s'appliquerait  à  l'extinction  pro- 
gressive de  la  lumière  et  de  la  chaleur  dans  des  milieux  ab- 
sorbants, aux  déperditions  de  chaleur,  et  d'électricité  par  le 
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rayonnement  des  surfaces  ou  par  le  contact  d'un  milieu  am- 
biant et  à  tous  les  phénomènes  analogues. 

70.  Suivant  la  notation  des  intégrales  définies  que  nous 
avons  fait  connaître  [51],  on  peut  écrire 


\VV=f% 


ou 

«  /**  dx 

hgx—J    —. 

yj    \       X 

La  fonction  logarithmique  n'est  donc  qu'une  intégrale 
définie,  et  nous  l'avons  qualifiée  de  transcendante,  non*&u~ 
lement  parce  qu'on  n'a  pas  pu  jusqu'ici  l'exprimer  algébri- 
ment,  mais  parce  qu'en  effet,  comme  on  le  démontrera  plus 
tard,  elle  ne  comporte  pas  d'expression  algébrique,  explici- 
te ou  implicite.  Cette  considération  doit  nous  mener  dans 
la  suite  à  regarder  les  intégrales  définies  comme  constituant 
de  nouvelles  fonctions  transcendantes,  toutes  les  fois  qu'elles 
ne  peuvent  pas  s'exprimer  algébriquement,  ou  par  d'autres 
transcendantes  déjà  définies. 

Le  nombre  transcendant  e  est  la  valeur  qu'il  faut  assigner 
&  la  limite  supérieure  de  l'intégrale,  pour  que  la  valeur  de 
cette  intégrale  soit  égale  à  l'unité  ;  ou,  si  l'on  veut,  c'est 
une  constante  déterminée  implicitement  par  l'équation  trans- 
cendante 

71.  Supposons  que  l'on  cherche  une  fonction  <p,r,  telle 
qu'on  ait,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  et  de  z, 

ffX  +  ?z  =  f(xz).       {b) 

En  faisant  dans  cette  équation  2=0,  on  en  tirera 

?*  +  ?(0)  =  *(0); 

en  sorte  que,  si  cp  (0)  avait  une  valeur  finie  quelconque,  <p  j 
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serait  nulle  pour  toutes  les  valeurs  de  x.  Donc  1a  fonction 
cherchée  éprouve  une  solution  de  continuité  pour  v=o, 
Faisons  dans  la  même  équation  s~l ,  nous  aurons 

f*  +  ?  (*)  =?  (*)>  ou  ?  (<l  =  o.        (*t> 
On  peut  différentier  l'équation  (6)  par  rapport  à  a?  et  par 
rapport  à  s,  en  y  considérant  successivement  œ  et  z  comme 
variables,  ce  qui  donnera,  d'après  les  règles  déjà  exposées, 

f'  x  =z  z  f'  (xz),  f'  z  =  x  y'  (aw), 
et  par  conséquent 

Xf'  i=z  Zt?'  z. 

Donc  la  fonction  <p  est  telle  que  le  produit  x  yx  ne  dépend 

pas  de  #,  et  qu'on  a 

x  /  x  m  *, 

k  désignant  une  constante  quelconque,  ou 

dyx       k 

dx        xy 

et  puisque  la  fonction  <fx  doit  se  réduire  à  zéro  pour  x=l, 

en  conclut  de  cette  dernière  équation 

s*xdx 
?x  =  k  I    —  =  A;logx. 
«/  1    x 

Effectivement,  l'équation  (b)  exprime  la  propriété  qui  sert 
de  base  à  l'usage  vulgaire  des  logarithmes  ;  et  nous  aurions 
pu,  comme  on  vient  de  le  voir,  partir  de  cette  équation,  ou 
de  la  propriété  qu'elle  exprime,  pour  trouver  la  différentielle 
de  la  fonction  logarithmique. 

72.  Soit  une  autre  fonction  <J>  caractérisée  par  l'équation 
^x.tyz  =  i  (x  -*-z),       (c) 
d'où  Ton  tire,  en  faisant  z=o, 

*  (0)  —  1 .  (*o) 

t 

Si  Ton  différentie  l'équation  (c)  par  rapport  à  x  et  par 
rapport  à  z,  il  viendra 
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t'x-tz  =  f  {x  -h  z),  +x4'z  ■=  f  {x  +  z), 

et  par  suite 

j/x i'z 

}X         yffZ  ' 

Ainsi,  Ton  doit  avoir 

yL'X  fyX 

_=«,  OU  _==«**, 

a  désignant  une  constante  quelconque  que  nous  supposerons 
d'abord  réelle.  Or,  nous  savons  par  ce  qui  précède  que  la 
fonction  de  x  qui  satisfait  à  cette  équation  différentielle  et 
à  la  condition  <J»  (0)=1 ,  est 

|ar  =  e~; 
et,  en  effet,  l'équation  (c)  n'est  que  la  traduction  de  la  règle 
fondamentale  du  calcul  des  exposants;  en  sorte  que  nous 
aurions  pu  partir  de  cette  équation  pour  trouver  directement 
la  différentielle  de  la  fonction  exponentielle. 

Supposons  maintenant  que  la  constante  a  soit  imaginaire, 
ou  de  la  forme  a+/3(/Z3T:  la  fonction  ^  x  sera  elle-même 
[1 7]  une  quantité  imaginaire  de  la  forme 
fx  •+■  tx  i/^TT 

En  effet,  l'équation 

d.tx  =  (a+p\/~^j)txdx      [d) 
peut  être  remplacée  par 

a  4x  =  (a  +  p  V  ^7)  $xbx, 
avec  une  approximation  d'autant  plus  grande  que  Ton  prend 
pour  Ax  une  fraction  plus  petite.  Ainsi,  à  cause  de  <J>  (0)=1 , 
si  Ton  prend,  par  exemple,  Aa5=0,001 ,  cette  valeur  de  Aar 
étant  regardée  comme  une  quantité  très  petite  du  premier 
ordre  [44  et  45],  on  aura,  en  négligeant  les  quantités  très 
petites  du  second  ordre , 

*  (0,001)  =  f  +  0,00f  («  +  p  V'=rTj> 

+  (0,002)=  [4  +  0,00*  (a  4-  p  l/^iyP, 

#  (0,003)  =  [l  +  0,001  (*  +  p  \/=n)]% 
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et  toutes  ces  valeurs  de  la  fonction  <f>  sont  réductibles  à  la 
forme  

Comme  l'erreur  commise  par  la  substitution  d'une  différence 
finie  Sx  à  la  différentielle  dx  peut  être  indéfiniment  atténuée, 
il  s'ensuit,  non-seulement  qu'il  existe  effectivement  une 
fonction 

$x=fx  +  to  V^T, 
jouissant  de  la  propriété  de  satisfaire  aux  équations  (c)  et 
(c.),  et  par  suite  à  l'équation  (cf),  mais  encore  que  les  fonc- 
tions réelles  fx9  îx,  qui  entrent  dans  la  composition  de  +  x, 
peuvent  être  calculées  numériquement ,  pour  une  valeur 
quelconque  assignée  à  x,  avec  une  approximation  indéfinie. 
A  cause  de  l'équation  (c0),  on  a 

/|0)  =  M(0)  =  0,      (e) 
et  il  vient,  en  vertu  de  l'équation  (c), 

(/H-fcl/^T)(/fc  u  tzV~\)=f(x  +  z)  +  t(x  +  z)\/=T, 
d'où  l'on  conclut 

fx.f*—tx.h-f(x  +  *),) 
fx.îz-rtx.fz=i  {*+*;,(     W 

formules  dont  les  conséquences  seront  développées  tout  à 
l'heure. 

Puisque  l'équation  (c)  n'est  que  la  traduction  de  la  règle 
algébrique  pour  le  calcul  des  exposants,  il  s'ensuit  que  nous 
pouvons  désigner  par  e",  même*  lorsque  la  constante  a  est 
imaginaire ,  la  fonction  $  x  qui  jouit  de  la  propriété  de 
satisfaire  aux  équations  (c)  et  (c0)  :  car,  bien  que  l'on  ne 
poisse  pas  élever  un  nombre  à  une  puissance  imaginaire,  et 
qu'ainsi  l'expression  e",  quand  ax  est  imaginaire,  n'indique 
pas  une  opération  arithmétique  possible,  exactement  ou  par 
approximation,  cependant  lorsqu'on  appliquera  les  règles 
du  calcul  algébrique  à  une  telle  expression,  on  se  confor- 
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mera  à  la  nature  de  la  fonction  ^  qu'elle  représente,  et  l'on 
arrivera  nécessairement  à  un  résultat  exact. 
73.  La  fonction  transcendante 

y  zz:  sin  x 

ayant  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  différentielle 

dy  =  cos  x  dx,      (g) 
ou 


dy  =  1/4—  y\dx,      (/) 

•on  peut  faire  abstraction  de  la  signification  géométrique  air 
tachée  à  la  fonction  y,  et  la  caractériser  par  la  double  con- 
dition d'être  nulle  en  même  temps  que  a?  et  de  croître  avec 
continuité  suivant  une  loi  exprimée  par  l'équation  {g').  On 
peut  aussi  envisager  la  fonction  inverse  comme  une  inté- 
grale définie,  et  écrire 

S*n      dy 

arc  sin  y  =  i     — ==  , 

ou  en  changeant  de  lettre 

_  s**    dx 
j     vT=x*' 

en  sorte  que  le  nombre  transcendant  rc  sera  déterminé  par 
l'équation 


arc  sm  x  : 


/>*     dx 


Les  équations  (g)  et  (g')  coïncident  pour  les  valeurs  de  y 
comprise  entre  —  1  et  +  1,  ou  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  —  ■;  n  et  +  \  ir  ;  mais  quand  x  vient  à  dépas- 
ser £ rc,  il  faut,  d'après  ce  que  la  trigonométrie  nous  en- 
seigne sur  le  changement  de  signe  du  cosinus,  remplacer 
l'équation  (g')  par 

dy  =  —  y=ïy*.dw.         (/) 

En  effet ,  il  est  impossible  que  l'équation  (g')  subsiste 
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pour  des  valeurs  réelles  de  y,  après  que  la  variable  x,  répu- 
tée indépendante  et  dont  par  conséquent  rien  ne  gène  l'ac- 
croissement continu,  vient  à  dépasser  la  valeur  pour  laquelle 
y  =  1  :  car  alors  l'accroissement  dx  étant  positif,  et  le  ra- 
dical v^h—  y*  étant  pris  positivement,  dy  serait  positif,  d'où 
il  résulterait  que  y  dépasse  la  valeur  1 ,  et  qu'ainsi  le  ra- 
dical 1/4— y*  devient  imaginaire  ;  ce  qui  ne  peut  arriver  sans 
que  dy  et  par  suite  y  prennent  des  valeurs  imaginaires. 

74.  Mais,  pour  démontrer  directement  que  Ton  doit  pas- 
ser de  l'équation  (g1)  à  l'équation  (</"),  sans  rien  emprunter 
à  la  trigonométrie,  ni  dans  cette  démonstration,  ni  dans  la 
définition  de  la  fonction  j/,  considérons  deux  fonctions  îx, 
fx,  déterminées  simultanément  par  le  système  des  deux 
équation  différentielles 

d.îx  =  fx  dx,       (i) 
d.fx  —  —  îxdx,     (j) 

jointes  aux  conditions 

f(0)  =  0,  /•(<>)=:♦.        (lo) 
On  tirera  de  ces  équations 

txdJx  +  fxd.fx  =  0 
ou 

\d.[{ïxy  ■+•  (/&)»]  =  0; 
et  de  là  on  conclut 

(tx)*  +  <fxy=zc, 

C désignant  un  nombre  quelconque,  indépendant  de  x.  Mais 
les  équations  (i0)  donnent 

donc 

(te)'  +  (fx)*  =  <.       (i) 

Cela  posé,  tant  que  f  x  passe  d'une  manière  continue,  pour 
des  valeurs  croissantes  de  x ,  de  la  valeur  0  à  la  valeur  \ , 
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d.  f  x  est  positif  ainsi  que  d  x  :  donc  fx  est  positif  en  vertu 
de  l'équation  (i),  et  Ton  a 


Désignons  par  £  tt  la  valeur  de  x  pour  laquelle  on  a  f  x = 1 , 
et  par  suite /x  =  0.  En  vertu  de  l'équation  (j),  d.  fa?  est 
négatif,  et  fx  va  en  décroissant,  pour  des  valeurs  croissantes 
des,  tant  que  f  x  est  positif;  donc,  pour  des  valeurs  de  x 
plus  grandes  que  £  rc,  fx  après  avoir  passé  par  zéro  devien- 
dra négatif,  et  sera  égal  à 


Donc  f  x  croîtra  et  décroîtra  symétriquement  en  deçà  et 
au  delà  de  sa  valeur  maximum  f  [{n)  =  i ,.  de  sorte  qu'on 
aura 

fftfr  +  l)=fftir-l). 

Par  conséquent 

fM  =  f(0)  =0,f  (*)=-*• 
La  variable  indépendante  x  venant  à  dépasser  la  valeur  irf 
et  fx  étant  négatif,  d.îx  sera  négatif  et  f  x  continuera  à 
décroître  en  prenant  des  valeurs  négatives.  Or,  comme  fx 
ne  change  pas  de  valeur  pour  des  valeurs  de  f  x  numéri- 
quement égales  et  de  signes  contraires,  il  en  résulte  encore 

que  Ton  a 

(*  +  *)  =  —  f(*  —  *), 
et  par  suite 

f(|«)=-f(îr)  =  _i,/(H  =  o. 

Lorsque  x  aura  dépassé  la  valeur  \it,  fx  redeviendra 
positif,  f  x  recommencera  à  croître  algébriquement  en  pas- 
sant par  des  valeurs  numériques  de  plus  en  plus  petites  ;  et 
par  la  raison  déjà  indiquée  il  décroîtra  et  croîtra  symé- 
triquement ,  en  deçà  et  au  delà  de  sa  valeur  minimum 
f  (i  n)  =  —  \ ,  de  façon  qu'il  viendra 

f'l*  +  *)=f<tir-*)f 
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et  enfin 

f(2  7r)=f(ir)==0,/,(2ir)-4. 

En  ce  moment,  les  valeurs  de  f  x  et  de  fx  redevenant 
cejqu'elles  étaient  pour  x  =  0,  f  (x)  repassera  par  la  même 
série  de  valeurs  également  espacées ,  et  l'intervalle  de  la 
période  sera  égal  à  2  n. 

On Jdiscuterait  de  même  la  marche  périodique  de  la  fonc- 
tion fy  et  Ton  étendrait  cette  discussion  aux  valeurs  néga- 
tives de  x. 

Ainsi,  la  règle  pour  le  changement  révolutif  des  signes 
des  sinus  et  des  cosinus,  qui  n'était  établie  en  trigonométrie 
que  par  induction ,  et  par  la  vérification  des  formules  lors- 
qu'on les  étend,  d'après  cette  règle,  aux  arcs  plus  grands 
que  le  quadrant,  ou  même  plus  grands  qu'une  circonférence 
entière,  dérive  en  effet  de  la  génération  de  ces  fonctions, 
abstraction  faite  de  toute  signification  géométrique  attribuée 
à  la  variable  x  et  aux  fonctions  qui  en  dépendent. 

75.  Considérons  la  fonction 

$x  =cosar-i-sinar.|/^T: 

la  différentiation  donnera 

^/ar  =  — sinx  +  cosxj/"— i  =^a:.|/"—  I, 
ou 

•y*     ,— 

D'ailleurs,  la  fonction  <J>  x  se  réduit  à  l'unité  pour  x  =  0  : 
donc  [72]  la  fonction  ty  x  peut  se  représenter  par  é*yz*,  et 
l'on  a  cette  formule  fondamentale 

ex^=i  =  cos  x  +  sin  x.y  — 4.     (À) 

Il  est  bien  évident  en  effet  que  les  fonctions  cos  x,  sin  x 
jouissent  des  propriétés  qui  doivent  appartenir  aux  fonctions 
fx,  fx,  en  vertu  des  équations  {e)  et  (/*). 
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En  changeant  le  signe  du  radical  dans  l'équation  (À), 

on  aura  

e— *r-i  =  cos  x  —  sin  x  .j/"— 4 , 

d'où  Ton  conclut 

cosx  = 5 y  m 

,      (B) 
sin  x  = — : 

Ces  formules,  sans  cesse  employées  dans  l'analyse,  ont  été 
publiées  pour  la  première  fois  par  Euler,  qui  les  attribue  à 
son  maître  Jean  Bemoulli. 

On  exprimerait  de  même  en  exponentielles  imaginaires 
toutes  les  autres  fonctions  trigonométriques;  par  exemple  : 

^g*  =  P^"e^^ +«-*'-» —  ^=ï ****'-"» -M'  ^ 

76.  L'équation  (A)  donne  encore 

x\T~—\  =log(cosar  +sina?.|/"-^î); 

et  si  Ton  fait  x  =  2  i  w,  i  désignant  un  nombre  entier  quel- 
conque, positif  ou  négatif,  en  en  tirera 

log.*  =8  jir|/"^T. 

Ainsi,  la  signification  des  exposants  imaginaires,  et  par 

suite  celle  des  logarithmes  imaginaires  étant  fixée ,  il  en 

résulte  que  l'unité  a  une  infinité  de  logarithmes  imaginaires, 

en  outre  du  logarithme  réel  zéro  correspondant  à  i  =  0.  Il 

faut  en  conclure  aussi  qu'un  nombre  positif  quelconque  a 

une  infinité  de  logarithmes  imaginaires  ;  car,  en  vertu  de 

l'équation  identique 

az=.a  x  4, 
on  aura 

log  a  =  (loga)  -f-log*  =(loga)  +  2i>  v/^4, 

(log.  a)  désignant  le  logarithme  réel  de  a. 
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On  trouverait  de  la  même  manière 

log(-4)  =  (2t-M)7tV/-4, 
log  (-  a)  =  (log  a)  +  log  (-  i  )  =  (log  a)  +  (V  +  \  )  «  V -I . 

et  cette  formule  montre  que  tous  les  logarithmes  des  nombres 

négatifs  sont  affectés  d 'imaginante. 
Enfin  l'on  aurait 

valeurs  qui  restent  imaginaires,  quel  que  soit  i, 

D  n'y  a  pas,  dans  l'analyse  mathématique,  de  fait  plus 
remarquable  que  cette  liaison  inattendue  qui  s'établit,  comme 
une  conséquence  de  l'emploi  du  signe  algébrique  \/^i  > 
d'une  part,  entre  les  fonctions  exponentielles  et  les  fonctions 
trigonométriques,  d'autre  part,  entre  les  logarithmes  et  les 
arcs  de  cercle  :  c'est-à-dire  entre  des  fonctions  si  diverses  de 
nature  et  d'origine,  tant  qu'on  ne  remonte  pas  à  la  loi  qui 
régit  leurs  accroissement  différentiels. 

$  2.  Formule  de  MoWre  et  notions  sur  la  théorie  des  sections  angulaires. 

77.  De  l'équation  (A)  on  déduit,  en  désignant  par  n  un 
nombre  entier  positif. 

t*3\rz\  =  cos  »tr  -H  sin  nx.  {/^î, 
et  par  conséquent 

(cos«  +  sina?.\/^ï)"=  cos  nx  +  s'mnx^^Â.      (C) 

Cette  équation  se  décompose  en  deux  autres,  comme 
tontes  celles  qui  renferment  à  la  fois  des  termes  réels  et  des 
termes  imaginaires.  Ainsi,  pour  n  =  2,  on  trouve 

cos*ar  —  sinfa?  -+-  2  sin x  cos  x.y/^f  =  cos  2x  +  sin  Stor. v/^ï, 
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ce  qui  équivaut  aux  deux  équations  bien  connues  : 
sin  2x  =  2  sin  x  cos  x, 
cos  2x  =  cos1  x  —  sinf  x. 
Le  même  calcul  donnerait,  n  =  3, 

sin  3x  =  3  cos1  x  sin  or  —  sin*  x, 
cos  3  x  ==  cos1  x  —  3  cos  x  sin1  x. 

Afin  de  généraliser  ces  résultats ,  nous  remarquerons 
que  l'équation  (C)  donne ,  par  le  changement  de  signe  du 
radical, 

(cos  x  —  sin  x. {/^Y  =  cos  nx  —  sin  nx.l/^ï", 

ce  qui  conduit  aux  expressions 

(cos  x  +sin  x >y/^iy  +  (cos  x  —  sin  x. i/^i)" 

cos  nx  = ^ , 

« 

(cosx  +  sin  x-v/^)' —  (cos  x  —  sin  x.  v/^)' 
sinnx= — — , 

En  développant  les  puissances  par  la  formule  du  binôme, 

on  fait  disparaître  les  imaginaires,  et  il  vient  : 

n(n-{) 

cos  nx  =  cos»  x —  cos--1  x  sin1  x 

1.2 

,   n(n-*)(*—  2)(n  —  3)       _,      .  ,  ,        /rv, 

+ V.2.3.4 cos-'xsm'x-etc.,  (D) 

t      .  n(n  —  *)(*  —  2)         ,      .  .    .   Â     n 

sm  nx  =  n  cos—  '  x  sin  x - — — 4-z: '  cos"-*  x  sin'x+etc.  (E) 

1.2.3 

Ces  deux  formules  ne  comprennent  qu'un  nombre  fini  de 

termes,  toutes  les  fois  que  n  est  un  nombre  entier  positif. 

comme  nous  le  supposons  ici. 

78.  Soit,  pour  la  simplicité  du  calcul, 

cos  x  +  sin  x  v •  ^T  =  u,  cos  x  —  sin  x  i/^4  =  v, 
d'où 

w=z  1,  «  +  i>  =  2  cosx, u  —  v  =  2sinxi/^T: 

la  formule  du  binôme  donne,  toujours  dans  le  cas  d'un  ex- 
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posant  n  entier  et  positif, 

(8co8a?)"  =  (tt+v)-  =  tt"+!?u--1  H-       ~   K—tv*  t +w, 

ou  bien,  à  cause  àeuv  =  l, 

n     •    n  (n  —  0 

(2C08a?)"=tl-4--tt-t+^— — -*-•  + 

1  1  «a 


Mais  on  a  d'ailleurs 
ii-  =  cos  nx  +  sin  no?  V/--4  >  *"  =  cos  nx  —  sin  na?  v/^  • 

donc 

.  *(n — 0 
tft  cos  #)"=  cos  nx  +  n  cos  (n  —  2)  x  -\ — —  cos  (n—  4)  x+.. 

+  cos(n  —  4)x  +  n  cos  (n—  î)  a?  +  cosw 


4.9 


[n(n  —  4) 
sin  n#  +  n  sin  (n  —  î)  <M — —  sin  (n— 4)  s  + ... 

n  (n  —  ^  T 

sin  (n  —  4)  x  —  nsin  (n— 2)  a?  —  sin  nx    .  (m) 

La  partie  réelle  du  second  membre  est  formée  de  termes 
tous  égaux  deux  à  deux,  à  l'exception  du  terme  moyen, 
dans  le  cas  où  n  est  pair  :  par  la  même  raison,  la  partie 
imaginaire  est  formée  de  termes  qui  se  détruisent  deux  à 
deux,  le  terme  moyen  s9 évanouissant  de  lui-même  si  n  est 
pair.  Ainsi  l'on  a,  pour  les  valeurs  paires  de  n, 

(lcoBX)m  =  ï\cQ*nx  +  nws(n—ï)x  +  ^-2-Y^M(*—l)x 


n(n-4). 


■+- 


4.1.3 
I. 


....(=-•) 


GO«t0 


«<»-<> (£+<) 


,  (F.) 


1.8.3 - 
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et  pour  les  valeurs  impaires  de  cet  exposant, 

(2  cos  x)u  =  2  cos  nx  +  n  cos  (n— 2)a?  -\ — —- —  cos  (n— 4)  x... 

|_  "    mit 


cos  a; 


(*\) 


On  trouve  de  même,  selon  que  n  est  pair  ou  impair, 
(V^-sina?)-=  (m— v)-=w— «u-'t;  +  n— V d-v. 

=ir— m*— ■+  n     "7      a""4— ^  W"*±  v" 

=  cos  no?  —  n  cos  (n — 2)  x  H cos  (n  —  4)  X 

1.2 

=p  n  cos  (n  —  2)  x  zb  cos  nx 

n{n-t   . 


-f-l/—4   sinna?  — nsin(?i— 2)aH -j-— sin(n  —  4)  a? — 

±  n  sin  (n — %)x  qz  sinnx    .      (m') 

Dans  le  cas  où  n  est  pair,  la  série  qui  multiplie  \/ — 1 ,  dans 
le  dernier  membre  de  l'équation,  s'évanouit  comme  précé- 
demment ;  les  termes  de  la  partie  réelle  s'accouplent,  à  l'ex- 
ception du  terme  moyen,  et  Ton  a 

V"  0  *  f2  sinx)  :=â\  cosna?— ncos  n— 2)a?f  cos(n— 4)g.... 


+ 


n(n-{). 


n 

i 


v.......(H 


cos  2a? 


«(-<)...(?+<) 


1.2.3. 


n 

3 


,(6.) 


formule  dans  laquelle  il  faut  prendre  les  signes  supérieurs 
ou  inférieurs  selon  que  ^  est  pair  ou  impair. 
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Dans  le  cas  où  n  est  impair,  c'est  la  partie  réelle  du  der- 
nier membre  de  l'équation  (m'),  dont  les  termes  se  détrui- 
sent deux  à  deux,  et  la  partie  imaginaire  dont  les  termes 
s'accouplent.  Après  qu'on  a  divisé  de  part  et  d'autre  par 
l/HÏ,  il  vient 

f-n"1"/ 2  sin  xj  =2|  sinna?— nsinpi— $)xi~^- 'sm(n-l)x-.... 

■*-« Qt). 


1.2.3. .       ' 


■C-ï) 


(G,) 


79.  La  formule  (C),  due  à  Moivre,  et  qui  porte  le  nom  de 
ce  géomètre ,  fournit  immédiatement  l'expression  des  ra- 
cines des  équations  de  la  forme 

x*  qp  4  =0, 

auxquelles  on  sait  que  peuvent  se  ramener  toutes  les  équa- 
tions binômes. 
Prenons  d'abord  l'équation 

t  —  1  =  0,       (n) 

et  posons  

x  =  cos?-+  sin?. j/— h  : 

cet  angle  <p  devra  être  déterminé  de  manière  à  satisfaire  à 

l'équation  

cos  n?  +  sin  n*  {/— 4  =  \9 

qui  se  décompose  en  deux  autres 

cos  rif  =  I ,  sin  np  =  0, 

auxquelles  on  satisfait  simultanément  si  Ton  prend 

?  =  —  ,  et  par  conséquent 


8«W  ,.2*1      

x  =  cos h  an — V— ^      (p) 

n  n 


i  désignant  un  nombre  entier  quelconque. 
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Il  est  clair  que  lorsqu'on  attribue  à  i  les  n  valeurs  en- 
tières 

0,4,3,3, n  —  4, 

on  a  autant  de  valeurs  différentes  pour  x  ;  tandis  que ,  si 
l'on  attribue  à  i  des  valeurs  entières,  soit  négatives,  soit 
positives,  mais  numériquement  plus  grandes  que  n — 1,  on 
retombe  sur  des  valeurs  de  x  déjà  obtenues.  Ceci  résulte  de 
la  formule. 

cos|2(An +r)7r cos  /    ,        2nr\        cosf  2r,T 

sin{  n  sin  \  n  /        sin{    n  ' 

où  r  désigne  un  nombre  entier,  positif  et  plus  petit  que  n,  et 
k  un  nombre  entier  quelconque ,  positif  ou  négatif. 

Le  nombre  des  racines  distinctes  données  par  la  formule 
(q)  est  donc  la  même  que  celui  qui  exprime  le  degré  de 
l'équation  (w),  conformément  à  la  théorie  des  équations 
algébriques. 

La  valeur  i=0  donne  la  racine  réelle  x  =  1  ;  si  n  est 
pair,   —  1  est  une  autre  racine  réelle   de   l'équation, 

et  cette  racine  correspond  à  la  [valeur  i  =  |.  Toutes  les 

autres  valeurs  de  i  donnent  des  racines  imaginaires. 

On  sait  qu'une  équation  algébrique  à  coefficients  réels  a 
toutes  ses  racines  imaginaires  conjuguées,  de  manière  que  le 
produit  de  deux  racines  conjuguées 

est  une  quantité  réelle  positive  «s+/3*.  La  formule  (p)  satis- 
fait à  cette  condition  ;  car  on  a 

cos c=  cos  — ,  sin r—  =  —  sm  — , 

n  n  n  n 

de  façon  que  la  racine  imaginaire  donnée  par  la  valeur  i=r 
se  conjugue  avec  celle  qui  correspond  à  i=n — r.  On  peut 
donc  exprimer  toutes  les  racines  de  l'équation  (n),  ou  toutes 
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les  racines  de  l'unité,  par  la  formule 

x  =  cos  —  ±sm — .1/—  4, 
n  n 

dans  laquelle  on  n'attribuera  à  i  que  les  valeurs  entières  de 

0  à  §  inclusivement  si  n  est  pair,  et  de  0  à^^  si  n  est 

impair. 

Les  facteurs  réels  du  second  degré,  qui  sont  les  produits 

de  deux  facteurs  imaginaires  conjugués,  se  trouvent  compris 

dans  la  formule 

*«*  .  - 
x»  —  2x  cos |-  \ . 

n 
Cette  proposition ,  à  laquelle  on  peut  donner  facilement  un 
énoncé  géométrique ,  est  connue  sous  le  nom  de  Théorème  ■ 
de  Cotes. 

L'équation 

x-  +  4=0, 

donne  lieu  à  des  formules  analogues  que  Ton  obtient  en 
écrivant  dans  celles  qui  précédent  2t +  *  au  lieu  de  ii. 

Réciproquement ,  toutes  les  fois  que  l'on  saura  résoudre 
algébriquement  une  équation  binôme 

s-qp*  =  0, 
c'est-à-dire  exprimer  ses  racines  imaginaires  par  un  système 
de  radicaux  algébriques,  on  aura  une  expression  algébrique 
des  lignes  trigonométriques 

COS  j  2/rr    COS  j   (ït  -M)tt 

sin  '    n  J  sin  l        n       ' 
et  en  particulier  des  lignes 

sin  —  ,  cos  — . 
n  n 

Donc,  si  ces  racines  imaginaires  s'expriment  par  un 
système  de  radicaux  du  second  degré ,  que  Ton  puisse  con- 
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struire  avec  la  règle  et  le  compas,  comme  on  l'enseigne  dans 
les  éléments  de  la  géométrie  analytique,  on  pourra  con- 
struire avec  la  règle  et  le  compas  le  sinus  ou  le  cosinus  de 
l'arc  qui  est  la  n*  partie  de  la  circonférence  f  et ,  par  consé- 
quent ,  diviser  géométriquement  (dans  le  sens  des  anciens) 
la  circonférence  en  n  parties  égales.  On  voit  par  là  comment 
ce  problème,  si  célèbre  chez  les  géomètres  grecs,  se  rattache 
à  la  théorie  de  la  résolution  algébrique  des  équations ,  qui 
elle-même  se  lie  étroitement  à  la  théorie  des  combinaisons 
et  à  celle  des  nombres.  Mais  ce  n'est  pas  ici  le  lieu  d'insister 
sur  ces  rapprochements  très  curieux  ?  qui  intéressent  plutôt 
la  philosophie  des  mathémathiques  que  leur  application  aux 
autres  sciences  positives. 

80,  On  résout,  à  l'aide  des  tables  trigonométriques,  non- 
seulement  ,  comme  on  vient  de  le  voir,  les  équations  binô- 
mes, mais  encore  les  équations  trinômes  de  la  forme 
zfm  —  *azr  +  b  =  Q;     (q) 

car,  si  Ton  en  tire  pour  2"  une  valeur  réelle,  elles  se  ramè- 
neront immédiatement  à  des  équations  binômes  dudegré  n  ; 
et  dans  le  cas  contraire ,  où  l'on  a  a2<  6,  on  pourra  poser 

2»^        a 
z  =  y/h.x,  ^-=  =  ±cos>, 

X  désignant  un  arc  plus  petit  que  le  quadrant  :  au  moyen  de 
quoi  l'équation  (q)  prendra  Time  des  deux  formes 
x*m  —  2  xr  cos  x  +  \  =  0,      (qt) 
x*m  +  %xr  cos  \  +  1=  0.      (y») 
Admettons  que  ce  soit  la  première ,  et  posons 
x  =  cos  f  4  sin  f  .  y  —  4  ; 
la  valeur  de  l'angle  o>  devra  satisfaire  aux  conditions 
cos  2  n?  —  2  cos  n? .cos  >  -+-  I  =  0; 
sin  2  n?  —  2  sin  n? .  cos  >  =  0  ; 
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et  elle  y  satisfera  effectivement  si  Ton  prend 

2  % v  ±  \ 


cos  rup  =  cos  >,  d'où  f  = 


n 


i  désignant  un  nombre  entier,  quelconque.  Ainsi  les  2n 

racines  de  la  proposée  sont  données  par  la  formule 

2t7r±>  ,     .    2tV±X      ,_ 

x  =  cos (-  sin .  t/— i , 

n  n         r       ' 

dans  laquelle  on  attribuera  successivement  à  i  toutes  les 
valeurs  entières,  de  0  à  n — 1  inclusivement.  Les  facteurs 
de  l'équation  (qt)  sont  représentés  par  la  formule 

,      tt  8iic±X  ,    a 

x* — 2  x  cos +  \  . 

n 

Il  faudrait  remplacer  dans  les  formules  précédentes  %i 
par  2î  +  1 ,  afin  de  les  adapter  à  la  résolution  de  l'équation 

81 .  Lorsque  dans  la  formule  de  Moivre 

(eosff+sin  a?.v/=î)*=cosna?+sinrw:.v/:::î      (G) 
on  attribue  à  n  des  valeurs  entières,'  chaque  membre  de 
l'équation  ne  comporte  qu'une  seule  valeur,  et  l'application 
de  la  formule  n'exige  aucune  remarque  nouvelle  ;  mais  si 

l'exposant  n  est  une  fraction  rationnelle^,  que  Ton  doit 

toujours  supposer  réduite  à  sa  plus  simple  expression ,  le 
premier  membre  de  l'équation  comporte,  d'après  la  théorie 
des  racines  de  l'unité,'  q  valeurs  distinctes  que  Ton  obtiendra 
en  multipliant  successivement  le  second  membre  par  les 
racines  de  l'unité,  du  degré  q.  Or,  d'après  ce  qui  précède, 
ces  racines  sont  données  par  la  formule 

cos  —  +  sin    -  .|/— i. 

Donc,  pour  que  dans  ce  cas  la  formule  de  Moivre  acquière  la 
généralité  qu'elle  doit  avoir,  il  faut  écrire 
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(wbx  +  sin  a?y  ^y=[w)^x+sin-x  V^jf ws— +s^— V^î] 

z=cosi—- +sm£ V-i- 

9  9 

En  outre,  puisque  p  est  un  nombre  entier,  premier  avec  q7 

on  peut  remplacer  i  par  jw,  ce  qui  donnera  cette  formule 

plus  élégante 

[cosa?  +  sinx-V/:iï]«=cos  -  (x+2iit\+$in-  Çx+%i«*.\/'^i, 

dans  laquelle  on  attribuera  à  i  toutes  les  valeurs  entières,  de 
0  à  q — 1  inclusivement. 

*  82.  Les  formules  (D),  (E),  (F,),  (F,),  (Gt),  (Gt),  qui 
servent  à  transformer  les  sinus  et  cosinus  des  multiples  d'un 
arc  en  puissances  des  sinus  et  cosinus  de  Tare  simple ,  ou 
réciproquement,  doivent  recevoir  des  modifications  analo- 
gues lorsque  les  indices  des  puissances  sont  des  nombres 
fractionnaires  ;  et  ce  point  délicat  de  la  théorie  des  sections 
angulaires  a  été  mis  dans  un  grand  jour  par  l'intéressant 
mémoire  que  M.  Poinsot  a  publié  en  1825,  sous  le  titre  de 
Recherches  sur  l'analyse  des  sections  angulaires.  Voici  quel- 
ques explications  à  ce  sujet,  que  Ton  pourra  laisser  de  côté 
à  une  première  lecture,  comme  étant  moins  essentielles  que 
ce  qui  précède. 

Soit 

n(n — f)  ) 

♦x=cosnx  +  ncos  (n— 2)  x-\ — \  „    cos(n—  4)g+etc./ 

4.2  I 

*(n-4)  (H) 

vrp=sin nx  +  n sin  (n— 2) x  +  sin (n— i)x  +  etc.i 

i  •  *  ) 

la  formule  (m)  deviendra 

(2  cos  a?)-=  *a?  +  vx  v  '—  i  ; 

et  cette  formule  pourra  être  censée  établie,  d'après  les  cal- 
culs du  n°  78,  pour  des  valeurs  quelconques  de  l'exposant  n, 
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si  Ton  admet  que  la  formule  du  binôme  subsiste  pour  des 
valeurs  quelconques  de  l'exposant,  sous  la  condition  de  con- 
duire à  une  série  convergente  :  ainsi  que  cela  se  prouve  dans 
la  plupart  des  traités  d'algèbre,  indépendamment  de  la  dé- 
monstration par  le  calcul  différentiel,  qui  doit  être  donnée 
plus  loin. 

Quand  n  est  un  nombre  positif  entier,  la  fonction  Wx  est 
nulle  ;  la  fonction  $x  est  composée  d'un  nombre  fini  de 
termes  qui  s'ajoutent  deux  à  deux,  selon  qu'on  l'a  expli- 
qué :  mais  en  général  les  seconds  membres  des  équations 
(H)  sont  des  séries  formées  d'un  nombre  infini  de  termes. 

Donnons  à  n  la  valeur  fractionnaire  ^  (p,  q  désignant  des 

nombres  entiers,  positifs  et  premiers  entre  eux)  :  la  quan- 
tité radicale 

e  (r) 

(Si  cos  x)q  v  ' 

admettra  q  valeurs  distinctes ,  comprises  dans  l'expression 

Uw  +  vx  ï/^U  (cos  ^îtV  +  sin-  .«*  v/— ï  ), 

qui  équivaut,  d'après  ce  qu'on  a  vu  plus  haut,  à 
*  (x  +  2tV)  +  y  (je  +  lin) .  y/3Zï, 

i  devant  recevoir  toutes  les  valeurs  entières,  de  0  à  q — 1 
inclusivement. 

Supposons  que  cos  x  soit  positif ,  et  désignons  par  X  la 
valeur  réelle  et  positive  du  radical  (r)  :  on  obtiendra  les  au- 
tres valeurs  du  radical  en  multipliant  X  par  les  racines  de 
l'unité,  autres  que  1  ;  c'est-à-dire  que  les  q  valeurs  du  radi- 
cal seront  comprises  dans  l'expression 

P  P 

X  (cos  -  Si'*  +  sin-  .2t'ff.i/~i, 

9  9 

sous  la  condition  d'attribuer  à  i'  toutes  les  valeurs  entières 
de  0  à  q — 1  inclusivement. 
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Donc,  il  sera  toujours  possible  d'assigner  entre  ces  limites 
aux  nombres  entiers  i,  ï  des  valeurs  telles  que  l'on  ait 

X(cos-  .2î'tt  +  sin  -  .Wn.y=\)=z<t>(w+ïi7t)+}¥(x+(2iT.yrzri)}(s) 

ou,  ce  qui  est  la  même  chose, 

X  (cos  -  .  8t V  +  sin^ .  2t V .  y  ~\)  = 
9  Q 

(*x  +  wx.y^i)  (cos^  .*in  +  sin-  .iiz.y^i);    (t) 

et  la  question  est  ramenée  à  déterminer  les  valeurs  corres- 
pondantes des  nombres  i,  ï. 

Faisons  dans  l'équation  précédente  x=0  :  on  a 

y(0)  =  0,*(0)=(4-M)5,  X0  =  2<; 
donc  î=îf,  et  par  conséquent  la  formule  (s)  devient 

X(cos P  .2ï7r+sin  ^  .  âeV .  [/^)  =  $  (x  +  2^)  +  Y  (x+2iV) .  {/Z\ . 

Comme  on  peut  prendre  maintenent  i=0,  il  en  faut  con- 
clure que  l'on  a ,  pour  toutes  les  valeurs  de  x  comprises 
entre  —  ?  "  et  £  ?r,  qui  font  de  cos  x  une  fraction  posi- 
tive , 

tfa?  ==  X,  vx  =  0  ;  («) 

et  plus  généralement  on  a  entre  ces  limites,  à  cause  de  l'in- 
dépendance des  deux  parties  réelles  et  imaginaires, 


*!tf  +  2tir)  =  X  cos  -  Mv, 
v{x  +  2*»)  =  X  sin  -  .2iît. 


(*) 


*  83 .  Supposons  maintenant  que  cos  x  soit  négatif  (x  tom- 
bant entre  \  tc  et  |  w),  et  désignons  par  X  la  valeur  réelle 

i 
et  positive  du  radical  (—  2  cos  #)  ?  :  on  aura 
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(îcosar)f  =  X  (—4)5  =X[cos  -  (Si'  +l)7r  +  sin?  («i'+lk.t/11*]; 

et,  en  conséquence,  les  équations  (s)  et  (t)  seront  rempla- 
cées par 

X  [cos?(2i'  -M)  *  +  sin^(2f+  4)tt.v/^î]  = 

9  9 

*(a?+  2t*7r)  +  W  (X  +  îlir) .  v/^i     (O 

X[cos^(2t'  +  1)*  +  sin^(2i'  +  \)*.V=Ï\  = 
9  9 

(**  4-  vx.\/=\)  (cos-  .Site  -f-  sin  -  .««V-v/—*)-        (0 

Les  nombres  i,  i'  continuent  de  comporter  toutes  les  var- 
leurs  entières,  de  0  à  q — 1  inclusivement  ;  et  parmi  ces  va- 
leurs il  s'agit  de  savoir  quelles  sont  celles  qui  se  corres- 
pondent. 

Or,  si  l'on  prend  x=t:,  tous  les  cosinus  et  les  sinus  qui 
entrent  dans  les  seconds  membres  des  équations  (H)  deve- 
nant égaux  à  cos^rc,  sia^n,  on  trouve 

V         p 
*(jr)  =  (I+4)iC0S-  7T, 

v(*)=0+OïBin^ir, 
9 
p 

et  X  %  a  pour  valeur  2  i  ;  de  sorte  qu'on  tire  de  l'équation  (t')T 

p 
après  la  suppression  du  facteur  commun  2  * , 

cos?  (8i'  + 1)  «  +  sin^  \%i'  +  I)  « .\/^i 
9  9 

p  p        . m         p    .  p  

=  (cos-t:  +  sin-7r.v  —  O(cos-  %m  +  sin-Sirc-i/  — 1* 
?  9  9  9 

~  cos-(2i+t)*  4  sin -(2i +  1)77.^^; 
7  7 
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d'où  il  faut  conclure  i'=i,  et  par  suite 

9  9 

Cette  dernière  équation  se  décompose  dans  les  deux  sui- 
vantes: 


4>  (X  +  2  in)  =  X  COS  -  (2i  +  I)  tt,| 
9 

Y(a?  +  2iff)=Xsin^(2i  +  *)ir;l 
9 


(„') 


et  quand  on  pose  t=0,  il  vient 


P 
<M?  =  Xcos-7T  J 

9 
Y0=zXsin-îr. 


(«') 


* 

*  84.  Nous  avons  supposé,  dans  tout  ce  qui  précède,  que 
les  fonctions  $,  ¥  ont  une  valeur  déterminée,  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  en  vertu  des  équations  (H),  ou  qu'on  pour- 
rait construire  avec  une  approximation  indéfinie,  au  moyen 
de  ces  équations  seulement,  les  courbes  ayant  pour  abscisse 
x  et  pour  ordonnées  $a,  Vx.  Si  cette  condition  essentielle 
n'était  pas  satisfaite,  c'est-à-dire  si  les  seconds  membres  des 
équations  (H)  ne  constituaient  pas  des  séries  convergentes, 
les  formules  obtenues  deviendraient  illusoires  et  n'offriraient 
réellement  aucun  sens  déterminé.  Or,  la  condition  exigée  se 
vérifie,  comme  M.  Cauchy  Ta  fait  voir,  tant  qu'on  n'attribue 
à  l'exposant  n  que  des  valeurs  positives. 

En  effet  Ton  a,  par  la  formule  du  binôme, 

le  développement  ne  s'arrêtant  que  pour  les  valeurs  entières 
et  positives  de  n,  et  conduisant,  pour  les  autres  valeurs  de 
l'exposant,  à  une  série  infinie.  Soit  j/,  le  terme  de  cette  série 
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qui  en  a  i  avant  lui,  il  viendra 


n 

4    —  T 

yi+\       t  —  n i 

yi   ~"t  +  «  *f""4  +  4 
î 


M 


donc,  à  mesure  que  Ton  fait  croître  i,  la  valeur  du  rapport  (p) 
converge  vers  une  limite  numériquement  plus  petite  ou  plus 
grande  que  l'unité,  selon  que  la  valeur  numérique  de  e  est 
elle-même  inférieure  ou  supérieure  à  1 .  Donc  [26]  la  série  (e) 
est  convergente  pour  toutes  les  valeurs  de  e  numériquement 
plus  petites  que  l'unité.  En  outre,  tous  les  termes  de  cette 
série,  pour  lesquels  l'indice  i  est  supérieur  à  la  valeur  numé- 
rique de  n-ft,  se  trouvent  évidemment  affectés  du  même 
signe,  qui  est  celui  du  terme 

n(4~n)(2-n) (»-»)        f 

4.2.3 (v+4)  "'      ' 

y  désignant  le  nombre  entier  immédiatement  inférieur  à  n. 
Donc,  à  la  limite  e=l,  la  série  (e)  est  convergente  ou  diver- 
gente, selon  que  la  quantité  (1 — e)'  converge  vers  une  limite 
finie  ou  nulle,  ou  vers  une  limite  infinie,  tandis  que  e  con- 
verge vers  l'unité.  Or,  quand  l'exposant  n  est  positif,  on  a 

/tm.fl  —  •)•  =  (!  — «3r  =  0, 
et  conséquemment  il  vient,  pour  les  valeurs  positives  de  n, 

0=  ,  _n_>j(iZZ^_nO-n)(2-n)_ 

I  4.2  4.2.3  v  ' 

Mais,  puisque  la  série  (fe),  dont  tous  les  termes,  à  partir 
d'un  certain  rang,  ont  le  même  signe,  se  trouve  convergente, 
les  séries  {U)  que  l'on  obtient  en  multipliant  chaque  terme 
de  la  série  (h)  par  un  facteur,  tantôt  positif,  tantôt  négatif, 
mais  toujours  numériquement  plus  petit  que  l'unité,  sont  à 
plus  forte  raison  convergentes,  tant  que  le  paramètre  n 
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conserve  une  valeur  positive,  et  quelle  que  soit  la  valeur 
àex. 

Les  formules  des  deux  numéros  précédents  ont  pour  résul- 
tat utile  de  faire  connaître  les  valeurs  des  fonctions  Qx,  Y#, 
sans  qu'on  ait  besoin  de  recourir  aux  calculs  d'approxima- 
tion fondés  sur  l'emploi  des  séries.  Ainsi,  les  fonctions  <bxj¥x 
étant  données  par  les  équations  (m)  pour  les  valeurs  de  x  com- 
prises entre  — fr  et  £tt,  et  par  les  équations  (w)  pour  les  va- 
leurs de  x  comprises  entre  »tt  et  |ir,  se  trouveront  détermi- 
nées, en  vertu  des  formules  (v)  et  \v'),  pour  toutes  les  valeurs 
positives  de  x<(2q — ;)tt;  et  comme  on  a  d'ailleurs,  d'après 
la  forme  des  équations  (H), 

*x  =  * (x  +  2kq*), 
Vx  =  v(x  +  ïkqn), 

k  désignant  un  nombre  entier  quelconque,  il  s'ensuit  que 
les  valeurs  des  fonctions  Qx,  Wx  seront  connues  pour  toutes 
les  valeurs  de  x\  ou  qu'on  aura,  pour  toutes  les  valeurs  de 
x,  les  limites  vers  lesquelles  convergent  les  sommes  des 
séries 

-(--0 

cos^tf  +-«.cos(--  '%)x  +  q    \  n J.cosfZ  —  i)x  +  etc., 

q         q  \q         J  1.2  \q         J 

-(--0 

sin-a?  +-«.sinf -—  2  )x  +— iVsinf-  —  i)x  +  etc., 

q  q  \q        J  4.2  \q         I 

quand  le  nombre  e,  en  restant  plus  petit  que  1 ,  converge  in- 
définiment vers  l'unité. 

Soit,  par  exemple,  w=£  =i,  on  aura  pour  les  valeurs  de 

x  comprises 

4         4  »  

entre—  -  *■  et  -  *,  «for  =  \/%  cos  x, 
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4  3  s \  \      s . 

entre     -  ir  et  -  *,  *x  =  \/ — S  cos x.  cos  -  n  =  —  -  [/%  cos  x, 

3  5    .  s  2  4    s 

entre     -  «  et  -  *,  *#  =  l/4  cos  .r  .  cos  -  *  =  — '-  \Z<b  cos  a?, 
2  2  3  2 

R  T  S 3 

entre     -  7r  et    r,  *a?  =  |/— 2  cos  rr.  cos  *  =  i/2  cos  x, 

7         9  » 4  4     » 

entre     -  ir  et  -  r,  * j;  =  |/2  cos  a?,  cos  -  ir  = 1/2  cos  x, 

2         2  3  2 

14  •_ 5  4» 


entre     -  *■  et-—ir,  *x  =  |/— 2  cos  x.  cos  -  ic  =  —  1/2  cos  37 
2  2  3  2 

après  quoi  les  valeurs  de  $x  repasseront  périodiquement  par 
les  mêmes  valeurs.  En  conséquence,  la  courbe  périodique 
dont$x  est  l'ordonnée  a  la  forme  indiquée  par  la  fig.  29. 


CHAPITRE  ffl. 

RÉSOLUTION    DES    CAS    D'INDÉTERMINATION   POUR    LES   FONCTIONS 
EXPLICITES  D'UNE   SEULE   VARIABLE.  —   RECHERCHE  DE  LEURS 

valeurs  maxima  et  minima. 


$  4".  Résolution  des  cas  d'indétermination  pour  les  fonctions  explicites  d'une 

seule  variable. 

85.  Nous  traiterons  dans  ce  chapitre  de  deux  applications 
importantes  du  calcul  différentiel,  et  d'abord  de  celle  qui 
consiste  à  trouver  la  valeur  d'une  fonction  de  #,  quand  elle 
se  présente,  pour  une  valeur  particulière  de  x,  sous  la  forme 

indéterminée  g . 

Le  problème  revient  [28]  à  déterminer  la  limite  vers  la- 
quelle converge  la  fonction 

fx 

lorsque  x  converge  vers  la  valeur  x0,  et  qu'en  même  temps 
les  fonctions  fx,  Fx  convergent  toutes  deux  vers  zéro. 

Supposons,"  pour  simplifier,  que  les  deux  fonctions  fxel 
Fx  s'évanouissent  pour  a?=0;  faisons  varier  x  de  zéro  à  une 
quantité  h  assez  petite  pour  que,  dans  cet  intervalle,  la  déri- 
vée de  la  fonction  Fx  ne  change  pas  de  signe,  ce  qui  revient 
à  dire  que  cette  fonction  Fx  va  constamment  en  croissant, 
ou  constamment  en  décroissant,  dans  l'intervalle  considéré. 
Partageons  h  en  n  parties  égales  ;  appelons  h'-  l'une  des  par- 
ties  et  considérons  les  fractions. 

(V    fih'-fh'     flk'-fW  fk-f(n-i)V 

{  }  FA"  F8A'  —  FA"  F3A'  —  F2A" FA  —  F(n  —  i) A" 
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dont  les  dénominateurs  ont  le  même  signe.  Si  Ton  fait  la 
somme  des  numérateurs  et  celle  des  dénominateurs,  on  ob- 
tient la  fraction 

& 

dont  la  valeur  est  comprise  entre  la  plus  grande  et  la  plus 
petite  des  fractions  proposées.  L'une  quelconque  de  ces  frac- 
tions est  de  la  forme 

f(x  +  h')-fx 
f(w±h')—fx  À' 


(3) 


F (x+  À')  —  Fx       F  (*  + A')  —  F* 


Supposons  maintenant  que  l'on  ait  partagé  l'intervalle  h 
en  un  nombre  de  parties  de  plus  en  plus  grand;  h'  tendra 
vers  zéro,  et  la  fraction  (3)  qui  représente  l'une  quelconque 
des  fractions  (1)  tendra  vers  une  limite  égale  à 

11  F'» 

Concevons  que  x  varie  d'une  manière  continue  de  zéro  à  h'; 
la  fraction  (4)  variera  aussi  d'une  manière  continue  ;  elle 
passera  donc  par  toutes  les  valeurs  comprises  entre  la  plus 
grande  et  la  plus  petite  des  valeurs  qu'elle  acquiert  dans  cet 
intervalle.  Mais  la  fraction  (2)  est  égale  à  l'une  de  ces  va- 
leurs moyennes  ;  si  l'on  désigne  par  0  un  nombre  positif 
plus  petit  que  l'unité,  Oh  sera  une  valeur  de  x  inférieure  à 
h  et  pour  une  valeur  convenable  de  6,  on  aura 

w  FA       F'(9h)' 

Pour  revenir  au  cas  général  où  les  deux  fonctions  s'éva- 
nouissent pour  x=.  x„  il  suffit  de  poser  x=x.-f  A  ;  les  deux 
fonctions  f(x,-\-h)  et  F(a;.-f-^)  s'évanouiront  pour  fc=0,  et 
l'on  aura,  en  vertu  de  ce  qui  précède, 

f(x»+  h)      f'(x.  +  bh) 


m 


F(x0  +  A)       F'(x,  +  eh) 
T.  1.  40 
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Si  Ton  fait  tendre  h  vers  zéro,  il  vient 

Il  peut  arriver  que  les  deux  fonctions  fx  et  F'x  s'éva- 
nouissent simultanément  pour  x=x0;  on  aura  alors,  en  vertu 
du  même  principe, 

f{x0+  eh)_r{*o  +  *'h) 
F"KXo+oh)~¥"(+x0  o'h)' 
la  lettre  0'  désignant  un  nombre  inférieur  à  l'unité  et  même 
inférieur  à  6;  il  en  résulte 

F(x.  +  h)_r(x.  +  e'h) 
f(x.  +  h)       V{x.  +  e'hy 

et,  en  passant  à  la  limite, 

F"x9 

et  ainsi  de  suite. 

La  valeur  de  <px„  ainsi  déterminée,  peut  être  nulle  ou  in- 
finie. 

Si  la  valeur  x.  rendait  infinies  les  deux  fonctions  fx,  Fx, 
elle  ferait  évanouir  les  fonctions 

fx'  fx' 
qui  ont  respectivement  pour  dérivées  du  premier  ordre 

fx        F'x 

~tfxy'    W 

Il  viendrait  donc 

<  f(fÊ.-Hk) 

f{xo  +  h)_  ¥(x.  +  h)  _F,(g.+»A)_F'(a?.+6A)      r(x.+6k) 
F  (xo  +  A)  "~         <         "~  /'(S.+9A)     /*  («.+•*)      F»(*.+6A)' 

A*.  +  A)      r(».+9A) 
équation  d'où  l'on  tire 


rfto±*yf 

l¥(xt+eh)\     f{x,  +  eh) 


f(x,  +  h)        F'(*,  +  eA) 
F(».+  A) 
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Si,  quand  h  tend  vers  zéro,  la  fonction  <fx  tend  vers  une 
limite  déterminée  <?xoy  le  numérateur  devenant  égal  à 
<?*x0,  on  a 

Nous  en  conclurons  avec  M.  Cauchy  que  la  règle  pour  trou- 
ver la  valeur  de  yx0  reste  la  même  quelle  que  soit  celle  des 

deux  formes  indéterminées  ^ ,  + g-,  sous  laquelle  se  pré- 
sente le  rapport  jjr- . 

86.  On  trouvera,  en  appliquant  cette  règle,  et  en  la  com- 
binant avec  les  règles  de  différentiation  données  dans  l' avant- 
dernier  chapitre. 

1*  pour  x=0, 

if  —  b0  sa\ 

— —  =  log  a  —  logé  =  log  \^y 

log  G)  _  si»1  *  _  .    m  Ma  m  _  A 

=  =  sm  x  cos  w  =  0, 

cotx  x 

x  —  sin  x       1  —  cos  x       sin  x       cos  x       4 


x1  Zx%  6x  6  6 

sin'x  3  sin1*  cos  x       3  sin  x  (2  cosfx  —  sin* x) 


s  — Jsinîx        4— cosîx  îsinïx 

3  cos  x  (2  cos1*  —  7  sin'x) 3 

4  cos  SU;  5" 

2°pourx=i, 

^I  —  l—i 

s-< _\_ i 

r  —  \       nxr- l       n9 

(x*—  4)1  —  a?  +4       3a?v/â*~ITT--4  ~"     ? 
x*  —  4  +  (a;  — 1)1 \V*  J-Wx^7* I 


t/xf-* 


x 


=  ~  =  o. 


PO 


y**  — 4 
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87.  Supposons  que  la  fonction  F  x  se  réduise  à  a,  et  que 

l'autre  fonction  fx  jouisse  de  la  propriété  de  devenir  nulle 

ou  infinie  en  même  temps  que  œ%  on  pourra  être  curieux  de 

connaître  le  rapport  qui  subsiste  entre  cette  fonction  et  la 

variable  x,  quand  Tune  et  l'autre  deviennent  nulles  ou  infi- 

.  nies.  Ce  problème  rentre  dans  celui  qui  vient  d'être  traité  : 

ainsi  l'on  trouvera ,  pour  x=0. 

1  —  cos  x 
=0, 

x 

et  pour  #=oo  , 

X  °° 

On  énonce  ces  résultats  en  disant  que  le  sinus  verse  d'un 
arc  infiniment  petit  est  infiniment  petit  par  rapport  à  cet  arc  ; 
et  que  le  logarithme  d'un  nombre  infiniment  grand  est  infi- 
niment petit  par  rapport  à  ce  nombre. 

Soit  proposé  de  discuter  la  courbe  qui  a  pour  équation 
y=xlogx; 
les  valeurs  négatives  de  x  rendent  y  imaginaire,  et  l'ordon- 
née y  est  positive  on  négative  selon  que  les  valeurs  positives 
de  x  sont  >  ou  <  1 .  Pour  savoir  quelle  est  la  valeur  de  y 

correspondant  à  x=0,  on  fera 

4 

et  il  viendra 

logz 

Or,  d'après  ce  qui  précède,  y =0  pour  2=00  ou  pour  x=0  ; 

d'ailleurs  on  a 

dv 

quantité  qui  devient  infinie  pour  rc=0.  en  sorte  que  la 
courbe  touche  Taxe  des  y  à  l'origine  des  coordonnées 
(fig.  30).  On  peut  ajouter  cet  exemple  à  celui  qui  a  déjà  été 
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donné  [16],  de  courbes  transcendantes  qui  sont  interrom- 
pues brusquement  dans  leurs  cours ,  sans  qu'il  y  ait  raccor- 
dement entre  deux  branches  de  la  même  courbe ,  comme 
cela  arrive  toujours  pour  les  courbes  à  équations  algé- 
briques. 

88.  S'il  arrivait  que  toutes  les  dérivées  de  fx  et  de  F  x 
devinssent  nulles  ou  infinies  en  même  temps  que  les  fonc- 
tions dont  elles  dérivent,  la  méthode  serait  en  défaut,  et 
il  faudrait  déterminer  la  valeur  de  <p  x0  à  l'aide  de  procédés 
particuliers.  Si,  par  exemple,  on  avait 

quand  on  ferait  #=1 ,  ces  deux  fonctions  s'évanouiraient , 
et  leurs  dérivées  de  tous  les  ordres  deviendraient  simulta- 
nément infinies.  Mais  si  nous  posons  x  —  1  =  z ,  il  viendra 
^     VJTi  -  \  +  y* 

En  multipliant  les  deux  termes  de  la  fraction  par 

t/ïTi+i  —V*> 
et  supprimant  le  facteuc  \/z  qui  devient  commun  aux  deux 

termes ,  on  obtient 

2 

^"yï+i.  (v/f+i  +  l  —V*\' 
expression  qui  donne 

quand  on  y  fait  z=0,  ou  a?=l . 

89.  Nous  savons  qu'une  fonction  ne  peut  devenir  infinie, 
pour  une  valeur  particulière  de  la  variable,  sans  que  toutes 
ses  dérivées  deviennent  simultanément  infinies  [35],  et 
ainsi ,  le  cas  où  la  méthode  générale  se  trouve  en  défaut , 
doit  se  présenter  toutes  les  fois  que  la  valeur  de  x  qui  fait 
évanouir  fx  et  Fx  rend  infinies  f  x  et  F'  x.  Au  contraire,  on 
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ne  peut  regarder  que  comme  une  exception  singulière  de  la 
méthode  (du  moins  pour  les  fonctions  susceptibles  d'une 
expression  mathématique),  celle  qui  résulterait  die  l'éva- 
nouissement simultané  dés  dérivées  de  tous  les  ordres  des 
fonctions  fet  F.  On  a  pourtant  signalé  des  fonctions  pour 
lesquelles  cette  exception  se  rencontre.  Prenons 

fx  =  a  âr 
a  et  n  désignant  des  nombres  positifs  dont  le  premier  est 
plus  grand  que  l'unité  :  on  aura 

nloga.a  <*"     ..         _        —  •—  (  n  log  a      n-fU 
fx=z — 2 F  x  =  lwa.a  *  l  —r- —  /  •  etc. 

Quand  on  fait  2=0,  la  quantité 

4 


/i=a  *"= 


est  infiniment  petite  ou  nulle,  ce  qui  met  toutes  les  dérivées 
f'x,f"x,.  •  •  .  sous  la  forme  j|.  Posons 

i 

w 
il  viendra 

__nlogq.z»+*  nloga.(nlogfl.z(»++)>~(n-[-4)z»+*) 

et  la  valeur  x=0  correspondra  à  z=<x> .  Or,  il  est  facile  de 
voir  que  toute  expression  de  là  forme 

{Aans  laquelle  a>  m  et  n  désignent  des  nombres  positifs  et  a 
tm  nombre  plus  grand  que  i),  est  nulle  ptfur  2=  a>  ;  car  si 
Ton  applique  à  cet  exemple  la  règle  générale  concernant  la 
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détermination  des  fonctions  qui  se  présentent  sous  la  forme 
indéterminée 

00 

oridifférentiera  i  fois  de  suite  les  deux  termes  de  la  fraction, 
tétant  le  nombre  entier  immédiatement  supérieur  à  m,  et 
Ton  aura  pour  z ■  =  <x> , 

k  étant  un  nombre  constant,  et  ^  z  une  fonction  qui  reste 
infinie  quand  z  est  infini.  Par  conséquent  toutes  les  dérivées 
de  la  fonction  fx  s'évanouiront,  quand  on  y  fera  #  =  0. 
Si  donc  on  donnait 

b  étant  ainsi  que  a  un  nombre  positif  plus  grand  que  F  unité, 
et  ri  un  nombre  positif  aussi  bien  que  n,  les  dérivées  de  tous 
les  ordres  des  deux  termes  de  la  fraction 

a*" 

s'évanouiraient  simultanément  pour  x  =0,  et  l'on  nepour- 
rait  plus  appliquer  la  règle  générale.  Dans  le  cas  de  n'=tt, 
il  viendra 

et  la  valeur  x==û  rendra  <p  #  nulle  ou  infinie,  selon  qu'on 

aura  a  >  ou  <  b. 

90.  On  trouve  de  la  même  manière  que  la  valeur  de  la 

fonction 

_i 

x 
converge  vers  zéro,  et  que  celle  de  la  fonction 
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converge  vers  l'infini  quand  on  prend  pour  x  une  quantité 
positive  de  plus  en  plus  petite.  Conséquemment  la  valeur  de 
la  fonction 


qui  se  présente  sous  la  forme  j[,  quand  on  y  fait  #=0,  est 
zéro  ou  l'infini,  selon  qu'on  y  considère  zéro  comme  la  li- 
mite des  x  positifs  ou  comme  celle  des  x  négatifs.  Ceci 
tient  à  une  solution  de  continuité  de  la  fonction  y,  du  genre 
de  celles  qui  ont  été  signalées  dans  des  fonctions  analogues 
[ift  et  87]. 

$  t.  Maxima  et  minima  des  fonctions  explicite»  d'une  seule  variable. 

91.  Représentons-nous  la  succession  des  valeurs  que 
prend  la  fonction  y=fx,  lorsqu'on  donne  à  x  toutes  les  va- 
leurs possibles,  sans  que  y  cesse  de  conserver  une  valeur 
réelle  et  finie.  Si  les  valeurs  de  y,  après  avoir  été  crois- 
santes ,  deviennent  décroissantes,  y  aura  passé  dans  l'inter- 
valle par  une  valeur  plus  grande  que  celles  qui  la  précèdent 
et  que  celles  qui  la  suivent  immédiatement  ;  cette  valeur 
se  nomme  un  maximum.  Au  contraire,  si  les  valeurs  de  y, 
après  avoir  diminué  progressivement,  viennent  ensuite  à 
augmenter  progressivement,  la  valeur  intermédiaire ,  plus 
petite  que  celles  qui  la  précèdent  et  que  celles  qui  la  suivent 
immédiatement,  se  nomme  un  minimum.  On  voit  qu'il  est 
possible  qu'une  fonction  n'ait  ni  maximum,  ni  minimum, 
ou  qu'elle  ait  plusieurs  maxima  et  minima,  de  manière 
qu'un  minimum  tombe  toujours  entre  deux  maxima,  et  un 
maximum  entre  deux  minima  consécutifs.  La  question  con- 
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siste  à  déterminer  les  valeurs  de  la  variable  indépendante, 
s'il  en  existe,  auxquelles  correspondent  des  maxima  ou  des 
minima  de  la  fonction. 

Admettons  d'abord,  pour  plus  de  clarté,  que  ni  la  fonc- 
tion fx  ni  ses  dérivées  n'éprouvent  de  solution  de  continuité 
en  même  temps  que  l'une  de  ees  fonctions  atteint  une  va- 
leur maximum  ou  minimum  :  il  est  évident,  dans  cette  hy- 
pothèse, que  la  différentielle 

dy—fx.dx 

change  de  signe,  en  devenant  nulle,  au  moment  du  maxi- 
mum ou  du  minimum  de  fx;  qu'elle  passe  du  positif  au 
négatif  dans  le  cas  du  maximum,  et  du  négatif  au  positif 
dans  le  cas  du  minimum.  Donc,  la  condition  commune 
au  maximum  et  au  minimum  de  fx  est  exprimée  par  l'é- 
quation 

/**  =  <>;     0) 

et  il  faut  en  outre  pour  le  maximum  que  fx  passe  du  po- 
sitif au  négatif,  c'est-à-dire,  soit  une  fonction  décroissante 
quand  x  croit,  et  par  conséquent  que  l'on  ait 

Par  une  raison  semblable ,  il  faut ,  dans  le  cas  du  mini- 
mum, que  la  valeur  de  x  tirée  de  l'équation  (1)  vérifie 

l'inégalité 

f"x>0. 

Mais  si  f  x  s'évanouit ,  pour  la  même  valeur  de  x  qui 
fait  évanouir  fx,  la  valeur  de  fx  qui  est  zéro,  correspond 
à  un  maximum  ou  à  un  minimum  de  cette  dernière  fonc- 
tion. Dans  le  premier  cas,  fx  est  négative  en  deçà  et  au 
delà  de  la  valeur  x,  et  fx  est  constamment  décroissante 
pour  des  valeurs  croissantes  de  x;  dans  le  second  cas,  fx 
est  positive  en  deçà  et  au  delà  de  la  valeur  x ,  eifx  est 
constamment  croissante  avec  x:  donc  l'équation  fx=b 
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n'éntralhe  ni  maximum  ni  minimum  de  fx,  si  elle  est  ac- 
compagnée de  l'équation  f*  #=0. 

Or,  par  la  même  raison,  l'équation  f"x=0  n'entraînera 
ni  maximum  ni  minimum  de  f'x,  si  l'on  a  f"x=0,  et  si 
f"x  passe  elle-même  par  un  maximum  ou  un  minimum. 
Quand  f"x  passe  par  un  maximum,  f'x  étant  décroissante 
pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  passe  conséquemment  du 
positif  au  négatif  en  s'annulant,  et  fx  passe  par  un  maxi- 
mum. On  verrait  de  même  que  le  minimum  de  f  x  entraîne 
dans  ce  cas  le  minimum  de  fx. 

Donc,  pour  le  cas  où  Ton  a  simultanément 

fx  ne  passe  par  un  maximum  ou  un  minimum  qu'autant 
que  fx  passe  elle-même  par  un  maximum  ou  un  minimum^ 
c'est-à-dire,  qu'autant  que  l'on  a 

r'x=**,f»œ<Q, 
ou  bien 

f"  =  0,  f"x  >  0, 

Dans  ce  cas,  l'analogie  conduit  à  dire  que  fx  passe  par  un 
maximum  ou  un  minimum  du  second  ordre. 

En  généralisant  ce  raisonnement,  on  en  conclut  qu'il  ne 
peut  y  avoir  maximum  ou  minimum  de  la  fonction  fx, 
pour  une  valeur  donnée  de  x,  qu'autant  que  le  premier 
coefficient  différentiel  de  la  fonction,  que  cette  valeur  n'an- 
nule pas,  est  d'ordre  pair.  Il  y  a  maximum  ou  minimum 
suivant  que  le  coefficient  prend  une  valeur  négative  ou  po- 
sitive. 

Tous  ces  résultats  prennent  une  forme  sensible  lorsqu'on 
représente  graphiquement  la  fonction  par  l'ordonnée  d'une 
courbe.  L'équation  fx=0  exprime  que  la  tangente  est  paral- 
lèle à  Taxe  des  abscisses  :  les  inégalités  f  x<0  ou  fx>0  ex- 
priment que  la  courbe  tourne  sa  concavité  ou  sa  convexité 
vers  l'axe  des  x,  dans  le  cas  d'une  ordonnée  positive  ;  sa 
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convexité  ou  sa  concavité  vers  le  même  axe ,  dans  le  cas 
d'une  ordonnée  négative.  Enfin,  si  l'on  àf'a^O,  sans  que 
f'x  s'évanouisse,  la  courbe  subit  une  inflexion  [30],  en 
sorte  que  le  parallélisme  de  la  tangente  à  l'axe  des  x  n'em- 
pêche pas  l'ordonnée  de  croître  ou  de  décroître,  de  part  et 
d'autre  du  point  de  contact. 

92.  D'après  ce  qui  précède,  toutes  les  fois  que  la  fonction 
fx  aura  un  coefficient  différentiel  f  x,  exprimé  algébrique- 
ment, on  obtiendra  les  valeurs  de  #  qui  correspondent  à  des 
valeurs  maxima  ou  minima  de  la  fonction,  en  résolvant  par 
rapport  à  x  l'équation  fx=Q.  On  distinguera  ensuite  le 
maximum  du  minimum ,  en  substituant  pour  x  les  racines 
de  cette  équation  dans  la  fonction  ff'x,  puis  dans  f'"x>  si 
f'x  s'évanouit  aussi ,  et  ainsi  de  suite. 

Mais  il  faut  observer  que  souvent ,  par  la  nature  de  la 
question ,  on  sait  à  priori  qu'une  fonction  ne  comporte  pas 
de  maximum  y  ou  qu'elle  ne  comporte  pas  de  minimum  : 
alors  on  est  dispensé  d'une  discussion  de  signes ,  et  il  suffit 
de  résoudre  l'équation  />x=0;  en  supposant  toutefois  que 
l'on  sache  aussi  que  les  racines  de  cette  équation  n'annulent 
pas  les  dérivées  subséquentes. 

Appliquons  la  règle  générale  à  la  fonction  prise  pour- 
exemple  dans  le  n°  5, 

w%  —  *lx  -+•  6 

fx=  *-**  : 

on  aura 

x*  —  20a?  -f-  64 
'  (0?— 40)» 

L'équation  à  résoudre  est 

x*  —  20a?-t-64  =  0> 
dont  lés  racines  sont  x«=  1 6  et  x=i .  On  trouve  ensuite 

fnx  — , 

'  (a?-  40)8' 
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valeur  qui  devient  positive  pour  #=»16,  négative  pour 
x=i  :  ainsi  la  racine  16  correspond  à  un  minimum ,  et  la 
racine  4  à  un  maximum. 

Si  Ton  donne 

fx  =z  e*  +  2  cos  x  -H  e", 
on  trouvera  : 

fx  =  e  —  2  sin  x  —  *~*, 
/"a;  =  e*  —  2  cos  x  -*-  e-*, 
/**#  =  e9  -f-  2  sin  a?  —  e~9, 
f"x  =  c*  -f-  2  cos  a?  -f-  e~*  =  /ïr. 

La  valeur  x—O,  qui  fait  évanouir  /*'  x,  f"  x,  fmx,  donne  à 
flvx  la  valeur  positive  4  :  la  valeur  correspondante  de  fx, 
qui  est  aussi  4,  constitue  donc  une  valeur  minimum  de  cette 
fonction. 

93.  Maintenant  il  peut  se  faire  que  f"x  change  de  signe 
en  passant  par  l'infini ,  et  que  néanmoins  fx  n'éprouve 
qu'une  solution  de  continuité  du  second  ordre,  en  sorte  que 

la  différentielle 

dy  =  f  xdx 

reste  infiniment  petite  [35  et  54].  Dans  ces  circonstances  y 
passe  par  un  maximum  ou  par  un  minimum ,  selon  que  dy 
passe  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au  positif  ;  mais  il 
faut  s'en  assurer  directement  par  la  discussion  de  la  fonction 
fx,  attendu  que  toutes  les  dérivées  f"  #,  f19  x,  etc.,  pren- 
nent, en  même  temps  que  ff  x,  des  valeurs  infinies. 
Si ,  par  exemple,  on  avait 

fx=:(X-<)*, 

doù 

la  valeur  x=l  rendrait  f  x  infinie  et  fx  nulle.  Il  est  d'ail- 
leurs évident  que  f  x  sera  négative  ou  positive  pour  des 
valeurs  de  x  <  ou  >  t,  tandis  que  fx  restera  constamment 
positive  :  ainsi  la  valeur  x=i  correspond  à  un  minimum 
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de  fx.  C?est  le  cas  où  la  courbe  dont  fx  est  l'ordonnée  a  un 
point  de  rebroussement  répondant  à  l'ordonnée  minimum 
(/îgr-31). 
Au  contraire,  si  l'on  posait 

d'où 

fx  =  ^(x  —  4)~?, 

la  valeur  x=i  rendrait  encore  f  x  infinie  et  fx  nulle  ; 
mais  f  x  ne  changerait  plus  de  signe  en  passant  par  l'infini, 
tandis  que  fx  passerait  du  négatif  au  positif,  et  consëquem- 
ment  n'atteindrait  ni  maximum  m  minimum.  En  pareilles 
circonstances,  la  courbe  subit, une  inflexion,  et  la  tan- 
gente au  point  d'inflexion  est  perpendiculaire  aux  abscisses 
(fig.  32). 

Dans  le  cas  où  la  racine  de  f  ar=0  rend  infinie  f"x,  ce 
qui  correspond  à  une  solution  de  continuité  du  troisième 
ordre  pour  la  fonction  fx ,  il  faut  encore  examiner  direc- 
tement si  f  x  passe  du  positif  au  négatif,  ou  du  négatif  au 
positif,  ou  bien,  enfin,  si  elle  s'évanouit  sans  changer  de 
signe  ;  car  dans  1$  première  supposition  il  y  a  maximum, 
dans  la  seconde,  minimum ,  et  dans  la  troisième  on  n'a  ni 
maximum  ni  minimum. 

Ces  trois  suppositions  se  réalisent  respectivement  pour  les 
fonctions 

fx=  -  (x  -1)*, /*  =  {*  —  K)\,fx  =  (x  —  \)\. 

Enfin ,  le  cas  où  toutes  les  dérivées  d'une  fonction  s'éva- 
nouissent simultanément  [89]  est  évidemment  un  de  ceux 
qui  échappent  à  la  règle  générale  des  maxima  et  minima. 

Les  maxima  et  minima  singuliers,  dont  il  est  question 
dans  ce  n°,  ne  vérifient  plus  le  principe  de  Kepler  [6],  et 
leur  théorie  est  de  peu  d'importance  dans  les  applications 
aux  questions  physiques  :  aussi  ne  nous  y  arrêterons-nous 
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pas  davantage.  Au  contraire ,  l'importance  de  la  théorie  des 
maxima  et  minima  ordinaires  nous  engage  h  Téclaircir 
encore  par  la  discussion  des  trois  problèmes  suivants,  qui 
se  rattachent  à  des  questions  de  physique  ou  de  géométrie 
appliquée. 

94.  iw problème.  Un  disque  m,  posé  sur  une  table  hori- 
zontale ÂB  (fig.  33),  est  éclairé  par  une  lampe  F,  dont  le 
pied  B  est  fixé  à  une  distance  invariable  du  disque  m ,  mais 
que  Ton  peut  hausser  ou  baisser  suivant  la  verticale  BF.  On 
demande  à  quelle  hauteur  on  doit  la  fixer  pour  que  le  disque 
m  reçoive  la  plus  grande  clarté  possible.  On  regarde  comme 
des  quantités  très  petites  et  négligeables  les  dimensions  du 
disque  et  du  foyer  lumineux  par  rapport  à  la  distance  qui  les 
sépare ,  et  l'on  sait  d'ailleurs ,  par  la  théorie  et  par  l'expé- 
rience ,  que  l'intensité  de  la  lumière  projetée  par  un  point 
lumineux  sur  un  élément  de  surface,  est  en  raison  directe  du 
sinus  de  l'angle  que  les  rayons  lumuieux  font  avec  la  surface, 
et  en  raison  inverse  du  carré  de  la  distance  de  l'élément 
éclairé  au  point  lumineux. 

Soient  a  la  distance  invariable  iwB  du  centre  du  disque 
au  pied  de  la  verticale  menée  par  le  point  lumineux  F,  x 
l'angle  variable  B  m  F. 

cos  a? 

la  distance  m  F,  fx  l'intensité  de  la  lumière  projetée  sur  le 
disque,  A  l'intensité  de  la  lumière  qu'il  recevrait ,  sous  l'in- 
cidence perpendiculaire  des  rayons ,  et  à  une  distance  du 
foyer  égale  à  l'unité  linéaire  :  on  aura 

Asina?      A     . 
fx = — — -  =  --  .sin  x  cos*  x. 

L'équation  f  x=0  déviée ,  dans  ce  cas , 

cos*  x  —  2  cos  x  sinf  x  =  0, 
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et  se  décompose  en 

cos  *  =  0,  tang«=±— =. 
On  a  ensuite 

f"x~  -j  ,(9sinfa?—  7)sin0. 

La  solution  cos  x=0  donne 

/fc  =  0,  sin  x  =  ±  l,f"x  =  ±— . 

a" 

Les  valeurs  négatives  de  x  ou  de  sin  x  donneraient  pour  fx 
des  valeurs  négatives,  et  sont  étrangères  à  la  question  telle 
qu'on  Ta  posée,  bien  qu'on  puisse  admettre  par  convention 
que  les  valeurs  fx  seront  considérées  comme  positives  ou 
comme  négatives,  selon  que  le  disque  sera  éclairé  par  sa 
surface  supérieure  ou  par  sa  surface  inférieure.  En  écartant 
donc  les  solutions  négatives,  on  voit  que  la  solution 
cos  *  =  0  correspond  à  un  minimum.  Effectivement,  il  est 
manifeste  que,  si  Ton  élève  indéfiniment  le  foyer  lumineux, 
l'intensité  de  la  lumière  projetée  sur  le  disque  s'affaiblit 
indéfiniment  :  conséquemment  il  ne  s'agit  ici  que  d'un 
minimum  mathématique,  impossible  à  réaliser  physique- 
ment. 
La  solution 

la  seule  qui  nous  intéresse ,  donne 

S     A  _       I     A 

'        3j/3  a1  j/3  a1 

et  correspond.au  maximum  cherché. 

95.  2* problème.  Trouver  le  point  le  moins  échauffé  sur 
la  droite  qui  joint  deux  foyers  de  chaleur,  sachant  que  Fin* 
tensité  de  la  chaleur  rayonnante  varie  en  raison  inverse  du 
carré  de  la  distance  au  foyer  calorifique. 
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Supposons  que  les  pouvoirs  échauffants  des  foyers  À,  B,  à 
l'unité  de  distance ,  soient  entre  eux  comme  les  nombres  o? 
et  |35  ;  désignons  par  a  la  distance  des  foyers  A ,  B,  et  par  x 
celle  de  la  particule  échauifée  au  foyer  A  :  l'intensité  de  la 
chaleur  rayonnante  reçue  par  cette  particule  aura  pour 

mesure 

«•  fi* 

fx —  --    I  p 

1         x*  ^(a  —  xf 

expression  qu'il  faudra  rendre  un  maximum,  en  posant 

2  «*  2  6* 

fX*= --4-7 ^"7  =  0. 

x*       (a  —  x)* 

D'abord  les  valeurs  x=  ±<x>  satisfont  à  cette  équation  en 

faisant  évanouir  fx;  la  solution  que  l'on  cherche  s'obtient 

quand  on  fait 

a  a 

j3J  X1  =  a*  (fl—  x)*,oux  = -: 

«  "4-  p 

et  comme  la  dérivée  f  x  a  pour  valeur 

U4    (a  —  xyy 

expression  qui  reste  constamment  positive,  il  en  résulte  que 
la  solution  correspond  bien  à  un  minimum. 

Enfin ,  les  valeurs  x=0  et  x=za,  qui  rendent  fx  infinie, 
faisant  subir  à  fx  la  même  solution  de  continuité,  ne  corres- 
pondent pas  à  des  maxitna,  dans  le  sens  ordinaire  du  terme. 
D'ailleurs,  ces  valeurs  infinies  de  fx  sont  inadmissibles 
physiquement ,  par  des  raisons  analogues  à  celles  qui  ont 
déjà  été  indiquées  [4]. 

96.  3*  problème.  Quand  on  veut  mesurer  la  hauteur  h 
d'une  ligne  verticale  A  B  {fig.  32),  on  mesure,  à  partir  du 
pied  de  la  verticale ,  une  distance  horizontale  BC=fr;  on 
observe  l'angle  BC  A=a?,  et  l'on  a 

A=£tang0.        (2) 
Cela  posé ,  il  s'agit  de  choisir  la  base  arbitraire  i,  de  manière 
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à  former  le  triangle  le  plus  avantageux ,  c'est-à-dire ,  celui 
qui  est  tel  qu'à  une  même  erreur  sur  l'angle  x  correspond 
Terreur  minimum  sur  la  hauteur  cherchée  h. 

Si,  au  lieu  d'observer  exactement  l'angle  x>  on  observe  un 
angle  x-{-Ax  qui  en  diffère  peu ,  la  valeur  qu'on  en  conclura 
pour  la  hauteur  cherchée  pourra  s'exprimer  par  h-\-Ah,  et 
l'on  aura  sensiblement 

d.(bismgx)A b 

A  n  =Z ; AX  — r —  .  A#. 

dx    4  cos*  x 

Donc ,  pour  que  le  rapport  de  l'erreur  A  h  sur  la  valeur  cal- 
culée ,  à  Terreur  d'observation  Aar,  soit  un  minimum ,  il 
faut  que  la  vraie  valeur  de  Tangle  x  et  celle  de  la  base  b  qui 
en  dépend,  rendent  un  minimum  le  facteur 

b 
cos1^' 
c'est-à-dire  (substitution  faite  pour  b  de  sa  valeur  donnée 
par  l'équation  (2)  en  fonction  de  x  et  de  la  constante  h),  le 

facteur 

h 

tgacos'a?* 
Le  problème  revient  par  conséquent  à  rendre  un  maximum 

la  fonction 

fx-=z  tang  x  cos*  x  =  smx  cos x. 
Or,  on  a 

f  *=cos'0<—  frin10,/ir0=  —  isinarcosar. 

Donc  le  maximum  cherché  correspond  à 

sm«  =  cosaî  =  — -,b=zh. 

V* 

C'est  la  règle  pratique  que  Ton  découvre,  pour  ainsi  dire, 
instinctivement,  mais  dont  le  calcul  seul  peut  donner  une 
démonstration  rigoureuse. 

La  solution  .    __      1 

T.  1.  11 
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résoudrait  aussi  le  problème  analytiquement ,  mais  ne  pré- 
senterait aucun  sens  ,  d'après  les  conditions  géométriques 
de  la  question. 

97.  Soient y=fx9  ar=z<ft  :  il  viendra 

Par  conséquent ,  l'équation 

-r-=0 
dt 

se  décomposera  d'elle-même  en  deux  autres 

dont  chacune  pourra  déterminer  des  maxima  ou  minima  de 
y,  considéré  comme  fonction  médiate  de  t.  Mais  si  les  valeurs 
numériques  de  x%  tirées  de  l'équation  f  x=0,  sont  plus 
grandes  que  la  valeur  maximum  de  <p  f ,  ou  plus  petites  que 
sa  valeur  minimum,  ces  solutions  devront  être  rejetées 
comme  étrangères  à  la  question  qui  est  de  déterminer  les 
maxima  et  minima  de  y  quand  t  est  la  variable  indépen- 
dante. En  conséquence ,  si  l'on  range  par  ordre  de  grandeur 
les  valeurs  de  x  correspondant  aux  valeurs  de  t  tirées  de 
l'équation  <p'f=0,  il  faudra  que  les  racines  de  l'équation 
f  x=0  tombent  entre  les  deux  termes  extrêmes  de  la  série. 
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FORMULES  DE   TAYLOR   ET  DE  MACLAURIN. 


$  k".  Formule  de  Taylor. 

98.  La  génération  des  dérivées  des  divers  ordres  conduit 
au  développement  des  fonctions  en  séries  ordonnées  par 
rapport  aux  puissances  entières  et  ascendantes  de  la  varia- 
ble. Cette  théorie  importante,  qu'il  convient  d'envisager 
sous  plusieurs  aspects,  sera  l'objet  de  ce  chapitre. 

Représentons ,  comme  au  chapitre  IV  du  premier  livre, 
par 

«  y,  y±>  y%>  y.,---y-, 
les  valeurs  d'une  fonction  fx  qui  correspondent  aux  valeurs 

xy  xtùx,  x  +2A<r,  x  +  3ia?,.  ..x+n\x 
de  la  variable  indépendante  :  on  aura  [43] 

ym=znx+nix)=y+^y^  ±-^-\*y+       <  ^      A'y+^+A'y. 

On  peut  mettre  cette  équation  sous  la  forme 
n±x  àfx  ,  n*sx%  /.     \\  d%fx 

+3$('-D('-:>-£- ■ 

ce  qui  donne,  quand  on  fait  nbx=h , 
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Concevons  maintenant  que  Ton  diminue  indéfiniment 
l'intervalle  A&,  en  augmentant  indéfiniment  le  nombre  n, 
de  manière  que  le  produit  nbx  reste  égal  à  la  quantité 
constante  h  :  le  nombre  de  termes  dont  se  compose  le  second 
membre  de  l'équation  précédente  ira  en  croissant  indéfini- 
ment, et  les  rapports 

tfx  b*fx  a8/x 

aa?  '  AÎr*  '  loi*' 
convergeront  vers  les  limites 

dfx  d\fx  d*fx 

lïx'lhP'~d&' 

ou 

r*,r*>r'v> 

De  plus,  les  fractions 

i-i. 

(<4(<-s), 
o":ôo-iJo-à o-^.) 

(i  étant  un  nombre  positif  quelconque  <n ,  qui  reste  con- 
stant tandis  que  n  augmente)  convergeront  toutes  vers 
l'unité.  Donc,  quelque  grand  que  soit  le  nombre  i,  et  quelle 
que  soit  la  valeur  assignée  à  l'accroissement  fc,  on  pourra 
prendre  n  assez  grand  pour  que  la  somme  des  t-f-1  pre- 
miers termes  du  second  membre  de  l'équation  (a),  diffère 
d'aussi  peu  qu'on  voudra  de  la  somme 

/W^/^^+ÎTÏ^ +ûL^  '" 

Nous  admettons  que  toutes  les  fonctions  fx,  f'x,  f"xy.. 
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^x  conservent  des  valeurs  finies,  sans  quoi  le  raisonne- 
ment qui  précède  tomberait  en  défaut. 

Ceci  ne  nous  autorise  point  encore  à  regarder  la  fonction 
f  (x+h)  comme  étant  la  somme  de  la  série  (b)  prolongée  à 
l'infini  [24].  Car,  si  Ton  considère  dans  la  suite  (a)  d'où  nous 
sommes  partis,  et  qui  est  la  valeur  exacte  de  f  (#+&)>  le 
terme  de  rang  v-f- 1>  v  étant  un  nombre  compris  entre  i  et  n, 
mais  beaucoup  plus  grand  que  i  et  comparable  à  »,  ce  terme 
ne  se  réduira  plus  sensiblement  à 

1  .JS.o.  . .  .v 

parce  que  le  facteur 

<-D(-D0-D (-^) 

ne  se  réduira  plus  sensiblement  à  l'unité ,  et  au  contraire  se 
réduira  sensiblement  à  zéro ,  pour  des  valeurs  de  v  très 
voisines  de  n. 

Mais  du  moins  il  sera  toujours  permis  de  poser 

R,  étant  une  fonction  inconnue  de  x  et  de  h  ;  et  si  nous 
fixons  les  conditions  pour  que  la  valeur  de  cette  fonction 
tombe  entre  les  limites  susceptibles  de  se  resserrer  indéfini- 
ment, pour  des  valeurs  indéfiniment  croissantes  de  l'indice  t, 
nous  aurons  par  cela  même  déterminé  les  conditions  sous 
lesquelles  la  fonction  f[xr\-h)  peut  être  considérée  comme  la 
somme  de  la  série  (b),  prolongée  à  l'infini. 

99.  A  cet  effet,  nous  remarquerons  d'abord  que,  si  une 
fonction  yh  est  nulle  pour  ft=0,  et  si  la  dérivée  <f'h  conserve 
le  même  signe  entre  les  limites  0  et  h,  sans  passer  par  l'in- 
fini, la  fonction  <?  sera  de  même  signe  que  <f'h  ;  car  on  peut 
la  considérer  comme  la  somme  d'éléments  infiniment  petits, 
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tous  de  même  signe  que  y'h.  On  suppose  que  la  variable  h 
est  indépendante  et  que  la  limite  h  est  positive  :  les  résul- 
tats seraient  inverses  s'il  s'agissait  d'une  limite  négative. 

Cela  posé ,  donnons ,  ce  qui  est  permis ,  à  la  fonction 
inconnue  R,  la  forme 

J.2.3....(»+4)'*(*'A)' 
vp  étant  une  autre  fonction  inconnue  :  on  déterminera  évi- 
demment des  limites  inférieure  et  supérieure  de  R,,  si  l'on 
assigne  des  nombres  P,  Q  tels  que  l'on  ait,  pour  toutes  les 
valeurs  de  h  allant  de  zéro  à  h, 

fvx j " p  (>oJ 

'       ^  *.2.3...(t-H)        K    ' 


4.2.3...!  %-..,        .  x     /v 


A«+»HJ^  +  *r*+^+ï^ir*+. 


A«  A»+< 

:f'H<flo    ,,^Q    <0, 


4.8.3..,.»"  1.2.3...(t-K) 

Soient  <pt/i,  <ptft  les  premiers  membres  de  ces  inégalités  : 

les  fonctions  <p,,  <pt  s'évanouissent  quand  on  y  fait  fc=0  ; 

donc  les  inégalités  seront  satisfaites ,  d'après  la  remarque 

précédente,  si  l'on  a  pour  toutes  les  valeurs  de  h,  de  zéro  à  k 


OU 


A('~n  A'  I         I 


<«■> 
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Mais  <f\h,  <f\h  sont  aussi  des  fonctions  de  h  qui  s'éva- 
nouissent pour  ft=0  :  donc  les  inégalités  (c'),  et  par  suite 
les  inégalités  (c),  seront  satisfaites  si  Ton  a 

?lA  =  "d)F>0,?t*-'^F"<0' 

ou 

+  I.M.M(^)PI>M 

En  continuant  ce  raisonnement,  on  parviendra,  après  t+1 
différentiations  successives,  aux  inégalités 

Qr,  ces  inégalités  finales,  et  par  suite  les  inégalités  primi- 
tives (c),  seront  satisfaites,  si  Ton  choisit  pour  P  et  pour  Q 
respectivement  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  que 
prenne  la  fonction  dérivée 

pour  les  valeurs  de  z  comprises  entre  x  et  x±h. 

Si  cette  fonction  était  constamment  croissante  ou  décrois- 
sante, de  x  à  x-\-h,  on  pourrait  poser 

ou  inversement 

Donc  le  reste  R<  a  pour  expression 
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0  désignant  un  nombre  inconnu,  compris  entre  0  et  i,  de 
manière  que  x-\-6h  tombe  entre  as  et  x-\~h. 
Nous  écrirons  d'après  cela 

Maintenant ,  s'il  arrive  que  les  valeurs  numériques  des 
onctions 

ne  dépassent  jamais  une  certaine  limite  X,  pour  toutes  les 
valeurs  de  z  comprises  entre  x  et  x-{-h,  et  pour  toutes  les 
valeurs  possibles  de  l'indice  de  différentiation  i ,  on  aura 
numériquement 

et  alors,  quel  que  soit  h,  on  pourra  toujours  prendre  i  assez 
grand  pour  que  R,  tombe  au-dessous  de  toute  grandeur  don- 
née. Par  conséquent,  dans  ce  cas,  la  fonction  f  (x-\-h)  sera  la 
somme  de  la  suite  (b),  prolongée  à  l'infini  ;  ce  que  nous  in- 
diquerons en  écrivant  : 

f  (*+*)  =  /*+  Ifx  +  f^r*  +  j£jr  *+  etc.      (B) 

Cette  formule  porte  le  nom  du  géomètre  anglais  Toylor, 
qui  Ta  découverte,  et  Ton  en  fait  un  perpétuel  usage  en 
analyse.  On  en  a  donné  une  foule  de  démonstration  ;  celle 
qui  précède,  telle  que  nous  l'avons  présentée,  nous  semble 
parfaitement  rigoureuse  ;  et  nous  l'avons  préférée,  noni-seu- 
lement  pour  nous  rapprocher  de  la  marche  de  l'inventeur, 
mais  parce  qu'elle  nous  parait  très  propre  à  bien  fixer  le 
sens  et  l'étendue  de  cette  formule  fondamentale. 

i  00.  Il  sera  bon,  néanmoins,  d'indiquer  un  autre  tour  de 
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démonstration.  On  peut  toujours  poser 

f[x  +  h)  =  fx+h?(x,  h), 

la  fonction  inconnue  <f  devant   être  telle  que  le  terme 
fy  (x,  h)  se  réduise  à  zéro  pour  h  =  0.  On  tire  de  là 

?  (0?,  A)  = - , 

expression  qui  se  présente  sous  la  forme  jL  et  se  réduit, 

comme  on  sait,  à  fx7  quand  on  y  fait  k=0.  D'après  cela 

nous  pouvons  poser, 

v(x,h)  =  fx  +  hn{x,h), 
d'où 

f(x  +  h)  =  fx  +-Jx  +  h*  n\x,  A), 


f\  (x,  à)  ■=■ 


f(x  +  h)  —  fx  —  hfx 


A* 

Cette  expression  de  <ft  se  réduit  encore  àjj,  pour  h=Q. 

Appliquons  la  régie  générale  [85]  en  prenant  les  dérivées 
des  deux  termes  de  la  fraction  par  rapport  à  h  :  il  viendra 

"(*'0)= — no — ' 

et  en  différentiant  de  nouveau,  pour  faire  disparaître  l'indé- 
termination qui  subsiste  encore , 

F  x 

d'où 

f  (X+  h)  =  fx+jf  x  +  h-^fi*  +  **.(*>  *)]• 

Sans  pousser  ce  calcul  plus  loin,  on  voit  comment  on  re- 
trouverait la  loi  du  développement,  après  quoi  on  assigne- 
rait, comme  ci  dessus,  les  limites  du  reste  R<. 

101 .  Enfin,  si  l'on  veut  appliquer  les  règles  élémentaires 
de  l'intégration  déjà  exposées  [55] ,  on  trouvera  de  la  ma- 
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nière  la  plus  directe ,  non-seulement  la  loi  du  développe- 
ment de  Taylor,  et  les  limites  de  R,.  mais  la  valeur  même 
de  R,  exprimée  par  une  intégrale  définie.  En  effet,  quelle 
que  soit  la  fonction  /",  pourvu  que  cette  fonction  reste  con- 
tinue entre  les  valeurs  de  la  variable  désignées  par  x  et  par 
x-f-ft,  on  a 

f{x  +  h)  -f(x)=f*+kr  X.dx. 
*<  z 

Pour  mieux  distinguer  la  variable  courante  x,  sous  le  signe 
d'intégration,  de  la  valeur  x  qui  entre  dans  l'expression  des 
limites,  on  peut  écrire 

f(x  +  h)  —  fx  ^f^fx'.dx', 

ou  bien  encore,  en  changeant  de  variable,  et  en  posant 

x'  =  x  -f-  A  —  z9  dx'  =  —  dz, 

f(x  +  h)~fx  =  -f  *r(x  +  k-z)dz 

=  /    f  {x  +  h  —  z)  dz. 

J  û 

La  formule  (8)  du  n°  55  devient ,  quand  on  y  remplace 
x  par  z,  et  quand  on  prend  pour  limite  inférieure  des  inté- 
grales v=0,  pour  limite  supérieure  z=h, 

f    <rz.Vzdz  =  ?h.$h  —  <t$).W)  —  f  $z.?'zdz.         (rf> 

Faisons  dans  cette  formule 

yZ  =  f  (x+h  —  Z),  yffZ  Z=ZZ, 

d'où 

f  (0)  =  /"(*  +  h>  ?h  =  f*>  +  (0)  =  0,  *A  =  h, 
?'z  =z    f  (x+  h  —  z),  ^'z  =H  : 
il  viendra 

f  r  (x+h— z)dz=hfx+fh*r {*+*-*)**> 

et  par  suite 

f{x  +  h)  =  fx  +  jf'x  +  fhzr{x+li—*)d*- 
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Introduisons  maintenant  dans  la  formule  (d)  la  suppo- 
sition 

fz  =  f"(x  +  h  —  z),  **=}«', 
d'où 

f  (o) = r  (x + a),  ?h = r  »,  +  (û) = o,  *k  =  y*\ 

?'z=  —  f*  (x  +  h  —  z),  i'z  ««: 
nous  aurons 

f'h  zf  (x  +.h  —  z)  dz  =  \h*  f  x  +  \  f*  z*f"  {x  +  h-z)dz, 
et  en  conséquence 

On  trouverait  de  même 

et  en  continuant  ce  calcul  de  proche  en  proche , 

f(X+h)  =  fx+';rx+^r*+^rx+ 

Maintenant  il  est  clair  que  si  l'on  désigne ,  comme  ci- 
dessus,  par  P  et  Q  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  de 

pour  la  série  des  valeurs  de  z  comprise  entre  0  et  h,  on 
aura 

/'  z'/W-d^  +h—  z)dz>?f    z*dz, 

011 

/.fc  Pfr+i 

zifV+*(xrh-z)dz>— -, 
o  I  -M  ' 

car  la  dérivée  de  la  fonctionnas  est  i  dz  [59].  Il  vient  pair 
la  même  raison 
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*  /"+«)(a;  +  A  _  2)  dz  <  =— ; 

donc  la  valeur  de  R)  tombe  entre 

et        w 


<.2.3...(«+<)     <. 3.3... (»+<)' 

et  de  plus  on  a 

R<  =  r3-T— /*** /M*1  <*  +  *-*)*,  (e) 

valeur  que  l'on  pourra  calculer  exactement,  ou  par  approxi- 
mation ,  à  l'aide  des  procédés  qui  seront  exposés  plus  tard, 
en  supposant  donnée  la  fonction  f9  et  par  suite  la  dérivée 

102.  Écrivons  z  au  lieu  de  x  dans  la  formule  (A),  et 
ensuite  remplaçons  h  par  a — z  :  cette  formule  deviendra 

/sr=/k+—r,+Lrfr«4 +nûrr/,*+rt  (f) 

en  posant  par  abréviation 

Pour  i=0,  la  formule  donne 

6  désignant  un  nombre  compris  comme  6  entre  (X  et  1 ,  mais 
en  général  différent  de  0  ;  et  de  là  on  tire,  en  remplaçant  f 
par?, 

!*  =  **  +  (* -*)/[*  +  «,  (*  —  *)].  (?0 

Mais  d'après  l'équation  (?)  on  a  évidemment  <p#=0  ;  et  si 
Ton  différentie  cette  même  équation  (?)  par  rapport  à  z,  en 
supprimant  à  mesure  les  termes  qui  se  détruisent,  il  restera 

(X  —  zV 
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d'où 
,'  [,+ 9,  (*-*)]  =  -<L=!îLËZ^!/wi)  [2  +  a,  (x-  ,,]. 

En  conséquence,  on  tire  de  l'équation  (<p') 

"="";.,8yi^"m^|t.+..tx-,)i, 

et  Ton  peut,  dans  la  formule  (A),  remplacer  l'expression  du 
reste  R, 

par  cette  expression  équivalente,  due  à  M.  Cauchy , 

103.  De  quelque  manière  que  Ton  arrive  au  développe- 
ment de  Taylor,  ce  développement  n'a  de  sens  qu'autant 
que  l'on  conçoit  la  suite  des  termes  obtenus  complétée  par 
un  reste,  qui  peut  >  dans  certains  cas ,  décroître  au-dessous 
de  toutes  limites ,  ce  qui  permet  de  considérer  la  série  pro- 
longée à  l'infini  comme  équivalente  à  la  fonction  proposée. 
Dans  cette  hypothèse ,  il  faut  bien  que  la  série  soit  conver- 
gente ;  mais  la  réciproque  n'est  point  vraie ,  et  la  série  pro- 
longée à  l'infinie  pourrait  être  convergente  sans  que  le  reste 
R„  qu'il  faut  toujours  calculer  directement,  allât  en  décrois- 
sant indéfiniment.  Dans  ce  cas,  la  série  de  Taybr  serait  en 
défaut,  la  somme  de  la  série  convergente  ne  coïncidant  pas 
avec  la  fonction  donnée. 

Pour  se  convaincre  de  la  vérité  de  cette  proposition,  il 
suffit  de  considérer  que,  dans  tous  les  raisonnements  qui  pré- 
cèdent ,  la  fonction  fx  est  supposée  quelconque  :  elle  peut 
être  mathématique  ou  empirique  ;  il  suffit ,  pour  l'applica- 
tion des  formules,  que  cette  fonction  et  ses  dérivées  de  tous 
les  ordres  n'éprouvent  aucune  solution  de  continuité  corres- 
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pondante  aux  diverses  valeurs  de  la  variable ,  de  x  à  x-{-k 
inclusivement.  Cela  posé,  le  tracé  de  la  courbe  y=fz  étant 
arbitraire  entre  les  valeurs  z=x  et  z=aj-f  h,  et  ne  dépen- 
dant point  de  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du 
point  initial,  il  serait  absurde  que  les  quantités , 

fx,fx,f'x,ï"xy 

qui  toutes  se  rapportent  au  point  initial,  déterminassent  im- 
plicitement le  tracé  de  la  courbe  dans  tout  l'intervalle  que 
Ton  considère.  Par  conséquent ,  f  (x-\-h)  ne  peut  pas  en 
général  être  déterminée  par  la  série  des  quantités  fz, 

f'x, ,  même  prolongée  à  l'infini.  Mais  du  moment 

que  l'on  a  égard  au  reste  R„  pour  l'évaluation  duquel  il 
faut  tenir  compte  de  toutes  les  valeurs  de  la  fonction,  dans 
Fintervalle  de  a:  à  #-|-ft,  la  difficulté  disparaît ,  et  rien  ne 
saurait  infirmer  la  légitimité  du  développement. 

A  la  vérité ,  on  pourrait  supposer  que ,  si  deux  fonctions 
fz9  ftz,  non  identiques  dans  l'intervalle  de  z=x  à  z=x+A, 
étaient  telles  néanmoins  que  Ton  eût 

ft*r=fx,  ft  xyfx,  fx  x  —  fxy (/) 

jusqu1à  l'infini ,  l'une  au  moins  de  ces  fonctions  devrait 
subir,  pour  z=x ,  une  solution  de  continuité  d'un  ordre 
quelconque,  ce  qui  suffirait  pour  qu'on  ne  pût  pas  prolonger 
à  l'infini  la  série  de  Taylor,  et  ce  qui  rentrerait  dans  une 
exception  déjà  signalée.  Effectivement  nous  avons  admis 
déjà  [37]  et  nous  démontrerons  plus  loin  que,  si  les  fonctions 
ft ,  fxz  sont  déterminées ,  explicitement  ou  implicitement, 
par  des  équations  algébriques,  la  série  des  équations  {f) 
entraînera  l'identité  des  deux  fonctions  ;  en  sorte  que ,  si 
les  deux  fonctions  avaient  dans  une  partie  de  leurs  cours  la 
même  expression  algébrique,  et  dans  une  autre  portion  de 
leur  cours  des  expressions  algébriques  non  identiques ,  elles 
éprouveraient  nécessairement,  au  passage  d'une  expression 
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à  l'autre,  une  solution  de  continuité  d'un  ordre  quelconque. 
Mais  rien  n'autorise  à  généraliser  cette  remarque  en  l'éten- 
dant aux  fonctions  empiriques ,  ni  même  aux  fonctions 
transcendantes ,  comme  M.  Cauchy  l'a  montré  sur  un 
exemple  bien  simple. 
Prenons  en  effet 

A*  =  A  +  «* 
fz  restant  quelconque.  Nous  avons  vu  [89]  que,pour  z=0, 

les  dérivées  de  tous  les  ordres  de  la  transcendante  e  *g 
s'évanouissent  avec  la  transcendante  dont  elles  dérivent  : 
par  conséquent,  pour  £«=.0,  on  aura 

flx  =  fx,fx'x=fx,fl',x  =  rx, 

jusqu'à  l'infini ,  bien  que  les  fonctions  f  et  ft  restent  dis- 
tinctes pour  toute  autre  valeur  de  z. 

D'après  cela,  le  développement  de  fth  par  la  série  de 
Taylor,  prolongée  à  l'infini,  ne  différera  point  du  développe- 
ment de  fh  ;  et  si  la  série  de  Taylor  ainsi  prolongée  est  con- 
vergente et  a  pour  somme  fh,  le  même  développement, 
quoique  convergent ,  sera  fautif  quand  on  l'appliquera  à  la 
fonction  fr 

Désignons  en  général  par  <pz  une  fonction  de  z  telle  que, 
pour  une  valeur  particulière  z~x9  on  ait 

0  =:  fX  =  f'x  =  fwx  = 

jusqu'à  l'infini  ;  et  soient  R(l ,  R^les  restes  de  la  série  de 
Taylor  pour  les  fonctions 

/(a+^A  (*+*)  =  />  +  *)+? (*  +  *), 
il  faudra  évidemment  qu'on  ait,  quel  que  soit  l'indice  i , 

RlV)-K»  =  ?{x+h), 

ce  qu'il  serait  d'ailleurs  facile  de  retrouver  à  posteriori ,  au 
moyen  de  l'expression  du  reste  en  intégrale  définie. 
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104.  Le  nombre  de  termes  dont  se  compose  la  série  de 
Taylor  n'est  limité  que  dans  un  cas ,  savoir  :  quand  fx  est 
ime  fonction  algébrique  entière  ;  car  alors ,  m  désignant  le 
plus  haut  exposant  de  x  dans  cette  fonction ,  la  dérivée  du 
m*  ordre  est  une  quantité  constante ,  et  les  dérivées  des 
ordres  supérieurs  s'évanouissent  [60]. 

Si  Ton  pose  fx  =  #",  la  série  de  Taylor  donne,  pour  un 
exposant  quelconque  m ,  le  développement  de  (x-{-h)m,  et 
coïncide  avec  la  formule  de  Newton ,  qui  se  trouve  ainsi 
démontrée  pour  un  exposant  quelconque ,  comme  nous 
l'avions  annoncé  [66  et  82].  On  a  en  même  temps 
_        m(m—\) (m  —  *)/**  _        N ra. 

1  .7*0.  •  •  .1  ^  o 

105.  La  série  de  Taylor,  par  sa  généralité,  avait  déjà 
fixé  depuis  longtemps  l'attention  des  analystes ,  lorsque 
Lagrange  imagina  de  la  prendre  pour  base  de  la  théorie  des 
fonctions,  et  par  ce  moyen  d'éluder,  à  ce  qu'il  croyait,  dans 
le  passage  de  la  discontinuité  à  la  continuité ,  l'emploi  de 
toute  notion  auxiliaire  délimite,  de  fluxion  ou  d'infiniment 
petit.  A  cet  effet,  Lagrange  admet  qu'une  fonction  quel- 
conque, ou  du  moins  qu'une  fonction  mathématique  quel- 
conque f  {x-\-h)  peut  se  développer  en  une  série  telle  que 

fx  +  ftx.h*  +  ?tx.h?  +  tpzx.kt  +  etc. 
Il  montre ,  en  s'appuyant  sur  la  nature  algébrique  de  la 
fonction ,  que  ces  puissances  ne  peuvent  être  ni  négatives, 
ni  fractionnaires,  tant  que  x  et  h  restent  indéterminés.  Car 
d'abord,  si  la  série  contenait  des  puissances  négatives  de 
/i,  en  y  faisant  h  =  0,  les  termes  affectés  des  puissances 
négatives  deviendraient  infinis,  et,  par  conséquent,  fx 
aurait  une  valeur  infinie,  ce  qui  ne  peut  arriver  que  pour  des 
valeurs  particulières  de  x.  En  second  lieu,  si  la  série  conte- 
nait un  terme  affecté  delà  puissance  fractionnaire^,  d'après 
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les  propriétés  des  radicaux,  ce  terme  aurait  autant  de 
valeurs  distinctes  qu'il  y  a  d'unités  dans  le  dénominateur  q  ; 
en  sorte  que,  pour  un  même  système  de  valeurs  de  x  et  de 
fx  y  f{x-{-h)  aurait  plusieurs  valeurs  distinctes  ;  ce  qui  ne 
peut  arriver  que  pour  certaines  valeurs  particulières  de  x  et 
de  fx,  par  la  même  raison  qu'il  est  impossible  que  tous  les 
points  d'une  courbe  soient  des  points  de  rencontre  de  plu- 
sieurs branches  de  la  courbe. 

On  peut  donc  admettre  que  le  développement  de  f  (#+A) 
est  donné  d'une  manière  générale  par  la  formule 

f{x  +  h)  =^  +  ^+i!  ?È  a?  +  A8  y, a?  +  etc.;    (A) 

et,  ceci  posé,  Lagrange  appelle  la  fonction  <p,  x  la  dérivée  de 
fx,  en  la  désignant  par  la  notation  f'x,  pour  mieux  rappeler 
la  liaison  qui  existe  entre  fx  et  <pd  x.  Le  mode  de  dérivation 
ainsi  défini,  il  ne  lui  est  pas  difficile  de  trouver  la  loi  suivant 

laquelle  les  fonctions  <p,  x,  <ftx, dérivent  de  fx,  et 

d'écrire  dans  sa  notation  la  formule  de  Taylor 

•  nx+h)=fx+*r*+^r*  +  ^rx+*K. 

Il  suffit  maintenant  de  substituer  successivement  à  fx  les 
fonctions  élémentaires  u  ,  log  x,  sin  x,  et  de  trouver,  par 
les  méthodes  algébriques  connues,  les  premiers  termes  des 
développements  des  fonctions  (x  +  h)m,  log  (x  +  h), 
sin  (x  +  h),  suivant  les  puissances  de  h,  pour  en  conclure  les 
premières  dérivées  de  ces  fonctions  élémentaires,  et  par 
suite  leurs  dérivées  des  ordres  supérieurs,  comme  aussi 
les  dérivées  des  fonctions  quelconques,  composées  de  ces 
fonctions  élémentaires. 

C'est  ainsi,  selon  Lagrange,  que  la  théorie  des  fonctions 
se  trouve  ramenée  à  une  simple  application  des  règles  du 
calcul  algébrique  ordinaire.  On  peut  consulter,  pour  le  dé- 
veloppement de  cette  idée  fondamentale,  les  deux  traités 
t  1.  12 
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spéciaux  que  ce  grand  géomètre  y  a  consacrés,  la  Théorie 
des  fonctions  analytiques  et  les  Leçons  sur  le  calcul  des 
fonctions. 

Mais  si  ces  deux  ouvrages,  à  cause  du  nom  imposant  de 
leur  auteur,  ont  été  d'abord  accueillis,  par  toute  une  géné- 
ration déjeunes  géomètres,  comme  fixant  les  bases  de  l'en- 
seignement, un  examen  attentif  a  dû  montrer  qu'il  s'y 
trouve  un  de  ces  paralogismes  métaphysiques  dans  lesquels 
les  plus  grands  maîtres  peuvent  tomber,  lorsque  la  nature  de 
leur  sujet  les  force  à  sortir  de  l'analyse  et  de  la  synthèse 
scientifiques,  pour  entrer  dans  la  critique  des  idées  qui 
sont  les  matériaux  mêmes  de  la  science. 

En  effet,  le  développement  en  série  n'a  de  sens  que  lors- 
qu'il mène  à  une  série  convergente,  ou  mieux  encore  lors- 
qu'il est  démontré  que  le  reste  de  la  série  tend  sans  cesse 
vers  la  limite  zéro  quand  le  nombre  des  termes  croit  indéfi- 
niment. Toute  induction  tirée  d'un  développement  en  série 
non  convergente  manque  de  solidité,  et  peut  conduire, 
comme  des  exemples  le  font  voir,  à  des  résultats  fautifs. 
La  méthode  de  Lagrange  n'a  donc  point  l'avantage  d'éli- 
miner la  notion  des  limites  ou  toute  autre  équivalente.  La 
nature  des  choses  et  les  bis  de  l'entendement  exigent  ici 
l'emploi  de  l'une  de  ces  notions  auxiliaires,  dont  le  simple 
développement  par  l'algèbre  du  principe  d'identité  ne  peut 
tenir  la  place. 

D'ailleurs,  les  raisonnements  indiqués  ci-dessus,  et  qui 
servent  à  justifier  la  forme  attribuée  à  la  série  (k),  outre 
qu'ils  reposent  sur  un  principe  subtil  et  sujet  à  controverse» 
suivant  que  l'on  regarderait  l'ambiguïté  des  signes  des  ra- 
dicaux comme  le  résultat  d'une  convention  ou  comme  un 
fait  nécessaire,  ne  peuvent  en  tous  cas  s'appliquer  qu'aux 
fonctions  algébriques  :  tandis  que  la  théorie  des  fonctions, 
comme  nous  nous  sommes  attaché  à  le  faire  voir,  doit  essen- 
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tiellement  comprendre  les  fonctions  continues  quelconques, 
et  former  un  corps  de  doctrine  qui  subsiste  indépendamment 
des  applications  à  l'algèbre.  Le  développement  en  série  n'est 
qu'un  artifice  de  calcul,  et  ne  peut  convenablement  servir  à 
établir  des  lois  et  des  rapports  dont  l'existence  est  indépen- 
dante de  nos  procédés  artificiels. 

106.  On  dit  que  la  formule  de  Taylor  tombe  en  défaut, 
lorsque  la  valeur  particulière  de  x  que  l'on  considère,  rend 
infinie  la  fonction  fa  ou  ses  dérivées  à  partir  d'un  ordre 
quelconque.  Alors,  en  effet,  si  la  fonction  f  est  algébrique, 
la  fonction  f  (x-j-fc)  est  susceptible  de  se  développer  en  une 
série  qui  contient  des  puissances  négatives  ou  fractionnaires 
de  fe,  mais  qui  n'a  de  sens  qu'autant  que  l'on  peut  faire 
converger  indéfiniment  vers  zéro  le  reste  de  la  série.  Soit, 
par  exemple, 

f  «-*)-' 
m  désignant  un  nombre  positif,  et  yx  une  fonction  qui  prend, 
ainsi  que  toutes  ses  dérivées,  une  valeur  finie  quand  on  y 
fait  x  =  1 .  La  fonction  f{i  -\-h)  pourra  se  développer  en 
série  contenant  des  puissances  négatives  de  h  f  car  on 
aura 

Si  la  fonction  algébrique  f  ne  devient  pas  infinie,  mais 
que  ses  dérivées  le  deviennent  à  partir  d'un  ordre  quelcon- 
que, il  est  clair  que  son  développement  ne  peut  contenir 
uniquement  des  puissances  entières  et  positives  de  h  :  car 
alors  ses  dérivées  pourraient  se  développer  aussi  suivant  les 
puissances  entières  et  positives  de  h,  et,  par  conséquent,  ne 
deviendraient  pas  infinies  pour  fe=0;  tandis  que,  si  le  dé- 
veloppement de  la  fonction  proposée  contient  des  puissances 

fractionnaires  et  positives  de  h,  telles  que  h f ,  et  si  m  dési- 
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gne  le  plus  grand  nombre  entier  contenu  dans  J,  la  différen- 
tîation  amènera,  dans  le  développement  des  fonctions  dé- 
rivées de  l'ordre  m-f-1  et  des  ordres  supérieurs,  des  puis- 
sances négatives  de  h. 
Ce  cas  se  présente  toutes  les  fois  que  fx  contient  en 

numérateur  un  radical  de  la  forme  (a — a)%  et  qu'on 
y  donne  à  a;  la  valeur  particulière  a.  Soit,  par  exemple, 

fx^ZfX  +  $x.y  or1— 4, 

<f  et  ^  désignant  des  fonctions  algébriques  entières,  qui  ne 
s'évanouissent  pas  pour  x=l  :  toutes  les  dérivées  de  fx  à 
partir  de  la  première,  deviendront  infinies  pour  la  même 
valeur  de  #,  et  la  formule  de  Taylor  tombera  en  défaut. 
Mais  si  Ton  substitue  directement  1  -f-  h  à  x,  il  viendra 

et  ainsi,  en  développant  par  la  série  de  Taylor,  suivant  les 
puissances  entières  de  fe,  les  fonctions 

on  obtiendra  f  (  1 + h),  exprimée  par  une  série  qui  renferme 
des  puissances  fractionnaires  de  h. 

Quand  la  première  dérivée  de  fx  qui  devient  infinie  pour 
la  valeur  particulière  x=a,  est  la  dérivée  de  l'ordre  i  +  2, 
on  peut  employer  la  série  de  Taylor  en  l'arrêtant  au  terme 
affecté  de  h\  et  en  évaluant  le  reste  R,  par  la  formule  (e) 
qui  subsiste  toujours,  puisque  f  (*+1)  n'éprouve  point  en- 
core de  solution  de  continuité  du  premier  ordre  ;  ou  en 
s'assurant,  par  la  considération  des  limites  de  ce  reste, 
qu'il  est  d'un  ordre  de  grandeur  tel  qu'on  puisse  le  né- 
gliger. 

107.  Lagrange  emploie  un  raisonnement  semblable  à  ce- 
lui quia  été  indiqué  ci-dessus  [105]  pour  montrer  à  priori 
que  la  fonction  f(x-{-h)  doit  renfermer  dans  son  dévelop- 
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pement  des  puissances  fractionnaires  de  fe,  quand  des  va- 
leurs particulières  de  x  font  évanouir  les  radicaux  qui  en- 

trentdans/x.  En  effet,  le  radical  (x — a)Monne  à  la  fonction 
autant  de  valeurs  distinctes,  réelles  ou  imaginaires,  qu'il  y 
a  d'unités  dans  le  nombre  entier  q.  Comme  ce  même  radi- 
cal se  reproduit  dans  les  coefficients  différentiels  de  fx  tant 
que  x  reste  indéterminé,  ces  coefficients  prennent  eux-mê- 
mes un  nombre  q  de  valeurs  différentes.  Ainsi  il  y  a,  à  pro- 
prement parler,  autant  de  fonctions  f{x-\-h)  et  de  dévelop- 
pements distincts,  que  le  radical  dont  il  s'agit  comporte  de 
valeurs.  Mais  si  l'on  donne  à  x  la  valeur  particulière  a,  le 
radical  disparaît  de  tous  les  coefficients  de  la  série  de 

Taylor 

fa,  fa,  fa,  etc.; 

tandis  qu'il  subsiste  dans  la  fonction  f{a-{-h),  où  il  est 

devenu  h9 .  Donc  la  série,  dans  sa  forme  ordinaire,  ne  peut 
plus  alors  représenter  la  fonction,  puisque  celle-ci  a  plu- 
sieurs valeurs,  tandis  que  la  série  n'en  aurait  qu'une: 
donc  il  fout  que  le  développement  de  f{a+-h)  contienne  des 

termes  affectés  du  radical  h9 . 

Remarquons  d'ailleurs  qu'un  radical  contenu  dans  fx 
peut  disparaître  de  deux  manières  distinctes  pour  des  va- 
leurs particulières  àe  x:  1°  parce  que  la  quantité  sous  le 
signe  radical  devient  nulle  ;  2°  parce  qu'un  facteur  affectant 
le  radical  s'évanouit.  Ce  dernier  cas  ne  doit  point,  d'après 
les  mêmes  principes,  faire  exception  à  la  formule  de  Taylor. 
Soit  en  effet 

(x  — at)m  (x —  a)* 

t 
ub  terme-qui  introduit  dans  fx  le  radical  (x — a)':  ce  terme 

disparaissant  pour  la  valeur  x=ai9  laquelle  fait  évanouir 

le  facteur  (# — a%)m.  Comme  l'exposant  du  binôme  x — a,, 
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supposé  entier  et  positif,  diminue  drune  unité  à  chaque  dif- 
férentiation,  il  y  aura,  dans  les  dérivées  de  fx  de  Tordre  m 
et  des  ordres  supérieurs,  des  termes  où  ce  binôme  cessera 

d'affecter  comme  facteur  le  radical  (x — a) f  ;  d'où  il  suit  que 
le  développement  par  la  série  de  Taylor  de  la  fonction 
f  (at  -f  h) ,  prolongé  au  moins  jusqu'au  terme  de  rang  m-\-\ 
inclusivement,  conserve  autant  de  valeurs  distinctes  que  le 

radical  {x — a) f  en  attribue  à  f  {ax  -f-  h) . 

Une  faut  pas  conclure  de  ce  qui  précède,  avec  quelques 
auteurs,  qu'en  pareils  cas  la  série  de  Taylor  doit  au  moins 
être  prolongée  jusqu'au  terme  inclusivement  où  reparaît  le 

radical  {x — a) f  :  car  ce  radical  subsiste  toujours,  avec  la 
multiplicité  de  ses  valeurs,  dans  l'intégrale  définie  qui  ex- 
prime la  valeur  du  reste  R„  quelle  que  soit  la  valeur  de 
l'indice  i;  et  il  faut  toujours  tenir  compte  du  reste  de  la 
série  pour  donner  de  la  rigueur  aux  raisonnements. 

On  voit,  par  exemple,  que,  si  le  facteur  qui  affecte  le  ra- 
dical était  une  fonction  transcendante  de  la  nature  de  celles 
indiquées  ci-dessus  [102],  qui  deviennent  nulles,  ainsi  que 
toutes  leurs  dérivées,  pour  certaines  valeurs  de  #,  le  raison- 
nement de  Lagrange  ne  serait  plus  applicable  ;  et  l'identité 
entre  le  développement  et  la  fonction  développée  ne  pour- 
rait subsister  qu'autant  qu'on  arrêterait  la  série  d'un  terme 
quelconque,  en  tenant  compte  du  reste. 

1 08.  Lorsque  la  fonction  fz  ou  ses  dérivées,  à  partir  d'un 
ordre  quelconque,  éprouvent  une  solution  de  continuité  du 
premier  ordre,  non  plus  pour  la  valeur  initiale  z=x,  mais 
pour  une  valeur  z=a  comprise  entre  z=x  et  z=x  -f-  h,  la 
formule  de  Taylor,  dès  l'instant  qu'on  y  fait  fe=ou  >  a — x, 
doit  être  inapplicable,  aussi  bien  que  si  la  solution  de  con- 
tinuité se  rapportait  à  la  valeur  initiale  :  cependant  la  mé- 
taphysique de  Lagrange  ne  s'applique  pas  à  ce  cas,  et  Ton 
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n'est  pas  dans  l'usage  de  le  considérer  comme  un  cas  de  dé- 
faut de  la  formule  de  Taylor.  Mais  du  moment  que  l'on  tient 
compte  du  reste  R„  comme  cela  doit  toujours  se  faire,  le  dé- 
faut se  manifeste  par  l'impossibilité  d'assigner  des  limites 
au  reste,  ou  de  l'évaluer  en  intégrale  définie,  quand  la  fonc- 
tion sous  le  signe  fpasse  par  l'infini,  que  ce  soit  à  la  limite 
ou  dans  le  cours  de  l'intégration. 

$  S.  Formule  de  Maclaurin  et  ses  applications. 

100.   Si  l'on  fait  dans  la  formule  (B)  x=0 ,  ce  qui 
donne 

/l  =  /(0)+*r(0)+^.r(0)+f^.r(0)+ete., 

et  qu'on  écrive  ensuite  x  au  lieu  de  fe,  il  viendra 

^==/(a)  +  ï./'(0)+^.r(0)  +  T^1.r(0)H.etc.,.    (G) 

en  sorte  qu'on  aura  résolu  de  la  manière  la  plus  générale  le 
problème  qui  consiste  à  transformer  une  fonction  quelcon- 
que en  série  ordonnée  suivant  les  puissances  entières  et  as- 
cendantes de  la  variable.  On  pourrait  trouver  très  simple- 
ment la  loi  de  cette  série  par  la  méthode  connue  des  coeffi- 
cients indéterminés,  sans  passer  par  la  formule  de  Taylor. 
Admettons,  en  effet,  que  la  fonction  fx  soit  susceptible  de 
se  développer  en  série  convergente  procédant  suivant  les 
puissances  entières  et  ascendantes  de  a?,  et  posons 

fx  =  A  +  Bx  +  Cx*  +  Dxf  +  etc.: 
on  aura,  en  différentiant, 

fx  =  B  +%Gx  +  3D*1  +  etc., 
f"x=  2C  +  2.3Da?  +  etc., 
/"xszî.a.D-i-etc., 
etc. 
Faisons  dans  toutes  ces  équations,  x=0  :  il  viendra 

A=no),B=mc=4no>,  D-irw,  etc. 
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C'est  par  ce  procédé  (dont  on  ferait  pareillement  usage 
pour  établir  la  loi  delà  série  de  Taylor)  que  Maclaurin  a  ob- 
tenu la  formule  (C),  qui  porte  encore  son  nom,  quoiqu'on 
ait  revendiqué  dans  ces  dernières  années  la  priorité  de  la 
découverte  en  faveur  du  géomètre  Stirling.  D'ailleurs,  on 
ne  doit  pas  regarder  cette  formule  comme  essentiellement 
distincte  de  celle  de  Taylor  :  seulement  la  formule  de  Taylor 
a  plus  de  généralité,  en  ce  qu'elle  subsiste  tant  que  x  et  h 
conservent  leur  indétermination,  et  ne  tombe  en  défaut, 
d'une  manière  ou  d'une  autee,  que  pour  des  valeurs  particu- 
lières attribuées  à  ces  lettres  ;  tandis  que  la  formule  de  Ma- 
claurin n'est  applicable  qu'autant  que  la  fonction  fx  n'é- 
prouve pas  de  solutions  de  continuité,  pour  x=0. 

La  série  de  Maclaurin  doit,  comme  celle  de  Taylor,  et  par 
la  même  raison,  être  complétée  par  un  reste.  Soit  r,  le  reste 
de  la  série  de  Maclaurin,  arrêtée  au  terme  de  rang  t+1 ,  en 
sorte  qu'on  ait 

l'expression  de  r,  en  intégrale  définie  sera  évidemment,  d'a- 
*  près  ce  qui  précède,  donnée  par  l'équation 

la  valeur  de  rt  tombera  entre 


n  =  i.2.3.. 


/wc**"1  qx*+l 

6X 


4.8.3..  .(t  +  4)  i. 3. 3. ..(t  +  4) 
p,  q  désignant  la  plus  petite  et  la  plus  grande  valeur  du 
f\i+V  (x  —  z),  entre  les  limites  z  =  0,  z  =  x,  ou  celles  de 
fP-H)  z  entre  les  mêmes  limites. 

Si  Ton  désigne  par  0 ,  0i  des  nombres  compris  entre  0  et 
1  on  aura  encore  pour  r<  ces  deux  expressions 

-=,.2.3... (■■,,)■"*"  ™-«-Tj£t ■«<*">>*■ 


FORMULE   DE  MÀCLAURIN  ET   SES  APPLICATIONS.  185 

Ces  explications  pouvant  suffire,  nous  allons  passer  à  l'ap- 
plication remarquable  que  l'on  fait  de  la  formule  de  Maclau- 
rin  au  développement  des  fonctions  logarithmique,  exponen- 
tielle et  circulaires. 

H  0.  Si  nous  voulions  développer  la  fonction  log  x  suivant 
les  puissances  positives  et  ascendantes  de  x,  nous  trouve- 
rions que  cette  fonction  et  ses  dérivées  des  divers  ordres  de- 
viennent infinies  pour  x=ù,  en  sorte  que  la  série  de  Ma- 
claurin  tombe  en  défaut.  Mais  en  prenant 

fx  =  log(*  +x), 
et  en  supposant  toujours,  pour  plus  de  simplicité,  qu'il  s'a- 
git d'un  logarithme  népérien,  nous  trouverons 

—  •       ~.  '         *ê~  *  •* 

™  =  rT*'r*  =  -(ÏT^'r*=ôT^' 

suivant  que  i  est  pair  ou  impair  ;  d'où 

W*        X9       Xk       X* 

log(4  +  x)=x  —  -  +  --—+-- etc.,  (0 

série  convergente,  tant  que  x  est  compris  entre —  1  et-f-  i . 
A  la  limite  supérieure  #=1 ,  la  série  est  encore  convergente; 
car  on  a 

log*  =  <-l+i-i+i-etc,      U) 

et  l'on  sait  que  toute  série  dont  les  termes,  alternativement 
positifs  et  négatifs,  vont  en  diminuant,  est  nécessairement 
convergente  [26]. 
Si  l'on  fait  x  =  —  1 , ;  il  vient 

togo=-|i+i  +  i  +  t +  !  +  *,}. 

On  sait  que  zéro  a  pour  logarithme  l'infini  négatif  :  donc  la 
série  ,      ,      K      , 

4+i  +  3  +  »+5  +  etC-      • 
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est  divergente,  ce  qui  se  démontre  d'ailleurs  directement. 
On  a 

lo*  (rSD  =log  (*  +  *)_  log  (  *~9) 

*+T  +  y  +  y +etc.  |.        (*) 
Si  Ton  fait  ensuite 


=  4  -h-,  d'où*: 


4— «  n*  Sfi+  v' 

il  viendra  : 

log  H  +  «J  =  log(~  J  =  log  (n+»)-  log  v 

Cette  dernière  série  est  toujours  très  rapidement  conver- 
gente  pour  des  valeurs  entières  des  nombres  n  et  v,  et  elle 
fait  connaître  le  logarithme  du  nombre  n-f- v  quand  celui  de 
n  est  connu.  On  ne  calculera,  bien  entendu,  par  le  moyen  de 
cette  série  que  les  logarithmes  des  nombres  premiers  :  les 
autres  s'obtiendront  par  de  simples  additions  ;  et  pour  cela 
on  aura  soin  de  calculer  les  logarithmes  des  nombres  premiers 
avec  un  plus  grand  nombre  de  décimales  qu'on  n'en  veut 
conserver  dans  la  table. 

Supposons  n=i ,  v=l  :  comme  le  logarithme  de  l'unité 
est  zéro,  on  aura 

l0g2  =  2(5+3lî  +  Oi+7^  +  etC-> 
série  bien  plus  rapidement  convergente  que  la  série  (j),  et 
dont  il  suffit  de  calculer  un  petit  nombre  de  termes  pour 
trouver. 

log  «  =  0,693U748 

Par  conséquent 

log  4  =  4,38629436 

En  faisant  dans  la  série  (/)  n=4,  v=l ,  il  vient 
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logS^logi^^+^+^+J^+etc.), 

d'où 

log  5  =  4,60943794 

Le  troisième  terme  de  la  série  n'influe  déjà  plus  que  sur 
le  chiffre  de  Tordre  des  millionièmes,  et  le  cinquième  serait 
tout  à  fait  insensible  dans  le  calcul  des  tables  ordinaires. 

La  somme  des  logarithmes  de  2  et  de  5  donne  lelogarithme 
népérien  de  10,  égal  à  2,30258509 

En  divisant  par  ce  nombre  l'unité  qui  est  le  logarithme 
vulgaire  de  10,  on  a  [64]  le  logarithme  vulgaire  de  e,  ou  le 
module  des  logarithmes  de  Briggs,  égal  à  0,4342944819... 

Avec  ce  module  on  forme  les  logarithmes  vulgaires  de 
tous  les  nombres  premiers  dont  on  a  préalablement  calculé 
les  logarithmes  népériens. 

L'analyse  fournit  des  méthodes  encore  plus  expéditives 
pour  calculer  les  logarithmes  ;  mais  toutes  ces  méthodes,  y 
compris  celle  dont  nous  venons  de  donner  une  idée,  n'ont 
été  imaginées  que  lorsqu'on  possédait  depuis  longtemps  des 
tables  calculées  par  des  procédés  bien  plus  laborieux. 

111.  Toutes  les  dérivées  de  la  fonction  e*  étant  identiques 
avec  la  fonction  primitive,  se  réduisent  comme  elle  à  l'unité 
pour  x=0.    En  conséquence   la  formule  de  Maclaurin 
donne 
*  =  1  +-  +  —  +  — 1 1 h  etc.,  (m) 

série  qui  finit  toujours  par  converger,  quelle  que  soit  la  va- 
leur attribuée  à  #.  En  effet  [26],  si  l'on  désigne  par  y,  le  terme 
de  cette  série  qui  en  a  t  avant  lui,  il  viendra 

yi       «  +  i f 
rapport  qui  convei*ge  indéfiniment  vers  la  limite  zéro,  quel 
que  soit  x  quand  i  prend  des   valeurs  de  plus  en  plus, 
grandes. 
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En  faisant  #=i ,  nous  retrouverons  l'expression  du  nom- 
bre e  en  série,  telle  qu'on  l'a  déduite  de  la  formule  du  bi- 
nôme [61]. 

D'après  les  formules  (d)  du  nQ  67  on  trouve  aussi 
x       x*      t        x*  x1 

Ces  séries  très  remarquables  données  par  Newton  jouissent, 
comme  la  série  (m)  de  la  propriété  d'être  toujours  finalement 
convergentes,  quel  que  soit  x,  en  sorte  qu'elles  s'étendent 
aux  arcs  qui  surpassent  la  circonférence  ou  un  nombre  quel- 
conque de  circonférences.  On  pourrait  s'en  servir  pour  cal- 
culer des  tables  de  sinus  et  de  cosinus  naturels,  dont  on  cal- 
culerait ensuite  les  logarithmes  au  moyen  de  la  série  (i)  ; 
mais  c'est  par  des  méthodes  plus  élémentaires  qu'ont  été  ef- 
fectivement construites  les  tables  trigonométriques  pour  les 
besoins  de  l'astronomie,  bien  avant  le  siècle  de  Newton. 

Les  séries  (m),  (m,),  (mf),  étant  convergentes  pour  tou- 
tes les  valeurs  de  x,  rien  n'empêcherait  de  partir  de  ces  sé- 
ries et  de  poser  à  priori 

X  X*  X* 

,  X  X1  t  X1  m  y 

X*  X* 

fx  =  1  —  —  +  — — —  +etc; 
1.4        1.2.3.4 

puis,  de  déterminer  les  propriétés  des  fonctions  <J/,  f,  /*,  d'a- 
près les  propriétés  des  séries  convergentes  dont  elles  sont 
les  sommes,  on  trouverait  ainsi 

*(0)=l,f(0)  =  0,flO)=H;  | 

^  x  =  yftx,  fa?  =  /ic,/,fx  =  —  fx;  J 

et  de  ce  système  d'équations  on  pourrait,  comme  on  l'a  in- 
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diqué  au  chapitre  II,  déduire  toutes  les  propriétés  des  fonc- 
tions <(s  f,  f.  Les  équations  (n)  donneraient  même  directe- 
ment ces  propriétés,  sans  qu'on  eût  besoin  de  passer  par 
Fintennédiaire  des  équations  (o).  Ainsi  l'on  trouverait,  par 
la  forme  même  des  séries, 

ï(x\T^=fx  +  lx.^=^ 
f  (—  ari/— 0  =  /ïr—  foV— 4, 

(îxy+{fxy  =  h, 
'(*  ■+•  y)  =  fo-fy  +  fy  fa>  etc. 

Mais  quoique  cette  marche  soit  logiquement  rigoureuse,  elle 
ne  nous  semble  pas  convenable  dans  une  exposition  didacti- 
que où  Ton  doit  surtout  rechercher  l'enchaînement  ration- 
nel des  théories.  En  général,  les  fonctions  sont  caractérisées 
dans  l'ensemble  de  leur  cours,  par  la  loi  de  leurs  accrois- 
sements différentiels;  et  ce  n'est  que  sous  de  certaines  con- 
ditions qu'elles  peuvent  être  exprimées  (aussi  dans  toute 
l'étendue  de  leur  cours),  par  des  séries  convergentes  pour 
toutes  les  valeurs;  de  la  variable  (1). 

112.  Dans  les  applications  qui  font  l'objet  des  deux  nu- 
méros précédents,  nous  n'avons  fait  que  constater  la  conver- 
gence de  la  série  de  Maclaurin.  A  la  rigueur,  on  est  tenu  de 
prouver  directement  que  ces  développements  convergents 
ont  pour  sommes  les  fonctions  développées,  ou  que  le  reste 
r,  tombe  au-dessous  de  toute  grandeur  donnée,  pour  des  va- 
leurs convenables  de  t.  Or,  le  reste  r,,  dans  les  développe- 
ments (i),  (m),  (mt),  (m,),  est  exprimé  par 

x*+l       .  a*H  ^ 

=p(i  +  \)(*  +  6xy+1'     4.2.3...(tH-4)*  6  ' 

(4)  M.  Cauchy  a  cherché  les  conditions  de  la  convergence  du  développe- 
ment d'une  fonction  suivant  les  puissances  entières  et  positives  de  la  variable 
indépendante.  Cette  question  importante,  qui  a  beaucoup  occupé  les  mathé- 
maticiens, a  été  reprise  dans  ces  derniers  temps  par  MM.  Briot  et  Bouquet,  et 
traitée  d'une  manière  complète  (Journal  de  V  Ecole  polytechnique,  36*  cahier). 
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Le3  deux  dernières  expressions  donnent  pour  la  valeur  nu- 
mérique du  rapportât! ,  une  fraction  qui  peut  tomber  au- 
dessous  de  toute  grandeur  donnée,  quelque  soit  x  pourvu 
qu'on  prenne  pour  i  un  nombre  suffisamment  grand.  La 
même  condition  est  satisfaite,  à  l'égard  de  la  première  ex- 
pression de  r„  dès  qu'on  prend  pour  x  un  nombre  positif. 
113.  On  tire  de  la  formule  (/)  du  n°  75 

V-*         M—  v/— 4. tang  a?/' 
et  en  développant  le  logarithme  par  la  formule  (&), 
x  =  tang  x  —  $  tang8  x  +  \  tang1  x  —  }  tang7  x  +  etc. .      (p) 

Cette  dernière  série  a  été  donnée  par  Leibnitz.  La  conver- 
gence ne  subsiste,  et  par  conséquent  la  série  n'est  applicable 
que  pour  les  valeurs  de  tang  x  comprises  entre — 1  et-j-1 ,  ou 
pour  les  valeurs  de  x  comprises  entre  — \  ir  et  -f-  \  rc,  quoi- 
que la  fonction  tang  x  reste  continue  entre  les  limites 
x  =  —  {n  et#=i7r. 
À  la  limite  x  =  Jtt,  la  série  (p)  est  encore  convergente,  et 

il  vient 

*      t      4       4      4    , 

4  =  '-3  +  5-7+etC-; 
mais  la  convergence  est  trop  lente  pour  que  cette  série  puisse 
servir  à  calculer  commodément  la  valeur  du  nombre  trans- 
cendant 7c.  Si  Ton  prend  pour  x  l'arc  de  30°  dont  la  tangente 

est  ■—*  ,  la  formule  donnera 
y  6 

6~V/3  V  ~3l  +  5T»"7T»  +  etCV  * 
C'est  par  cette  dernière  série  que  Lagny  a  calculé  le  nom- 
bre 7r  avec  127  décimales.  On  connaît  d'ailleurs  d'autres  dé- 
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veloppements  propres  à  donner  beaucoup  plus  rapidement  en* 
core  là  valeur  de  n. 
On  tire  de  la  formule  (i)  :       - 

log x  =  log  (^pî)  =  log  0  +  x)  —  log(l  +  -) 

— :-ï(-?)+ï(— ?H(--i)  +  -- 

À  la  vérité,  cette  nouvelle  série,  est  divergente  pour  tou- 
tes les  valeurs  réelles  de  x  ;  mais,  si  nous  donnons  à  x  la  va- 
leur imaginaire  e**'3*,  on  aura 

4  «wIXZï         —  m%V^=v  

logx=zv/—  *>&* =e  — e  =  2  v/— 4  .sinmz  ; 

xm 

et  par  suite  la  formule  précédente  deviendra,  après  qu'on 

aura  divisé  par  2  l/^T, 

4  4  4.4 

- z  =  sin  z  —  -  sin  2z  +  -sin  3z  —  -  sin  4z  +  etc.  : 

5  8  3  4  ' 

Cette  nouvelle  série  est  évidemment  convergente,  quel  que 
soit  z  ;  mais  elle  n'a  pour  somme  \  z  que  quand  la  valeur  de 
%  est  comprise  entre  les  limites  —  j  rc,  +  \  ir. 
Le  lieu  géométrique  de  l'équation 

1  4  1 

y  =  sinar  —  -sinfcc  +rsin  3a?  —  -sin  4»  +  etc..    (q) 

8  «  4 

serait  un  système  de  portions  de  droites  parallèles 

MtNt,  MN,  BTN',  BTN*, {fig.  35) 

ayant  respectivement  pour  équation  en  termes  finis  [37]  : 
4  4  1  1 

•  ••  -y  =  g  (*+  «)*y  —  ^  x>  y =  $  (^""^  y =  â  (*~"  **)••  •  • 

Les  points  N,  M',  ont  pour  abscisse  commune  0  P==rr  ;  mais 
l'équation  (ç),  quand  on  y  fait  #==*,  ne  donne  pour  la  valeur 
dey,  ni  l'ordonnée  P  N,  ni  l'ordonnée  P  M',  égale  et  de  si- 
gne contraire.  On  tire  de  cette  équation  t/=0,  c'est-à-dire 
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une  valeur  de  y  égale  à  la  demi-somme  des  ordonnées  P  N, 
P  M'.  La  môme  chose  arrive  quand  on  prend  pour  x  un  mul- 
tiple positif  ou  négatif  de  n  [38].  Nous  reviendrons  dans  la 
suite  sur  cette  particularité  essentielle  du  développement  des 
fonctions  discontinues  ;  et  nous  retrouverons  l'équation  (g) 
comme  un  cas  particulier  de  formules  beaucoup  plus  géné- 
rales. 

1 14.  Le  développement  d'une  fonction  en  'série  procédant 
suivant  les  puissances  de  la  variable,  conduit  au  développe- 
ment des  fonctions  en  séries  d'exponentielles  :  car,  soit  fx  la 
fonction  proposée  :  si  Ton  fait 

x  =  log  z,  ou  z  =  e* , 

elle  deviendra  f  (log  z)— Fz,  et  pourra,  en  général,  se  déve- 
lopper suivant  les  puissances  de  z.  Soit  A  z"  un  terme  du 
développement  ;  quand  on  y  mettra  pour  z  sa  valeur,  ce 
terme  prendra  la  forme  A  c"Mr  ;  et  ainsi  la  fonction  fse  trou- 
vera développée  en  série  d'exponentielles. 


LIVRE    TROISIEME. 

DIFFÉRENTIATION 

DES  FONCTIONS  EXPLICITES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES 
ET  DES  FONCTIONS  IMPLICITES, 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  FONCTIONS  EXPLICITES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPEN- 
DANTES, ET  DE  LEUR  DIFFÉRENTIATION.  —  NOUONS  SUR  LES 
SOLUTIONS  DE  CONTINUITÉ  DES  FONCTIONS  DE  DEUX  ET  DE  TROIS 
VARIABLES. 

115.  Nous  n'avons  considéré  jusqu'ici  que  des  fonctions 
d'une  seule  variable,  c'est-à-dire,  des  grandeurs  dont  la  va- 
leur est  déterminée  par  cela  seul  qu'on  assigne  la  valeur 
d'une  autre  grandeur  variable  dont  elles  dépendent;  mais 
plus  généralement  la  valeur  d'une  quantité  dépend  des 
valeurs  que  prennent  plusieurs  autres  quantités  susceptibles 
de  varier,  chacune  séparément  et  indépendamment  des  au- 
tres :  ce  qu  on  exprime  en  disant  que  la  première  quantité 
est  une  fonction  de  plusieurs  variables  indépendantes. 

Ainsi  T  intensité  de  la  pesanteur  terrestre  varie  avec  la  hau- 
teur du  corps  pesant  au-dessus  du  niveau  des  mers,  et  elle 
varie  aussi  avec  la  latitude.  Ces  variables  sont  indépendantes  ; 
car  on  peut  concevoir  que  la  hauteur  change  sans  que  la  lati- 
tude varie,  et  réciproquement.  Si  la  figure  de  la  terre  s'écartait 
t.  i.  13 
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sensiblement  de  celle  cl' un  sphéroïde  de  révolution,  l'intensité 
de  la  pesanteur  varierait  encore  avec  la  longitude,  et  de- 
viendrait une  fonction  de  trois  variables  indépendantes. 

Quand  un  corps  solide  et  homogène,  primitivement 
échauffé  d'une  manière  uniforme,  se  refroidit,  la  tempéra- 
ture en  chaque  point  de  la  masse  varie  avec  le  temps  :  elle 
varie  aussi,  au  même  instant,  d'un  point  à  un  autre  ;  car  les 
molécules  voisines  de  la  surface  par  où  la  chaleur  se  dissipe, 
doivent  arriver  à  une  température  rapprochée  de  celle  du  mi- 
lieu ambiant,  plus  tôt  que  les  molécules  placées  dans  la  partie 
centrale  du  corps.  La  température  en  chaque  point  de  la 
masse  est  donc  une  fonction  de  quatre  variables  indépendan- 
tes, savoir,  du  temps  écoulé  depuis  l'origine  du  refroidisse- 
sement,  et  des  trois  coordonnées  qui  fixent  la  position  du 
point  dans  l'intérieur  du  corps. 

On  pourrait  multiplier  indéfiniment  ces  exemples,  et  il 
est  facile  de  reconnaître  que,  dans  la  plupart  des  phénomè- 
nes naturels,  chaque  quantité  mesurable  dépend  de  beau- 
coup d'autres  quantités  susceptibles  de  varier  séparément. 
Mais,  afin  de  simplifier  les  questions  et  de  les  rendre  acces- 
sibles au  calcul,  on  considère  les  cas  où  ces  quantités  reçoi- 
vent des  valeurs  fixes,  ou  sensiblement  fixes,  à  l'exception 
d'une,  de  deux,  de  trois  d'entre  elles  ;  et  alors  les  quantités 
dépendantes  deviennent  fonctions  d'une,  de  deux,  de  trois 
variables. 

Ponr  exprimer  qu'une  quantité  m  est  fonction  de  plusieurs 
variables  x,  y,  2, on  emploie  la  notation 

et  si  l'on  voulait  indiquer  qu'il  entre  en  outre  des  constantes 
ou  des  paramètres  a,  b,  c, dans  la  détermina- 
nation  de  la  fonction,  on  écrirait 
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Par  rapport  à  chacune  des  variables  dont  elle  dépend,  une 
fonction  peut  être  mathématique  ou  empirique,  algébrique* 
ou  transcendante ,  rationnelle  ou  irrationelle ,  entière  ou 
fractionnaire,  linéaire  ou  non  linéaire,  etc.  ;  il  n'y  a  rien  à 
ajouter  aux  explications  que  nous  avons  données  sur  ces 
diverses  classes  de  fonctions,  en  traitant  des  fonctions  d'une 
seule  variable. 

Quand  la  fonction  u  est  définie  mathématiquement  par 
une  équation 

F  [u,  x,  y,  *,....)=  0, 

non  résolue  par  rapport  à  u,  la  fonction  est  implicite:  elle 
devient  explicite  après  qu'on  a  résolu  l'équation  par  rap- 
port au. 

116.  Une  fonction  de  plusieurs  variables,  qui  n'a  pas,  ou 
à  laquelle  on  ne  connaît  pas  d'expression  mathématique,  est 
censée  connue,  pour  les  valeurs  des  variables  indépendantes 
comprises  entre  des  limites  assignées,  au  moyen  de  tables 
qui  donnent  les  valeurs  de  la  fonction,  correspondant  à  au- 
tant de  systèmes  de  valeurs  très  rapprochées,  assignées  aux 
variables  indépendantes.  Mais  la  construction  de  ces  tables 
n'est  réellement  praticable  que  pour  les  fonctions  de  deux 
variables  seulement.  Soient 

X\9  Œ*9  #81 x«-u  &-  '» 

Vi>  y%>  y*> y.-i>  y-; 

deux  séries  de  valeurs  de  x  et  de  t/,  suffisamment  rappro- 
chées, et  désignons  par  ukk  la  valeur  de  la  fonction  u  qui 
correspond  au  système  (x„  yk)  :  les  valeurs  de  m,  correspon- 
dant à  toutes  les  combinaisons  qu'on  peut  former  entre  les 
valeurs  de  x  et  celles  de  t/,  comprises  dans  les  deux  séries 
ci-dessus,  pourront,  pour  la  commodité  des  recherches,  être 
disposées  en  tableau  comme  il  suit  : 
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Xt 

X, 

a?s 

a?.-i 

0?. 

Vx 

«l.i 

«t.l 

«a.i 

«.-ii 

«^1 

y* 

«Il 

«1* 

«3.1 

«.-m 

«-.t 

y8 

«I.S 

«1,3 

«3,3 

«.- u 

"~j 

; 

► 

y-i 


«i,—i 


«m 


««,.-4 


U«.» 


«3^.-1 


«S,. 


«— U-l 


«—I.. 


«-^-1 


de  manière  que  la  valeur  ukk  se  trouve  dans  la  bande  verticale, 
en  tête  ou  à  Centrée  de  laquelle  figure  x„  et  dans  la  bande 
horizontale  à  gauche  ou  à  rentrée  de  laquelle  figure  yk.  Une 
table  ainsi  construite  se  nomme  une  table  à  double  entrée. 
La  table  de  Pythagore  est  l'exemple  le  plus  connu  d'une  ta- 
ble à  double  entrée.  Une  table  de  logarithmes  est  de  sa  na- 
ture à  simple  entrée,  comme  toutes  celles  qui  comprennent 
la  série  des  valeurs  des  fonctions  d'une  seule  variable  ;  mais 
par  la  manière  dont  on  a  disposé  les  tables  ordinaires  pour 
en  diminuer  le  volume,  on  les  a  artificiellement  converties 
en  tables  à  double  entrée. 

Une  fonction  de  trois  variables  indépendantes  x,  y,  z 
pourrait  être  donnée  au  moyen  d'une  table  à  triple  entrée, 
dont  on  se  fera  une  idée  en  imaginant  l'espace  partagé  en 
cases  cubiques  par  trois  systèmes  de  plans  parallèles  dont 
chacun  coupe  à  angles  droits  ceux  des  deux  autres  systèmes; 
et  en  supposant  qu'on  inscrive  dans  chaque  case  une  valeur 
de  la  fonction  h,  de  manière  que  la  valeur  «M,,  se  trouve  au- 
dessus  de  la  case  uM  du  précédent  tableau,  supposé  hori- 
zontal, et  dans  l'assise  horizontale  pour  laquelle  la  variable 
z  a  la  valeur  z,.  S'il  y  avait  plus  de  trois  variables  indépen- 
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dantes,  on  ne  pourrait  plus  imaginer  de  disposition  géométri- 
que analogue,  propre  à  coordonner  dans  l'espace  toutes  les 
valeurs  particulières  de  la  fonction  qui  en  dépend. 

117»  La  fonction  f  (x,  y,  z, ),  mathématique  ou 

empirique,  doit  en  général  être  continue,  pour  les  raisons 
que  nous  avons  indiquées  en  parlant  des  fonctions  d'une 
seule  variable;  et  de  cet  attribut  de  continuité  dérivent  des 
conséquences  importantes,  indépendantes  de  la  propriété 
que  les  fonctions  peuvent  avoir,  da  s'exprimer  par  des  for- 
mules mathématiques. 

La  continuité  dont  jouit  la  fonction  n'empêche  pas  qu'elle 
ne  puisse  éprouver  des  solutions  de  continuité,  ou  pour  des 
systèmes  de  valeurs  particulières 

a?  =  f,  y=p,  z  =  ç,etc.; 

ou  pour  des  systèmes  de  valeurs  qui,  sans  être  individuel- 
lement déterminées,  satisfont  à  certaines  conditions  parti- 
culières. 

9 {*>  y,  h- •  •  •)  =  0,  +  {x,  y,  z. . . .)  =  0,  etc.; 
mais  avant  de  s'occuper  de  ces  solutions  de  continuité,  il 
convient  d'étendre  aux  fonctions  de  plusieurs  variables  la 
théorie  des  dérivées  ou  des  variations  infiniment  petites. 
118.  Considérons,  en  premier  lieu,  une  fonction  de  deux 

variables 

z  =  f{x,y), 

et  supposons  que  x  et  y  prennent  les  accroissements  A  xy 
A  y  ;  la  variation  correspondante  de  z  sera 

nz=f(x  +  *x,  y  +  by)—f{*,y)> 
et  nous-  pourrons  la  mettre  sous  la  forme 
*z  =  \f(x  +  to,y)—f[x,  y)]  +  />  +  &,  y +*y)  -f(x+Ax,y), 
de  manière  que  la  quantité  isolée  par  des  crochets  soit 
la  valeur  qu'aurait  prise  la  variation  Az~  st  x  seul  avait 
varié. 
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Nous  pourrons  mettre  encore  l'expression  de  A  z  sous  la 

forme 

f(x  +  àx,y)  —  f(x,y) 

bz  — .  Sx 

àx 

f(x  +  *xJy  +  ày)—f(x  +  àx,y) 

Ay. 


*y 

Admettons  maintenant  que  les  différences  Ax,  A  y  s'appro- 
chent indéfiniment  de  zéro  :  le  rapport 

f{x  fAa?,  y)  —  f(x,y)' 
&x 
aura  pour  limite  p  (x,  y)  cette  notation  désignant  la  dérivée 
de  f  (x,  y)  par  rapport  à  la  variable  x.  Et  si  nous  désignons 
par  ft  (x,  y)  la  dérivée  de  f  (#,  y)  que  Ton  obtient  en  traitant 
y  comme  la  variable,  le  rapport 

f(x-t*œ,y  +  *y)  —  f(x  -h  *x,  y) 

convergera  vers  la  limite  pt  (x+Ax,  y)  quand  A  y  devien- 
dra de  plus  en  plus  petit. 

Enfin  cette  dernière  limite,  dont  la  valeur  varie  avec  Ax, 
convergera  à  son  tour  vers  la  limite  fÊ  (x,  y)  quand  A  x  con- 
vergera vers  zéro. 

Donc  en  désignant  par  dxr  dyy  dz  des  valeurs  infiniment  ' 
petites  de  Ax,  Ay,  Az,  on  aura 

dz  =  f  {x,  y)  dx  +  ft  (x,  y)  dy. 
Mais  d'un  autre  côté,  si  nous  désignons  par  dj>  la  différen- 
tielle de  z  dans  l'hypothèse  ou  x  varierait  seul,  et  par  dp  la 
différentielle  de  z  dans  l'hypothèse  opposée  où  y  serait  seul 
variable,  on  aura,  selon  les  principes  de  la  notation  diffé- 
tielle,  .      d.z  d,z 

et,  par  conséquent, 
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dz désigne  alors  une  différentielle  totale,  djz,  d^z  sont  des 
différentielles  partielles; 

dMz  d9  z 
dx'  dy 
sont  des  coefficients  différentiels  partiels,  ou  des  dérivées 
partielles. 

L'usage  a  fait  prévaloir  la  dénomination  de  différences 
partielles  sur  celles  de  différentielles  partielles ,  qui  est 
plus  régulière,  mais  moins  euphonique.  Cet  usage  provient 
de  ce  que  les  géomètres  du  siècle  dernier  substituaient  com- 
munément à  l'expression  de  différentielle  celle  de  diffé- 
rence, en  sous-entendant  la  qualification  d'infiniment  pe- 
tite. 

La  formule  (1),  telle  que  nous  venons  de  l'écrire,  n'offri- 
rait aucune  ambiguïté  :  mais  en  pratique  l'emploi  des  indi- 
ces au  bas  des  caractéristiques  de  différentiation  occasion- 
nerait des  embarras  et  souvent  des  fautes  d'écriture  ou  d'im- 
pression. On  préfère  écrire  simplement 

et  l'on  ne  craint  point  de  confondre  le  dz  (différentielle  to- 
tale qui  est  au  premier  membre  de  l'équation,  avec  les  ^(dif- 
férentielles partielles)  qui  figurent  aux  numérateurs  des 
coefficients  différentiels  dans  le  second  membre. 

Rappelons-nous  en  effet  que  les  différentielles  ne  sont  que 
des  symboles  auxiliaires,  employés  dans  le  cours  des  com- 
binaisons analytiques  pour  parvenir  à  des  coefficients  dif- 
férentiels qui  sont  des  fonctions  numériquement  détermi- 
nées, dès  l'instant  que  l'on  assigne  des  valeurs  numériques 
aux  variables  dont  elles  dépendent.  Or,  tant  que  les  variables 
x,  y  sont  indépendantes,  et  que  les  variations  dx,  dy  ne  se 
trouvent  liées  par  aucun  rapport,  les  rapports  de  la  différen- 
tielle totale  dz  à  dx  ou  à  dy,  savoir  : 
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dx      dy'dx'     Hx'dy      Hy' 
sont  indéterminés.  Les  expressions 

dz  dz 
dx9  dy 

n'auraient  donc  aucune  valeur  déterminée  si,  par  le  dz  qui 
figure  aux  numérateurs,  on  devait  entendre  une  différen- 
tielle totale  ;  et  le  calcul,  appliqué  à  des  questions  suscep- 
tibles d'une  solution  déterminée,  ne  doit  pas  les  amener. 

Néanmoins,  pour  plus  de  clarté,  quelques  analystes  écri- 
vent, à  l'exemple  dT2uler  et  de  Laplace,  les  coefficients  dif- 
férentiels partiels  entre  parenthèses ,  de  la  manière  sui- 
vante : 

mais  d'ordinaire  An  regarde  ces  parenthèses  comme  super- 
flues. 

119.  La  formule  (2)  s'étend,  sans  aucune  difficulté,  aux 
fonctions  d'un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. Ainsi  l'on  a,  pour  u=f  (x*  y,  z,  f, ) 

,       du  .        du  ,        du  ,    ,  du  ,  M       tmit 

Il  en  résulte  que,  si  Au,  Ax,  Ai/,  As,  Af,  etc.,  désignent 
des  variations  très  petites  du  premier  ordre,  on  a,  aux 
quantités  près  du  second  ordre  et  des  ordres  supérieurs, 
du  du  du  du 

du  moins  tant  que  les  dérivés  partielles 
du    du    du     du 
Tx>  Ty'  Tz'   dt'  etc' 

ne  prennent  pas  de  très  grandes  valeurs  qui  rendraient  le» 
fractions 
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1  <  *  *       etc 

au       au      au      au 

dx      ^y      dz      ~3t 

comparables  pour  leur  petitesse  à  àx,  Ay ,  As,  àt,  etc.  [45]. 

Donc,  si  une  fonction  dépend  de  quantités  qui  éprouvent 
des  variations  très  petites,  positives  ou  négatives,  la  varia- 
tion totale  de  la.fonction  est  sensiblement  égale  à  la  somme 
algébrique  des  variations  que  cette  fonction  aurait  subies 
dans  sa  valeur,  si  chacune  des  quantités  dont  elle  dépend 
eût  varié  seule. 

Le  principe  de  la  superposition  des  mouvements  très 
petits,  qui  joue  un  rôle  si  important  dans  l'explication  des 
phénomènes  physiques,  et  sur  lequel  reposent  les  théories 
modernes  du  son  et  de  la  lumière ,  n'est  lui-même  qu'une 
conséquence  du  principe  que  l'on  vient  d'énoncer,  et  que 
Ton  pourrait  appeler  le  principe  de  la  superposition  des  pe- 
tites variations.  Si  Ton  rapproche  ce  principe  de  celui  de  la 
proportionnalité  des  petites  variations  [5] ,  on  comprendra 
comment  un  nombre  borné  d'expériences  fourniUes  moyens 
de  calculer  les  variations  d'une  quantité  qui  dépend  de 
plusieurs  autres  suivant  une  loi  empirique  et  inconnue , 
pourvu  que  les  variations  de  ces  dernières  quantités  soient 
renfermées  dans  des  limites  étroites.  Car  il  suffira,  à  la  ri- 
gueur, d'observer  les  valeurs  de  Au  pour  autant  de  systèmes 
de  valeurs  de  Ax,  Ai/,  Az,  Af,  etc.,  qu'il  y  a  de  dérivées 
partielles  à  déterminer  numériquement  dans  l'équation  (4); 
et  ensuite  cette  équation  donnera  Au  en  fonction  linéaire  de 
As,  by,  etc.,  pour  des  valeurs  très  petites,  mais  d'ailleurs 
quelconques,  de  ces  variations.  L'art  des  observations  con- 
siste à  observer  dans  des  circonstances  qui  permettent  de 
déterminer  ces  coefficients  inconnus  avec  la  plus  grande 
précision;  et  la  théorie  des  chances  fournit  à  ce  sujet  des 
indications  que  nous  n'avons  pas  à  rappeler  ici. 
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120.  La  démonstration  de  la  formule  (2)  ou  de  la  formule 
(3),  qui  est  une  généralisation  de  la  première,  n'exige 
point  que  les  variables  x,  y,  s,  etc.,  soient  indépendantes. 
Nous  l'avons  supposé  pour  plus  de  généralité  ;  mais  rien 
n'empêche  de  considérer  toutes  les  variables  #,  yy  etc.,  ou 
quelques-unes  d'entre  elles,  comme  des  fonctions  d'une  nou- 
velle variable  indépendante  v  ;  ou  bien  encore  de  supposer 
que  plusieurs  de  ces  variables  (y  et  z  par  exemple)  sont  fonc- 
tions de  x.  Alors  u  sera  fonction  de  x  sous  un  double  rap- 
port :  immédiatement,  en  tant  que  x  entre  dans  l'expression 
de  u  ;  médiatement,  en  ce  que  u  est  une  fonction  des  gran- 
deurs y  et  2,  qui  sont  elles-mêmes  des  fonctions  immédiates 
de  x.  Il  faudra  remplacer  dans  la  formule  (3)  les  termes 

du  ,        du  , 
dy   *       dz 
par 

/du  dy_    ,    du  dz\ 
\dy'dx^dz'dx)dXf 

et  ainsi  pour  tous  les  cas  semblables. 

On  profite  de  cette  observation  pour  faciliter  la  différen- 
tiation  des  fonctions  mathématiques  d'une  seule  variable, 
quand  l'expression  en  est  compliquée.  Si,  par  exemple,  on 
avait  à  différentier  la  fonction 

4  4-  X 
u 


V  K-fx  —  yh—x 
on  pourrait  poser 

l/T+x  =  y,    |/4 — a?  =  z% 
d'où 

,  dx  ,  dx 

z  y  h  ,  x  2  y  k — x 

On  aurait  d'un  autre  côté 

u  —    J 


y-z 
ce  qui  donne 
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du y* — 2yz      du y* 

dy~ (y- s)1'    d%—(y-zy 
Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  la  formule 

.         du  du  .         (du  dy   ,  du  d%\   , 


on  trouvera 


dtt=(4^'-5FFb)i)^ 


et  après  qu'on  aura  remplacé  les  variables  auxiliaires  y,  z 

par  leurs  valeurs  en  x, 

,  x  —  3+1/1=**      . 

du  «=» y —        ■  /?r 

4  v/4— a?(4— v/4— a?) 

121.  Dans  les  applications  du  calcul  aux  phénomènes 
naturels,  lorsqu'une  fonction  u  dépend  d'une  certaine  gran- 
deur t,  à  la  fois  immédiatement  et  médiatement,  il  est  quel- 
quefois, non-seulement  commode,  mais  indispensable ,  de 
considérer  séparément  dans  la  variation  de  u  la  part  qui 
provient  immédiatement  de  la  variation  de  t,  et  celle  qui 
provient  de  la  variation  d'une  quantité  v  qui  elle-même  est 
fonction  de  t.  Pour  fixer  les  idées  par  un  exemple  sur  cette 
double  dépendance,  imaginons  une  particule  matérielle  mue 
dans  l'espace  par  l'action  qu'elle  éprouve  de  la  part  d'un 
corps  électrisé.  L'intensité  de  la  force  motrice  est  une  fonc- 
tion immédiate  du  temps  l,  parce  que  la  charge  du  corps 
électrisé  éprouve  une  déperdition  continuelle ,  et  une  fonc- 
tion médiate  de  la  même  variable,  en  ce  qu'elle  dépend  des 
coordonnées  du  point  en  mouvemejit ,  qui  changent  d'un 
instant  à  l'autre.  Les  questions  les  plus  délicates  de  la  théo- 
rie des  mouvements  des  corps  célestes  tiennent  à  des  dis- 
tinctions de  ce  genre  entre  les  diverses  parties  de  la  varia- 
tion d'une  fonction,  que  l'on  doit  considérer  comme  autant 
d'effets  séparés  de  la  variation  d'une  même  variable.  En  pa- 
reil cas,  le  coefficient  différentiel  Jl  peut  avoir  des  valeurs 
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différentes  et  toutes  définies ,  soit  que  Ton  considère  du 
comme  une  différentielle  totale  ou  comme  une  différentielle 
partielle.  Il  faut  convenir  alors  de  certaines  notations  propres 
à  lever  toute  ambiguïté  ;  mais  il  n'y  a  pas  de  règles  géné- 
rales à  cet  égard. 

122.  La  formule  (3)  sert  à  démontrer  une  relation  con- 
nue sous  le  nom  de  théorème  des  fonctions  homogènes.  En 
un  sens  purement  algébrique ,  on  dit  qu'une  fonction 
f(x,y,z, ),  est  homogène  si  Ton  a,  quel  que  soit  0, 

f(ex9  ey,  h9. . .  .)  =  rfix,  y,  *,. . . .). 
En  prenant  les  différentielles  des  deux  membres  par  rapport 
à  0,  on  aura  cette  autre  identité 

d.f(ex,ey,ezt...)  ^dQ     d.f(ex,ey,ez,...) 
dx  "■  dy  y 

+  d-neX>2'OZ>'-')zdQ  +  etc.=nr->  de.ftx,  y,  *,...). 
Divisons  par  dO  et  faisons  ensuite  9=1  :  il  viendra 

Cette  dernière  formule  est  l'expression  analytique  du  théo- 
rème des  fonctions  homogènes. 

123.  Reprenons  la  fonction  à  deux  variables  indépen- 
dantes 

sz=f  (x,  y). 

Si  nous  désignons  par  A,z,  A^z  les  variations  partielles  que 
subit  cette  fonction  quand  on  augmente  x  de  Ax  sans  tou- 
cher à  y,  ou  y  de  Ay  sans  toucher  à  x,  nous  aurons 

*,z=zf(x+*x,y)—f(x,y). 
Les  variations  que  les  deux  membres  de  cette  équation  su- 
bissent, quand  on  y  remplace  y  par  y+Ay,  doivent  être 
exprimées  par 

à9àMx  =  f(x  +  *x,y  +  Ay)  —  f{x  +  *x,  y) 

-  A*,  y  +  àv)  +  A*,  y)- 
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La  symétrie  du  second  membre  de  cette  équation ,  par 
rapport  aux  variables  x,  y,  exige  que  Ton  ait 

A    A    arzr  A    A    % 

quels  que  soient  les  accroissements  A#,  Ay.  On  en  déduit, 
en  divisant  par  Ax.Ay, 

*y     ~~     àx    * 
et  en  passant  à  la  limite, 

dx  __       dy 
dy  dx 

Dans  une  formule  telle  que  celle-ci,  on  admet  que  la  nature 
et  l'ordre  des  différentiations  partielles  sont  indiqués  suffi- 
samment par  la  présence  et  par  Tordre  de  succession  des  fac- 
teurs dx,  dy  qui  figurent  aux  dénominateurs.  En  consé- 
quence, on  écrit  dd%  ^  ddz 

dydx       dxdy  ' 
ou  plus  simplement  encore 

dydx        dxdy 
Le  principe  qui  vient  d'être  établi  s'applique  à  toute  es- 
pèce de  fonctions  continues,  et  doit  toujours  se  vérifier,  nu- 
mériquement ou  algébriquement.  Prenons,  par  exemple , 

x 


on  a 


Soit  encore 
il  vient 


%  =  arc  tang  ' 

y 

dx  y  dz X 

dx~~x%+yt9  dy~~  x*+yt* 

d*z  _  d*z  _x%  —  y* 

dydx       dxdy       (x%  +  y*)*  ' 


H-y" 
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dz %xy       dz x*  (4  —y') 

,dx~i  +  y*'     dy~   (1  -*-y»)«    ' 
tf'*  _  d*z  _gs(*-y') 
rfyrfrr      rfa?dy        0+y*)* 
L'identité  des  deux  membres  de  l'équation  (5)  une  fois 
établie,  il  en  résulte  que,  dans  une  expression  de  la  forme 

dmd,d% u, 

on  peut  intervertir  Tordre  de  deux  indices  consécutifs  quel- 
conques, et,  à  l'aide  d'une  ou  de  plusieurs  interversions  sem- 
blables, faire  dans  Tordre  des  indices  ou  des  différentiations 
successives  toutes  les  permutations  possibles  sans  rien  chan- 
ger au  résultat  final.  Le  raisonnement  est  le  même  que  ce- 
lui qu'on  emploie  dans  les  éléments  d'arithmétique  pour 
prouver  que  Ton  peut,  sans  changer  la  valeur  d'un  produit 
de  plusieurs  facteurs,  intervertir  de  toutes  les  manières  pos- 
sibles Tordre  des  multiplications  successives ,  après  qu'on 
a  prouvé  préalablement  que  le  produit  des  deux  facteurs  ne 
change  pas,  quel  que  soit  celui  des  deux  facteurs  que  Ton 
considère  comme  multiplicande  ou  comme  multiplicateur. 

124.  Au  moyen  du  théorème  qui  fait  l'objet  du  numéro 
précédent,  on  trouve  sans  difficulté  l'expression  des  diffé- 
rentielles totales  des  divers  ordres,  pour  les  fonctions  de 
plusieurs  variables  indépendantes.  En  différentiant  par  rap- 
port aux  deux  variables  x.  y  les  deux  membres  de  Téqua- 

tion 

,       dz.        dz  . 
a  z  =  —  a  x  4-  -T-  dy, 
dx  dy   *' 

où-^|,  ^désignent  des  fonctions  de  x,  y,  et  où  dx,  dy 

peuvent  être  traités  comme  des  facteurs  constants,  puisque 
x,  y  représentent  des  variables  indépendantes,  on  a 
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fd}~  d*Z        \  f  d*Z  dxZ   y  \ 

dz   ,  4  ,  '     d*z  d*z  ,  n 

=  diïdx+*dW/xd«+W'dy- 

Le  cPz  du  premier  membre  indique  une  différentielle  to- 
tale du  second  ordre  :  les  expressions 

dp'  dxdy'  dy* 
désignent  les  trois  coefficients  différentiels  partiels,  ou  les 
trois  dérivées  partielles  du  second  ordre,  qui  sont  en  général 
des  fonctions  déterminées  des  deux  variables  indépendantes 
x,  y  ;  mais  qui  peuvent  accidentellement  ne  contenir  qu'une 
de  ces  variables,  ou  se  réduire  à  des  constantes,  ou  même, 
pour  certaines  valeurs  des  variables  x,  y,  rester  indétermi- 
nées, comme  nous  le  verrons  en  son  lieu. 

En  poursuivant  ce  calcul,  on  trouverait  pour  la  différen- 
tielle totale  de  Tordre  »,  d'une  fonction  de  deux  variables 
indépendantes  a:,  y, 
.         d"z  .  n       d"z        ,  n(n—  h)       dmZ       ,      ,,  . 

dxm  h  dx-1  dy  1.2       dx-*dy*  ' 

,    d'Z  * 

expression  évidemment  analogue  à  la  formule  du  binôme, 
qui  se  démontrerait  par  induction  de  la  même  manière,  et 
qu'on  peut  écrire  sous  la  forme  symbolique 

dmzi=:{ — .dx*  — .  dy )  d*z. 
\dx  dy     yl 

On  indiquerait  de  môme  la  loi  du  développement  de  la  dif- 
férentielle totale  de  l'ordre  n,  d'une  fonction  u  des  variables 
indépendantes  x,  y,  z,  *, par  l'équation  symbo- 
lique 

/  \  \  1  \- 

dmu  =r  — -. dx  +  — . dy  +  -~ . dz  +  elc.    rf"  u. 
\dx  dy  dz  I 
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Nous  avons  déjà  indiqué  [43]  la  raison  de  ces  analogies  en- 
tre le  développement  des  puissances,  et  celui  des  différences 
finies  ou  infiniment  petites. 

On  appelle  équations  aux  différentielles  partielles ,  ou 
plus  ordinarement  [118]  équations  aux  différences  partiel- 
les ,  celles  qui  ont  lieu  entre  des  variables  indépendantes, 
les  fonctions  qui  en  dépendent,  et  les  dérivées  partielles,  ou 
les  coefficients  différentiels  partiels  de  ces  mêmes  fonctions. 
Par  opposition ,  on  nomme  équations  différentielles  ordi- 
naires, ou  simplement  équations  différentielles  celles  dans 
lesquelles  n'entrent  que  des  coefficients  différentiels,  comme 
ceux  dont  il  a  été  question  dans  la  théorie  des  fonctions 
d'une  seule  variable.  L'ordre  d'une  équation  aux  différences 
partielles  est  celui  du  coefficient  différentiel  de  l'ordre  le 
plus  élevé,  parmi  ceux  qui  entrent  dans  la  composition  de 
l'équation.  La  forme  la  plus  générale  d'une  équation  aux 
différences  partielles  du  premier  ordre,  entre  les  deux  va- 
riables indépendantes  x,  y  et  la  fonction  z,  est 

/  dz  dz\ 

celle  d'une  équation  aux  différences  partielles  du  second  or- 
dre entre  les  mêmes  variables  ; 

/  dz   dz  d*z    d*z    d*z\  _ 

f\X'y'*'dï'&dï*'^'w)-0; 

et  ainsi  de  suite. 

On  entend  par  Calcul  des  différences  partielles  la  branche 
de  la  théorie  des  fonctions  où  l'on  traite  des  rapports  entre 
les  fonctions  de  plusieurs  variables  indépendantes  et  leurs 
coefficients  différentiels  ou  dérivées  partielles ,  et  généra- 
lement des  équations  aux  différences  partielles  des  divers 
ordres. 

Quand  on  se  borne  à  considérer  (comme  cela  a  presque 
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toujours  lieu  dans  les  applications  à  la  géométrie)  deux  va- 
riables indépendantes  x,  y  et  une  fonction  z  de  ces  deux 
variables >  on  trouve  commode  de  désigner  par  une  seule 
lettre  chaque  dérivée  partielle  des  trois  premiers  ordres , 
dont  l'emploi  revient  souvent  ;  et  dans  ce  but  nous  adopte- 
rons, d'après  Monge,  la  notation  suivante  : 

dz  dz 

_d*£       _J^*        _d*z 
T~ 5x*'    *~~dxdy'    t~dp; 

dH         _    d*z  _   d*z  _d*z 

U       dx%'    m~dxrdy'    W~dïdjp'    V~dy*; 
ou 

dz  =  pdx  +  qdyf 

d%z  =  r  dx%  +  is  dxdy  ■+■  t  dy*9 

d%z  =  u  dx*  +  3iu  dx*dy  -f  Sw  dxdyf  +-  v  dy*. 

Suivant  cette  notation,  les  équations  aux  différences  par- 
tielles du  premier  et  du  second  ordre ,  entre  les  trois  va- 
riables x,  y,  z,  seraient  désignées  d'une  manière  générale 
par 

/  (»t  y>  *>  p$  9)  =  %  A*i  y>  h  p,  q>  ?>  *>  0 = o. 

125.  D'après  la  conception  de  Descartes  [1],  dont  l'ex- 
tension à  la  géométrie  dans  l'espace  est  censée  connue  de 
nos  lecteurs,  la  fonction  z=f(x,  y),  réputée  continue,  peut 
toujours  représenter  l'ordonnée  d'une  surface  courbe,  rap- 
portée à  trois  axes  que,  pour  plus  de  simplicité,  il  convient 
de  prendre  rectangulaires.  Les  valeurs  des  dérivées/),  ç,  r, 
s,  t  ont,  avec  la  direction  du  plan  tangent,  et  avec  certains 
caractères  géométriques  de  la  surface,  des  rapports  dont  la 
discussion  viendra  lorsque  nous  traiterons  spécialement  de 
l'application  de  l'analyse  différentielle  à  la  géométrie  aux 
trois  dimensions.  Quant  à  présent,  nous  cherchons  au  con- 
I.  U 
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traire  de  quelle  utilité  peuvent  être  les  conceptions  géomé- 
triques pour  l'intelligence  de  la  théorie  des  fonctions. 

Or,  à  ce  point  de  vue,  il  faut  reconnaître  que  la  représen- 
tation des  fonctions  de  deux  variables  par  des  ordonnées  de 
surfaces,  est  de  peu  d'utilité  pratique  :  car,  s'il  est  facile  de 
tracer  sur  un  plan  une  courbe  dont  on  connaît  un  nombre 
fini  de  points,  suffisamment  rapprochés,  on  manque  de  pro- 
cédés commodes  pour  figurer  dans  l'espace  une  surface  dont 
on  ne  connaît  qu'un  nombre  fini  de  points,  ou  même  une 
surface  dont  on  connaît  la  loi  de  génération  ;  et  cette  diffi- 
culté a  fait  naître  la  branche  de  la  géométrie  à  laquelle  on 
donne  le  nom  de  géométrie  descriptive,  dont  l'objet  est  de 
ramener  les  constructions  qui  devraient  se  faire  dans  l'es- 
pace, à  des  opérations  graphiques  sur  un  plan. 

126.  De  tous  les  procédés  de  la  géométrie  descriptive 
pour  la  détermination  des  surfaces  à  l'aide  de  constructions 
planes,  le  plus  général,  et  le  seul  dont  nous  ayons  à  nous 
occuper  ici,  à  cause  de  3a  liaison  très  directe  avec  la  théorie 
analytique  des  fonctions,  consiste  à  couper  la  surface  par 
une  série  de  plans  horizontaux,  et  à  projeter  sur  le  plan  ho- 
rizontal xy  les  courbes  d'intersection  que  l'on  appelle  des 
lignes  de  niveau,  les  courbes  projetées  et  leurs  projections 
devant  être  parfaitement  superposables,  à  cause  du  parallé- 
lisme des  plans. 

Pour  chaque  ligne  de  niveau  on  aura  s=c,  c  désignant 
une  constante  quelconque  :  par  conséquent  dz  »0,  ou 

pdx+qdy  =  0, 

équation  différentielle  commune  à  toutes  les  projections  des 
lignes  de  niveau,  et  d'où  l'on  tire 

ce  qui  fait  connaître,  pour  chaque  point  (œ,  y),  la  direction 
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de  la  tangente  à  la  projection  d'une  ligne  de  niveau,  pas- 
sant par  ce  point. 

Lorsqu'on  va,  du  point  de  la  surface  dont  les  coordon- 
nées sont  x,  y,  z,  au  point  infiniment  voisin  qui  a  pour 
coordonnées  x-\-  dx,  y  +  dy,  z  -f  dz,  on  s'élève  verticale- 
ment de  ïa  hauteur  dz ,  et  Ton  décrit ,  parallèlement  au 
plan  horizontal,  la  ligne  infiniment  petite  l//5â?i"+dyï.  La 
pente  de  la  ligne  décrite  sur  la  même  surface,  ou  la  tangente 
de  l'angle  qu'elle  fait  avec  le  plan  horizontal,  a  donc  pour 
mesure 

dz         _p  +  gy' 

La  grandeur  de  cette  pente  varie,  en  un  même  point  de 
la  surface,  ou  pour  les  mêmes  valeurs  de  x,  y,  />,  q,  avec 
le  rapport  arbitraire  yr.  Si  l'on  veut  déterminer  la  direction 
de  la  ligne  déplus  grande  pente,  on  égalera  à  zéro  la  dé- 
rivée de  l'expression  précédente,  considérée  comme  fonc- 
tion de  y';  ce  qui  donnera 

y'=f  (8) 

OU 

qdx  —  pdy  =  0, 

pour  l'équation  différentielle  commune  à  toutes  les  projec- 
tions en  xy  des  lignes  de  plus  grande  pente.  D'après  un 
théorème  connu,  la  comparaison  des  équations  (6)  et  (8) 
fait  voir  que  le  système  des  projections  des  lignes  de  niveau 
est  coupé  à  angles  droits  par  le  système  des  projections  des 
lignes  de  plus  grande  pente.  Par  conséquent,  si  Ton  donne 
un  certain  nombre  de  courbes  de  l'un  des  systèmes,  suffi- 
samment rapprochées  les  unes  des  autres,  on  pourra  tracer 
avec  une  approximation  suffisante  les  courbes  de  l'autre 
système. 
La  substitution  dans  le  second  membre  de  l'équation  (7), 
T.  t. 
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de  la  valeur  de  y'  tirée  de  l'équation  (8),  donne  pour  la  va- 
leur de  la  pente  maximum, 

La  méthode  adoptée  maintenant  en  France ,  dans  les 
grands  travaux  topographiques ,  pour  exprimer  sur  un  plan 
supposé  horizontal  le  relief  d'un  terrain,  consiste  en  effet  à 
tracer  sur  le  plan  la  série  des  projections  des  lignes  de  ni- 
veau que  l'on  obtient  en  coupant  la  surface  du  terrain  par 
des  plans  horizontaux  équidistants,  et  surabondamment  la 
série  des  projections  des  lignes  de  plus  grande  pente,  qui 
viennent  couper  les  courbes  du  premier  système  à  angles 
droits. 

127.  Lorsque  chaque  ordonnée  verticale  ne  rencontre  la 
surface  qu'en  un  point,  et  conserve  toujours  une  valeur 
finie,  les  projections  des  lignes  de  niVeau  forment  une  série 
de  lignes  dont  aucune  ne  coupe  les  autres,  et  qui  ne  revien- 
nent pas  non  plus  sur  elles-mêmes,  après  que  z  a  dépassé 
certaines  valeurs.  Ce  cas  mérite  une  attention  particulière, 
parce  que  c'est  lui  qui  se  présente  dans  toutes  les  ques- 
tions où  la  variable  z  désigne  une  grandeur  physique,  fonc- 
tion de  deux  coordonnées  d'un  point  matériel.  Soit,  pour 
fixer  les  idées,  une  plaque  circulaire  dont  le  centre  est  l'ori- 
gine des  coordonnées  x,  y,  et  qui  a  été  primitivement 
échauffée  d'une  manière  quelconque  ;  on  suppose  l'épais- 
seur assez  petite  pour  que  la  température  de  toutes  les  molé- 
cules situées  snr  une #  normale  aux  deux  faces  de  la  plaque 
soit  sensiblement  la  même  ;  alors,  z  désignant  en  ua  instant 
quelconque  la  température  des  molécules  ou  des  points  ma- 
tériels situés  sur  une  même  normale,  deviendra  une  fonction 
des  coordonnées  x,  y,  du  pied  delà  normale.  Cette  fonction 
pourra  être  positive  ou  négative,  selon  la  place  assignée  au 
zéro  des  températures ,  mais  elle  conservera  toujours  une 
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valeur  finie,  et  n'aura  en  général  qu'une  seule  valeur  pour 
chaque  système  de  valeurs  des  coordonnés  x,  y.  La  loi  de 
cette  fonction  sera  rendue  sensible  si  Ton  trace  sur  le  plan 

xy  une  suite  de  lignes  a,  /3,  y, (fig.  36)  qui  satisfont  à 

l'équation  différentielle 

pdx  +  qdy  =  jO, 

ou  le  long  desquelles  la  température  conserve  la  même  va- 
leur, et  si  Ton  affecte  chaque  ligne  d'une  cote  qui  indique 
la  valeur  de  la  température  pour  les  points  situés  sur  cette 
ligne.  On  appelle  lignes  isothermes  ces  lignes  d'égales  tem- 
pératures dont  le  système  est  propre  à  définir  et  à  représen- 
ter graphiquement  la  loi  de  la  fonction  z. 

La  variable  z  pourrait  désigner,  non  plus  la  température 
d'une  particule  matérielle,  mais  sa  densité,  sa  dilatation  ou 
sa  contraction,  la  pression  qu'elle  éprouve,  l'intensité  de  la 
lumière  qui  l'éclairé,  celle  des  forces  électriques  ou  magné- 
tiques qui  en  émanent,  etc.  Les  caractères  généraux  de  la 
fonction,  les  seuls  dont  nous  ayons  à  nous  occuper  daus  cet 
ordre  de  recherches,  resteraient  les  mêmes. 

Par  extension,  et  afin  de  ne  pas  innover  dans  les  termes 
sans  une  nécessité  absolue^1  ),  nous  continuerons  d'appeler  li- 
gnes de  niveau  celles  le  long  desquelles  la  fonction  z=f(x,  y) 
conserve  une  valeur  constante,  bien  que  la  fonction  z 
soit  censée  représenter  une  grandeur  physique,  et  non  plus 
l'ordonnée  verticale  d'une  surface  dont  le  point  (x,  y,  z)  au- 
rait pour  projection  horizontale  le  point  (x,  y).  La  variation 
de  la  fonction  z  est  nulle  quand  on  passe  d'un  point  au  point 


(')  Autrement,  il  paraîtrait  assez  convenable  dénommerais  isoméri- 
qnes  celles  qui  lient  ensemble  des  particules  matérielles  qui  se  trouvent  dans 
le  même  état  physique,  ou  pour  lesquelles  la  grandeur  physique  que  Ton 
considère,  z  =  f(xy  y),  à  la  même  valeur.  Cette  dénomination  est  analogue  à 
celle  de  ligne*  isothermes,  qui  a  déjà  passé  dans  l'usage. 
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contigu  sur  la  ligne  de  niveau  :  elle  est  la  plus  grande  pos- 
sible (pour  un  même  déplacement  infiniment  petit),  quand 
le  déplacement  s'opère  perpendiculairement  à  la  ligne  de 
niveau  [126].  On  peut  donc  qualifier  de  lignes  de  variation 
maximum,  celles  qui  coupent  à  angles  droits  les  lignes  de 
niveau,  et  qui  correspondent  aux  projections  des  lignes  de 
plus  grande  pente  dans  la  théorie  des  surfaces. 

*  1 28.  Les  fonctions  z  dont  il  s'agit  dans  le  numéro  pré- 
cédent, et  qui  peuvent  comporter  ou  ne  pas  comporter  d'ex- 
pression mathématique,  ne  sauraient  devenir  infinies,  mais 
elles  sont  susceptibles  d'éprouver  des  solutions  de  continuité 
du  premier  ordre,  consistant  dans  le  passage  brusque  d'une 
finie  à  une  autre.  Ceci  résulte,  comme  nous  Favons  expliqué 
dans  un  cas  analogue  [38],  de  la  règle  même  en  vertu  de 
laquelle  nous  pouvons  concevoir  qu'une  grandeur  physique 
z  devient  fonction  des  coordonnés  d'un  point  mathématique 
{x,  y).  Admettons,  pour  fixer  les  idées,  que  z  désigne  la 
densité  de  la  plaque  M  {fig.  36)  le  long  de  la  normale  qui 
a  pour  pied  le  point   [x ,  y) ,  Afin  d'attacher  un    sens 
physique  à  cette  définition,  il  faut  imaginer  une  courbe  fer- 
mée, tracée  arbitrairement  à  la  surface  de  la  plaque,  et  qui 
comprend  le  point  (x,  y)  dans  l'aire  «limitée  par  son  péri- 
mètre <x.  L'aire  w  pourra  être  prise  pour  la  base  d'un  cylindre 
droit  dont  la  hauteur  serait  l'épaisseur  de  la  plaque  -,  et  le 
rapport  de  la  masse  de  ce  cylindre  à  son  volume  sera  un 
certain  nombre  D,  mesurant  la  densité  moyenne  du  cylindre. 
Si  maintenant  on  conçoit  que  l'aire  w  décroisse  indéfiniment 
sans  cesser  de  contenir  le  point  (x,  y),  la  limite  z  vers  la- 
quelle convergera  le  rapport  variable  D,  limite  susceptible 
de  varier  avec  les  coordonnés  x  y,  sera  la  fonction  de  x,  y, 
que  l'on  prend  pour  mesure  de  la  densité  de  la  plaque  sur 
la  normale  élevée  au  point  (x,  y).  On  appliquerait  à  la  me- 
sure de  la  température  ou  de  toute  autre  grandeur  physique 
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ce  que  nous  venons  de  dire  au  sujet  de  la  mesure  de  la  den- 
sité. 

En  général,  la  limite  z  ne  changerait  pas,  quelles  que  soient 
la  forme  des  courbes  a-  et  la  position  du  point  (x,  y)  dans 
l'étendue  de  Taire  w  limitée  par  ces  courbes.  Elle  ne  change- 
rait pas  non  plus,  en  général,  si  l'on  plaçait  le  point  (x,  y) 
sur  le  périmètre  même  de  Taire  «  :  car  on  pourrait  substi- 
tuer à  ce  point  un  point  infiniment  voisin  (x±dx,  «/+%), 
compris  dans  l'intérieur,  et  pour  lequel  la  valeur  delà  fonc- 
tion z  ne  différerait  de  celle  de  la  même  fonction  au  point 
(x,  y)que  d'une  quantité  infiniment  petite  et  partant  négligea- 
ble. Mais  néanmoins  on  conçoit  que,  pour  certaines  valeurs 
particulières  dex,  y,  la  limitez  peut  changer,  selon  que  Taire 
infiniment  petite  w  comprend  tous  les  points  qui  avoisinent 
(x,  y),  dans  toutes  les  directions,  ou  ne  comprend  que  les 
points  renfermés  entre  certaines  lignes  menées  par  le  point 
(x,  y).  Dans  ce  cas,  la  différence  des  valeurs  de  z,  pour  deux 
points  infiniment  voisins,  n'est  plus  infiniment  petite  ;  ou, 
en  d'autres  termes,  la  fonction  %  éprouve  une  solution  de 
continuité  du  premier  ordre,  consistant  dans  le  passage 
brusque  d'une  valeur  finie  à  une  autre. 

On  aura  un  exemple  des  solutions  de  continuité  de  cette 
nature,  si  Ton  imagine  la  plaque  M  (fig.  37),  formée  de 
deux  métaux  différents,  soudés  suivant  la  ligne  np.  La  den* 
site  de  la  plaque  sera  une  fonction  qui  variera  brusquement 
en  passant  parla  ligne  de  soudure, et  siTon  prend  pour  (x,  y) 
un  point  p  situé  sur  cette  ligne,  la  fonction  z  aura  deux 
valeurs  distinctes,  selon  que  Ton  considérera  ce  point  comme 
appartenant  à  la  portion  À  où  à  la  portion  B  de  la  plaque. 
Soient  zl9  z,  ces  deux  valeurs  de  la  fonction  z  :  la  limite 
dont  il  était  question  tout  à  l'heure  sera  égale  à 
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quand  le  point  fx  tombera  dans  l'intérieur  de  l'aire  *>;  elle 
aura  pour  valeur  zt9  lorsque  le  périmètre  <x  passera  par  le 
point  fx  et  sera  situé  à  gauche  de  la  tangente  st  ;  enfin  elle 
aura  pour  valeur  z%  lorsque  le  périmètre  passera  encore  par 
le  point  |x,  mais  sera  situé  à  droite  de  la  môme  tangente. 

Nous  appellerons  lignes  de  rupture  les  lignes  telles  que 
np,  le  long  desquelles  la  fonction  passe  brusquement  d'une 
valeur  finie  à  une  autre. 

Plusieurs  lignes  de  rupture  np>  v!p\  n"p\  etc.  (fig.  38) 
peuvent  avoirune  intersection  commune  en  fx.  Par  le  point 
f*  menons  à  ces  lignes  les  tangentes  st,  stVJ  $T,  etc.,  et  dé- 
signons par  «t,  <*ty  *,,  etc.,  les  arcs  qui  mesurent  les  an- 
gles 

*f*5f,  s'f**",  snpt,  etc., 

sur  la  circonférence  du  cercle  dont  le  rayon  est  l'unité  :  la 
fonction* z  aura  au  point  fx  des  valeurs  distinctes  zl9  z%,  zt, 
etc.,  selon  que  l'on  considérera  le  point  fx  comme  apparte- 
nant à  l'un  ou  à  l'autre  des  espaces  angulaires 

npn',  n'pn*,  n'up/eto.  (a) 

La  limite  z,  avec  laquelle  cette  fonction  coïncide  en  général , 
aura  pour  valeur 

•  at  %i  +  at  Z%  +  a9  %z  +  etc., 

lorsque  le  point  fx  tombera  dans  l'intérieur  de  l'aire  «  ;  et 
elle  prendra  les  valeurs  %t9  z%9  z% ,  etc.,  lorsque  le  périmè- 
tre a-,  étant  assujetti  à  passer  par  le  point  fx,  sera  de  plus 
entièrement  compris  dana  l'un  des  espaces  angulaires  (a). 
Les  lignes  de  rupture,  quand  elles  existent,  empêchent 
les  lignes  de  niveau  d'être  des  courbes  fermées.  Ainsi,  np 
{fig.  39)  étant  une  ligne  de  rupture,  une  ligne  de  niveau 
partie  du  point  fx,  à  gauche  de  la  ligne  de  rupture,  viendra 
en  général  aboutir  à  droite  de  la  même  ligne,  à  un  point  v, 
distinct  de  fx. 
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Réciproquement,  on  peut  considérer  la  ligne  de  rupture 
comme  une  ligne  qui  joint*  les  points  de  rupture  des  lignes 
de  niveau  consécutives,  lorsque  ces  lignes,  et  par  suite  la 
fonction  z,  éprouvent  des  solutions  de  continuité  du  premier 
ordre. 

Les  solutions  de  continuité  du  second  ordre ,  éprouvées 
par  la  fonction  2,  sont  caractérisées  par  l'existence  de  points 
saillants  dans  les  lignes  de  niveau  :  si  l'on  joint  les  points 
saillants  qui  se  correspondent  dans  les  lignes  de  niveau  con- 
sécutives, on  tracera  une  autre  ligne  que  Ton  peut  nommer 
ligne  de  rupture  du  second  ordre  ;  et  ainsi  de  suite. 

129.  Passons  à  ce  qui  concerne  les  fonctions  de  trois  va- 
riables indépendantes 

u  =  f{x,y,z)y 

quand  on  suppose  que  u  désigne  la  valeur,  au  point  (x,  y,  z) 
d'une  certaine  grandeur  physique,  telle  qu'une  force  at- 
tractive ou  répulsive,  une  densité,  une  pression,  une  tempé- 
rature, etc. 
Si  Ton  pose 

dj{x,y,z)_     d.f(x,y,z)_^  rf/(g/y>*)_T 
dx        ~X'        dy        -*'         Tz  L% 

on  aura 

tfu  =  X<fo  +  Ydy  +  Zdz, 
expression  dans  laquelle  chacune  des  lettres  X,  Y,  Z,  dé- 
signe en  général  une  fonction  de  trois  variables  indépendan- 
tes x,  y,  z.  Comme  on  a  d'ailleurs  [123]    . 

d*u d%u      d*u  d*u     d*u  d*u 

dxdy       dydx*  dxdz       dsdxJ  dydz       dzdy' 
les  fonctions  X,  Y,  Z,  devront  vérifier  les  trois  équations  de 
condition 

rfX_tfY   rfX_dZ  rfY_dZ 
dy        dx\dz      dx'dz       dy' 
En  assignant  à  u  une  suite  de  valeurs  constantes,  on  aura 
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une  suite  de  surfaces  qui  toutes  satisferont  à  l'équation  dif- 
férentielle 

et  qui  ne  devront  point  se  couper  ;  sans  quoi  la  fonction  se- 
rait susceptible  de  prendre,  pour  le  même  point  matériel, 
plusieurs  valeurs  distinctes.  Quand  la  fonction  u  désigne 
une  température,  elles  prennent  le  nom  de  surfaces  isother- 
mes; en  hydrostatique,  où  la  fonction  u  désigne  une  pres- 
sion, on  les  appelle  surfaces  de  niveau  ;  et  par  la  raison 
déjà  indiquée  [127],  nous  retiendrons  cette  dernière  expres- 
sion, quelle  que  soit  la  signification  physique  de  la  fonc- 
tion u  (1). 

Les  coordonnées  x,  y,  z,  étant  rectangulaires,  la  distance 
du  point  (#,  y,  z)  au  point  infiniment  voisin  (x-\-dx9  y-H%? 
z+dz)  a  pour  mesure  \/d&*-^-dtp+dz%  ;  et  dans  le  passage 
d'un  point  à  l'autre,  la  fonction  u  prend  l'accroissement  du-, 
de  sorte  que  le  rapport  de  F  accroissement  à  la  distance  des 
points  a  pour  valeur 

Xdx  +  Ydy  \%dz 

l^WTdy^Tdi^  ' 
ou 

X  +  Yy'  +  Z*' 

\/\  +  y"  W*/      w 
en  posant,  pour  abréger, 

du        ,  dz 

dx  dx 

La  grandeur  de  ce  rapport  varie,  en  un  même  point  de 
l'espace,  ou  pour  les  mêmes  valeurs  des  quantités  X,  Y,  Z, 
avec  les  rapports  arbitraires  y  ',  *',  qui  déterminent  la  direc- 
tion suivant  laquelle  le  déplacement  a  lieu.  Quand  on  appli- 
que à  la  quantité  (m),  considérée  comme  fonction  de  y',  z\ 

(f)  On  pourrait  nommer  aussi  les  surfaces  dont  il  s'agit,  surfaces  ismi- 
riquts.  Voir  la  note  de  la  page  Î20. 
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la  méthode  qui  sera  indiquée  plus  loin,  pour  la  détermina- 
tion des  maxima  et  minima  des  fonctions  de  plusieurs  va- 
riables, on  trouve  que  la  valeur  maximum  du  rapport  (m) 

est 

l/X1  -h  Y»  +  Z% 

et  que  les  lignes  de  variation  maximum  rencontrent  à  angles 

droits  les  surfaces  de  niveau. 

*  130.  La  théorie  des  solutions  de  continuité,  pour  les 
fonctions  d'une  ou  de  deux  variables  qui  représentent  des 
grandeurs  physiques  [38  e*  128],  s'étend  sans  difficulté  aux 
fonctions  de  trois  variables.  Admettons,  afin  de  fixer  les 
idées,  que  u  désigne  la  densité  du  corps  M  au  point(oj,  y,  z). 
Pour  préciser  le  sens  de  cette  définition,  il  faut  imaginer 
une  surface  fermée  w,  menée  arbitrairement  dans  l'intérieur 
du  corps,  de  manière  seulement  à  entourer  le  point  (#,  y,  z). 
Le  rapport  de  la  masse  du  volume  v,  enveloppé  par  la  sur- 
face, à  ce  volume  même,  est  un  certain  nombre  D  qui  me- 
sure la  densité  moyenne  de  v.  Si  maintenant  on  conçoit 
que,  par  la  variation  continuelle  de  la  surface  w,  les  dimen- 
sions du  volume  v  décroissent  indéfiniment,  sans  que  le 
point  (ar,  y,  z)  cesse  de  s'y  trouver  compris,  la  limite  vers 
laquelle  converge  le  rapport  variable  D  est  cette  fonction  u 
de  x9  y,  z,  que  Ton  prend  pour  mesure  de  la  densité  du  corps 
au  point  (#,  y:  z).  On  appliquerait  cette  définition,  mutatis 
mu  tandis,  à  la  mesure  de  la  température  ou  de  toute  autre 
grandeur  physique. 

D'après  cela,  il  est  aisé  de  concevoir  comment  la  fonction 
u,  continue  en  général,  peut  passer  brusquement^  d'une 
valeur  finie  à  une  autre,  pour  les  points  situés  sur  de  cer- 
taines surfaces,  que  nous  appellerons  pour  cette  raison  suiv 
faces  de  rupture.  Soient  f*  un  point  situé  sur  une  telle  sur- 
face ;  À  et  B  les  deux  portions  de  M  séparées  par  la  surface  ; 
utf  us,  les  valeurs  delà  limite  u  pour  deux  points  infiniment 
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voisins  de  p,  l'un  en  A,  l'autre  en  B  :  la  valeur  de  la  limite 
au  point  jx  sera 

~ 2~ # 
Si  le  point  fi  est  l'intersection  commune  de  plusieurs  sur- 
faces de  rupture,  on  mènera  les  tangentes  aux  lignes  d'in- 
tersection de  ces  surfaces  au  point  f*  ;  on  imaginera  une 
sphère  décrite  du  point  jx  comme  centre  avec  le  rayon  1  ;  on 
joindra  deux  à  deux  par  des  arcs  de  grands  cercles  les  points 
où  les  tangentes  pénètrent  la  surface  sphérique,  et  Ton  di- 
visera ainsi  cette  surface  en  compartiments  dont  les  aires  rlf 
:,,!,,  etc.,  correspondront  aux  régions  du  corps  M,  pour 
lesquelles  la  limite  u  prend,  dans  le  voisinage  immédiat  du 
point  |x,  les  valeurs  ui9  tif,  n8,  etc.  Cela  posé,  la  valeur  de 
cette  fonction  au  point  jx  sera  la  moyenne 

u i  Ti  +  u i  Ti  +  **>  T»  +  etc. ut  Tt  +«,  ra  -4-  ut  t,  +  etc. 

Ti  +  Ti  +  T«  +  ©te.  4w 

On  peut  considérer  la  surface  de  rupture  comme  le  lieu 
des  lignes  de  rupture  des  surfaces  de  niveau,  lorsque  ces 
surfaces,  et  par  suite  la  fonction  u,  éprouvent  des  solutions 
de  continuité  du  premier  ordre. 

Les  solutions  de  continuité  du  second  ordre ,  éprouvées 
par  la  fonction  u,  correspondent  à  des  arêtes  ou  à  des  lignes 
saillantes  sur  les  surfaces  de  niveau  :  le  lieu  des  arêtes  qui 
se  correspondent  sur  les  surfaces  de  niveau  consécutives,  est 
une  autre  surface  que  l'on  peut  qualifier  de  surface  de  rup- 
ture du  second  ordre,  et  ainsi  de  suite. 


CHAPITRE  n. 

DIFFÉRENTUTION  DE9  FONCTIONS  IMPLICITES  D'UNE  OU  DE  PLU- 
SIEURS VARIABLES  INDÉPENDANTES.  —  CHANGEMENT  DE  VA- 
RIABLES. 

§  4".  Différentiation  des  fonctions  implicites. 

131  •  Lorsque  la  variable  y  est  déterminée  implicitement 
en  fonction  de  x  par  l'équation  non  résolue 

f(x,y)  =  0,  (a) 

le  premier  membre  de  l'équation  peut  être  regardé  èomme 
une  fonction  u  des  variables  x,  y,  assujettie  à  rester  con- 
stamment nulle,  en  sorte  que  les  incréments  dx>  dy  sont  liés 
par  r  équation 

__du      mt^uétt^uk  ty du   du 

~~  dx  dy    V^J         dx  dx' dy' 

Au  lieu  d'employer  le  signe  auxiliaire  u,  on  peut  écrire 

df(x>y)j„ ,  dffay)^* 

ou  plus  simplement  encore 

ÏLdx+iLdy  =  0. 
dx  dy 

Quand  on  emploie  y1  pour  désigner  le  coefficient  différen- 
tiel —,  cette  équation  prend  la  forme 

d'où 

dx  '  dy  ' 

En  général,  le  second  membre  de  cette  équation  est  une 
fonttioa  explicite  des  deux  variables  s,  y  ;  lorsqu'on  7  sub- 
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stitue  la  valeur  de  y  en  x,  tirée  de  l'équation  (a),  y  '  se  trouve 
exprimé  en  fonction  de  la  seule  variable  x.  Si  l'équation  (a) 
est  algébrique,  on  peut  encore  éliminer  y  entre  (a)  et  (a')  par 
les  méthodes  ordinaires  ;  et  l'équation  résultante,  qui,  en 
général,  n'est  pas  résoluble  algébriquement  par  rapport  à 
t/r,  détermine  implicitement  y1  en  fonction  de  x. 

A  cause  des  liaisons  qui  subsistent  entre  la  variable  in- 
dépendante x  et  chacune  des  fonctions  y,  y',  le  premier 
membre  de  (a')  est  une  fonction  de  x  qui  doit  rester  nulle, 
quelque  valeur  que  prenne  x.  Donc  la  dérivée  de  ce  premier 
membre,  prise  en  traitant  y,  y'  comme  des  fonctions  de  x, 
est  nulle,  et  Ton  a  entre  x,  y,  y',  y",  l'équation 
d%f        d*f  d%f  df 

de  sorte  qu'on  peut  éliminer  deux  quelconques  de  ces  quatre 
variables  entre  (a),  (a'),  (a".).  Si  Ton  chasse  par  exemple  y', 
on  aura  entre  x9  y,  y"  l'équation 

£1  ClJ>\  -*£L  d-±îï±*l  (ÉL\\(dJ\  •-• 

dx*'  \dy)  dxdy'  dx  '  iyT  rfy»  \dxj  ^KdyJ  y       ' 

De  même,  pour  déterminer  y'",  on  prendrait  la  dérivée 
par  rapport  à  x  du  premier  membre  de  (a"),  en  appliquant 
toujours  la  règledeladifférentiation  des  fonctions  médiates, 
ce  qui  donnerait 

d*f       d*f  d>  f  d*  f 

dx*^ dx*dyy  ^     dxdy*y   ^    rfy»  y 

+3  Tzry'  +  3  tV  y"  +  jf=o. 

H  n'y  a  aucune  difficulté  à  continuer  ce  calcul  de  proche 
en  proche,  ni  à  construire  immédiatement  la  formule  qui 
donnerait  la  valeur  de  y{u). 

132.  Quand  on  a  un  nombre  n  d'équations  entre  n+  i 
variables,  ce  système  ne  laisse  qu'une  seule  variable  indé- 
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pendante  dont  toutes  les  autres  sont  des  fonctions  qui  s'ex- 
primeraient explicitement  ,  si  l'élimination  entre  les  propo- 
sées et  la  résolution  des  équations  résultantes  pouvaient 
s'opérer. 
Désignons,  pour  abréger,  par 

A  =  0,/i  =  0,A  =  0, />.=  <>,  (ft) 

les  équations  qui  lient  entre  elles  les  variables  t,  x9  y, 

z ,  en  nombre  n+i  :  on  aura  aussi  les  équations 

dérivées 

dft  =  ^dt+^dx +?àdy  +  ?fldz  + etc.  =0, 
ai  dx  dy  dz 

dft  =  ^  dt  +  ?£  dx  +^  du  +  ?àdz  +  etc.  =  0,    .        „ 
'         dt  dx  dy    J       dz  )      (*0 

df.  =  d-Ùdt  +  ^  dx  +  pdy=^dz+etc.  =  0. 
dt  dx  dy  dz 

Maintenant,  si  la  variable  indépendante  est  t,  on  divisera 
toutes  les  équations  (br)  par  dt ,  et  Ton  aura  n  équations 
linéaires  entre  les  n  coefficients  différentiels 
dx   dy   dz 

Tt'di>!t>etc" 

au  moyen  desquelles  ces  coefficients  seront  individuellement 
déterminés  en  fonction  de  t,  x,  y,  z,  etc. 
De  même  les  équations 


(*") 


que  l'on  obtiendra  par  la  différentiation  des  équations  (b'), 
en  considérant  x,  t/,  *,  etc.,  comme  des  fonctions  de  <,  dé- 
termineront les  dérivées  du  second  ordre 

d*x  d%y  d*z 
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et  ainsi  de  suite.  Nous  avons  surmonté  d'un  trait  les  quan- 
tités d*  ft,  d*  ft,  etc.,  pour  montrer  qu'elles  indiquent  des 
différentielles  totales ,  et  non  des  différentielles  partielles 
[118]. 

Afin  de  mieux  fixer  les  idées,  supposons  qu'on  ait  entre 
les  trois  variables  x,  y,  z,  les  deux  équations 
A(0,fc*)  =  O,  A(».îf,*)  =  Of 
et  que  l'on  prenne  x  pour  variable  indépendante  :  une  pre- 
mière différentiation  donne 


De  là  on  tire 


£+3'-ï* 


,  =  _(dA  *fi_*L  *f±X(dli  dl±_dl±  dJi\ 

y  \dx'  dz       dz*  dxJ'Kdy9  dz       dz' dyj  ' 

\dy*  dx       dx*  dy)\dy'  dz       dz*  dy)* 
Une  seconde  différentiation  conduit  aux  équations  du  se- 
cond ordre 

dx*  dxdy*         dxdz      ^     dydz 

dx*  dxdyu  dxdz  dydz 

dy%*         dz*  dyJ         dz  ' 

et  celles-ci  donneront  les  valeurs  de  y  " ,  z",  en  x9 t/,  z>  après 
qu'on  y  aura  substitué  celles  de  y\  z\  tirées  des  équations 
précédentes.  On  pourra  ensuite  opérer  l'élimination  de  y,  z, 
au  moyen  des  deux  proposées,  de  manière  à  obtenir  deux 
équations  finales,  l'une  en  x,  t/",  l'autre  en  x,  z". 
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On  déterminerait  de  la  même  manière  les  coefficients 
y"',  z'",  et  ainsi  à  l'infini. 

133.  Passons  au  cas  où  le  nombre  d'équations  entre  les 
variables  laisse  plusieurs  de  celles-ci  indépendantes  ;  et  pour 
prendre  l'hypothèse  la  plus  simple,  admettons  que  l'on  ait 
entre  trois  variables  x,  y,  z,  l'équation  unique 

f(x,y,z)  =  0:  (C) 

on  en  déduit  toujours 

df=déd*+d{d*+ïdi=«>        <*> 

équation  qui  lie  entre  elles  les  différentielles  totales  des 
variables  x,  y,  z.  Mais,  en  général,  ce  quon  se  propose  de 
calculer,  ce  sont  les  dérivées  partielles  de  la  variable  que 
l'on  considère  comme  fonction,  prises  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes  [118].  On  les  tirera  de  l'équa- 
tion précédente,  après  qu'on  aura  fixé  celles  des  variables 
qui  doivent  être  traitées  comme  indépendantes.  Admettons 
que  ces  variables  soient  x  et  y,  et  posons  [124] 

dz=pdx  +  qdy  : 
l'équation  (e')  deviendra 

et  comme  elle  doit  subsister,  quel  que  soit  le  rapport  arbi- 
traire des  variations  dx,  dy,  elle  se  décompose  dans  les  deux 

suivantes 

df     df       A      df    df 

d  où  l'on  tirera  les  valeurs  de  p,  ç,  exprimées  généralement 
en  fonction  de  x,  y,  z.  On  pourra  ensuite  chasser  z  au 
moyen  de  l'équation  (c). 

Si  Ton  différentie  l'équation  (c),  en  traitant  x  et  y  comme 
des  variables  indépendantes ,  et  par  conséquent  dx ,  dij 

T.  !.  45 
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comme  des  facteurs  constants,  il  viendra 
rfV  dlf  d*f 

+»(&** -fâ**+;&**)+5*'=*-  « 

On  a ,  pour  la  différentielle  totale  d*z,  l'expression  conve- 
nue [124] 

d*z  =  rdx*  +  %$dxdy  f  tdy*  : 

substituons  cette  expression  et  celle  de  la  différentielle  totale 
dz  dans  l'équation  (c"),  nous  aurons 

\7zr  +  dï>p±*d^zp+d?)dx 

±*{df*jL-d%f    ni    W    n  +  d%f™U-    *'  W„ 

.   fdf        *f        A   d*f         d*f\  .  .      A 
V/z        d*»  *         efyrfz  *      dy*J   J 
Comme  cette  équation  doit  être  satisfaite  indépendamment 
des  facteurs  arbitraires  dx,  dj/,  elle  se  décompose  en  trois 
autres  qui  deviennent ,  après  la  substitution  des  valeurs  de 
p,  q,  tirées  des  équations  (d) , 

f**\\     **L    *L  îl  +  t-f  (dJ\*±<!ï   {US*-* 
XàfJ  dxdz  '  dx'dz  •  dz*'  Wy  ■*"  d&    \dx)  ~  * 

(df\\      df  (d*f    df  ^    d*f    df\ 

\dz'         dz  "  \dydz  '  tfa?     «tetf*  "  dy) 

+  *L  [dl\\*ldJdl=z 

dxdy    \dz)       dz*'  dx*  dy        * 

\tf*/  (fytfz  <fy  d*      dsf   \dy/       dy*   \dzj 

On  arrivera  plus  directement  au  même  résultat ,  si  Ton 
considère  que  les  équations  (d)  ayant  lieu,  quels  que  soient 
x  et  y,  on  peut  égaler  à  zéro  les  dérivées  des  premiers 
membres,  prises  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rap- 
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port  à  y;  en  ne  perdant  pas  de  vue,  d'une  part,  que  les 
dérivées  partielles 

df    df    df 

dx9  dy'  dz 
contiennent  en  général  les  trois  variables  #,  y,  z;  d'autre 
part,  que  z,  />,  q  sont  des  fonctions  implicites  de  x,  y,  telles 
que  Ton  a 

dz  d*__      dp dp_dq  dq 

dx~P'dlj-9'  dx~r'Iy'~Tx~*'iry-U 
On  obtiendra  ainsi  quatre  équations  dont  deux  seront  iden- 
tiques :  en  effet ,  les  équations  {d)  peuvent  s'écrire 

dx  dy 

les  traits  supérieurs  indiquant  que  Ton  a  différentié  la  fonc- 
tion/* par  rapport  à  x  ou  à  y,  en  ayant  égard,  non-seule- 
ment aux  variables  x,  y  qui  entrent  explicitement  dans  la 
composition  de  /*,  mais  à  la  variable  z  qui  dépend  implicite- 
ment de  a?  et  de  y  en  "vertu  de  l'équation  (c).  Cela  posé,  la 
dérivée  de  la  première  équation  (d)  par  rapport  à  y,  et  celle 
de  la  seconde  équation  (d)  par  rapport  à  x,  doivent  être 
identiques,  l'une  et  l'autre  pouvant  s'indiquer,  suivant  la 
même  notation,  par       

dxdy 

On  déterminerait  de  même  les  dérivées  partielles  des 
ordres  supérieurs  pour  des  fonctions  d'un  nombre  quelcon- 
que de  variables  indépendantes,  liées  par  un  nombre  quel- 
conque d'équations,  sans  d'autre  embarras  que  celui  qui 
naîtrait  de  la  prolixité  des  calculs. 

*  134.  Nous  avons  plusieurs  fois  invoqué  le  principe, 
qu'une  fonction  algébrique,  explicite  ou  implicite,  qui  s'éva- 
nouit ainsi  que  toutes  ses  dérivées  successives  pour  une 
valeur  particulière  de  la  variable  indépendante ,  est  identi- 
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quement  nulle.  Ce  principe,  qu'on  a  coutume  d'admettre 
tacitement,  pour  toute  espèce  de  fonctions,  exige  d'être 
démontré,  d'autant  plus  qu'il  cesse  d'être  vrai  généralement, 
pour  des  fonctions  non  algébriques.  Or,  on  le  démontre  très 
aisément,  dès  qu'on  a  établi  la  règle  de  différentiation  des 
fonctions  implicites. 

Soit  en  effet  y  une  fonction  de  x,  déterminée  par  l'équa- 
tion algébrique 

les  coefficients  Y.,  etc.,  désignant  des  polynômes  entiers  en 
y.  On  peut,  sans  restreindre  la  généralité  de  la  démonstra- 
tion ,  supposer  que  zéro  est  la  valeur  de  x  qui  fait  évanouir 
V >  y'?  y">  etc-  Or»  P011*  que  y  s'évanouisse  en  même  temps 
que  rc,  il  faut  que  Y0  soit  de  la  forme  Tcy,  T0  désignant  un 
autre  polynôme  en  y.  Substituons  cette  valeur  de  Y0  dans 
l'équation  (g)  et  différentions  :  il  viendra 

nYuar~l  +  (n  —  0  Y.^ar*1 +....+ 2Yfa?  +  Y, 
+  j'  (Y'.  ar+Y'..t  a?-'+.. . .+  Y'f  &  +  Y\x  4-r0+  ?\  y)=  0. 

Pour  x=0,  on  a  par  hypothèse  t/=0,  et  cette  équation  se 

réduit  à 

Yt  +  y9  r0  =  0. 

Mais,  par  hypothèse  aussi,  on  doit  tirer  de  l'équation  précé- 
dente t/'=0  :  donc  Y,  est  divisible  par  y  et  de  la  forme  T,y. 
En  passant  à  la  seconde  dérivée  de  l'équation  (j),  on  a 

<»— \  Y.  ar-1 4-  (n— 4)  (n— 2)  Y-x  ar-* -K  . .  .-4-  2  Y, 

+  2î(>Y'.ar-1  +  (n--0Y\_lar-i+ +  «Y't*+rI+i*iy] 

+  y*  [Y",  cet  -+-  YVi  ar-*+ +Y%  a»  +  Y\  a>+2  r'c  +  **<#] 

+  y"[Y'.s-+Y'._ia?-1  + +  Y^*  +  Y\*+r0  +  r'of]=0. 

Quand  on  fait  à  la  fois  #=0,  j/=0,  y  — 0,  cette  équation 
se  réduit  à 

donc ,  si  y"  doit  s'évanouir  en  même  temps,  il  faut  que 
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Y,  soit  de  la  forme  Tftj .  En  procédant  toujours  de  la  même 
manière,  on  prouverait  que  y  est  facteur  commun  de  tous 
les  termes  de  l'équation  (</),  de  laquelle  on  tire  par  consé- 
quent tp=0,  quel  que  soit  x,  ce  qui  démontre  la  proposition 
énoncée. 

Il  suit  de  là,  comme  on  Ta  annoncé  [37  et  103],  qu'une 
fonction  exprimée  dans  une  portion  de  son  cours  par  la  fonc- 
tion algébrique  fx9  et  dans  une  autre  portion  par  la  fonction 
algébrique  ftx,  non  identique  avec  la  première,  éprouve 
nécessairement  une  solution  de  continuité,  d'un  ordre  plus 
ou  moins  élevé ,  pour  la  valeur  de  x  qui  correspond  au  rac- 
cordement des  fonctions  ff  ft  :  car  autrement  la  fonction 

algébrique 

y  =  fx  —  fxx 

s'évanouirait ,  amsi  que  toutes  ses  dérivées,  jusqu'à  l'infini , 
sans  être  identiquement  nulle ,  contrairement  à  ce  que  Ton 
vient  de  démontrer. 

135.  Nous  avons  admis  aussi  [70],  et  l'on  admet  com- 
munément, mais  sans  démonstration  formelle,  que  la  fonc- 
tion 

/**  dx 

.    log  X  =  /     — 
J  \     X 

constitue  une  transcendante  irréductible,  qui  ne  pourrait 
s'exprimer  par  une  fonction  algébrique,  explicite  ou  impli- 
cite. Voici  le  calcul  très  simple  par  lequel  M.  liouville  établit 
cette  proposition  importante  ('). 
Eti  premier  lieu,  si  log  x  pouvait  être  exprimé  par  une 

fonction  algébrique  explicite  «f-,  dans  laquelle  X,  Xt  dési- 
gnent des  polynômes  entiers  en  x,  qu'il  est  permis  de  sup- 
poser premiers  entre  eux,  ladifférentiation  donnerait 

(')  Journal  de  Mathématiques,  t.  II,  p.  66. 
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1 ±±1 AAl     0U±L  — X'X  —XX'    • 

d'où  il  suit  queX,  est  divisible  par  x,  et  que  X  ne  Test  pas  ; 

sans  quoi  il  ne  serait  pas  premier  avec  X, .  On  peut  donc 

poser 

X1  =  rs,d,oùX'1  =  ncr-Ia  +  a-s', 

S  désignant  un  polynôme  non  divisible  par  x,  et  n  un  expo- 
sant positif  entier  :  en  conséquence ,  il  vient 

a?u-lE»«  x"2X'  —  nar-»2X— s-s'X, 
ou 

nSX=a?  (SX'  —  S'x)  —  &  Sf, 
équation  absurde ,  puisque  le  second  membre  est  divisible 
par  x,  tandis  que  le  premier  ne  l'est  pas. 

Supposons  maintenant  que  la  fonction  y=log  x  puisse 
être  déterminée  implicitement  par  l'équation  algébrique 

f(a?,îrt=x.!r+x.-1iri+ +x1t/  +  x.=o,  (h) 

les  coefficients  X. ,  etc.,  désignant  des  polynômes  entiers  en 

x  :  on  aurait 

df      df  , 

et  en  remettant  pour  y'  sa  valeur  donnée  par  la  définition  de 
la  fonction  logarithmique , 

Or,  si  Tune  des  racines  de  l'équation  (i),  supposée  irréduc- 
tible» c'est-à-dire  non  décomposable  dans  des  facteurs  ration- 
nels en  x,  a  la  propriété  de  satisfaire  identiquement  à 
l'équation  (ft),  celle-ci,  dont  le  premier  membre  est  une 
fonction  rationnelle  de  x9  sera  aussi  vérifiée  identiquement 
par  toutes  les  autres  racines  de  l'équation  (t).  Donc,  en  dési- 
gnant par  yi9  y ,,....  ym,  ces  racines  qui  sont  en  général 
autant  de  fonctions  différentes  de  x ,  on  aura 
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dx      .      dx  dx      , 

—  =  «»n  —  =  oyi^  ••••  —  =  <*y*» 

XX  X 

et  par  suite 

ce  qui  vient  d'être  démontré  impossible. 

La  transcendante  e*  ne  peut  pas  davantage  s'exprimer 
algébriquement  :  car  l'équation  f  (x,  e*)=0 ,  f  étant  une 
fonction  algébrique,  équivaut  à  fi}og  y,  t/)=0,  dont  on 
vient  de  prouver  l'impossibilité. 

Au  contraire,  les  sinus  et  cosinus  et  les  arcs  de  cercle  ne 
constituent  pas  des  transcendantes  irréductibles  algébrique- 
ment; puisque  ces  transcendantes  se  convertissent  en  expo- 
nentielles et  en  logarithmes ,  et  que  la  complication  des 
radicaux  imaginaires  ne  change  rien  à  la  nature  de  la  fonc- 
tion ,  au  point  de  vue  de  l'algèbre. 

Les  puissances  à  exposants  irrationnels  ne  constituent 
pas  non  plus  des  transcendantes  irréductibles,  puisque 
l'expression  y=  #*  équivaut  à  y=  e« l0*  *  ;  et  qu'ainsi  l'opé- 
ration sur  x9  indiquée  par  #*,  «  désignant  un  nombre  irra- 
tionnel ,  peut  se  résoudre  dans  l'opération  sur  x  indiquée 
par  la  caractéristique  log  x,  et  dans  l'opération  sur  u  indi- 
quée par  la  caractéristique  e\ 

Il  resterait  à  montrer  que  les  fonctions  e*,  log  x  sont 
aussi  irréductibles  entre  elles  ;  mais ,  pour  cette  démonstra- 
tion plus  compliquée  que  les  précédentes,  nous  renverrons 
au  mémoire  cité  de  M.  Liou ville. 

En  général,  la  preuve  de  l'irréductibilité  des  diverses 
fonctions  transcendantes  est  un  sujet  de  recherches  qui  font 
suite  à  celles  dont  l'objet  est  la  divisibilité  des  nombres  et 
la  décomposition  algébrique  des  équations.  Elles  ont  pour 
caractère  commun  de  tendre  au  perfectionnement  de  la 
théorie  plutôt  qu'au  progrès  des  méthodes  sur  lesquelles 
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reposent  les  applications  du  calcul.  Comme  on  procède 
presque  toujours  dans  ces  recherches  par  la  réduction  à 
l'absurde,  on  doit  s'attendre  à  y  rencontrer  les  difficultés  et 
les  complications  d'un  mode  de  démonstration  qui  atteint  la 
rigueur  logique,  mais  qui  n'éclaire  point  Pesprit  sur  l'en- 
chaînement rationnel  et.  sur  la  génération  des  vérités  dé- 
montrées. 

§2.  Changement  de  variables. 

136.  C'est  ici  le  lieu  de  traiter  généralement  du  chan- 
gement des  variables  indépendantes,  sujet  que  nous  n'avons 
fait  qu'indiquer  en  exposant  les  principes  de  la  théorie  des 
dérivées  et  des  différentielles  [30  et  56]. 

Supposons  que,  dans  l'hypothèse  où  y  est  considéré 
comme  fonction  de  la  variable  indépendante  x,  cette  fonc- 
tion et  ses  dérivées  des  divers  ordres  entrent  dans  la  com- 
position d'une  formule 

.        '[*■';%■%% H<      « 

il  s'agit  de  savoir  comment  les  dérivées 

dy    d'y    d'y 

dx9  dx*'  dx*' 

doivent  s'exprimer  en  fonction  d'une  troisième  variable  tr 
prise  pour  variable  indépendante,  et  liée  à  x,  y,  au  moyen 

de  l'équation  donnée 

r(»!Ï!<)  =  0.  (?) 

En  différentiant  (9)  par  rapport  à  la  variable  indépen- 
dante tj  on  obtient  une  suite  d'équations  dérivées 

df  dx      df   dy     d?_n  .  ,N 

dxH^Ty'dt^dt'  tr) 

df  d?x      df   d*y   ,  #?  d&     d*f   dy* 

dx'dt*  +dy'dT9  +  <&' dt*+ djf'dt* 

,  «(  *?    dx  dy      £?^  dx       #?_  dy\       dV__0  ,„ 

^    \dxdy'  dt'dt^  dxdt*  dt  ^  dydt'dt' ^  di'~   '  Kf  ' 


CHANGEMENT  DE  VARIABLES-  233 

df  dfx      d9    <Py  _  ,  „,. 

dx  dt*      dy    dr 
etc. 

Mais  on  a  d'autre  part 

,  _dy dymdx 

y  ~dx~~dtl  dt' 
d'où  l'on  tire 

"dF  — ?   dt~  \dt  dt*      dt'  dt*':^àt'  ' 
et  par  conséquent 

„  _d?y rdx  çty  _  dy  dm   rdxV 

V   ~dx*~Ldt'dt*      dtmdt*\:ldt\' 

Le  même  calcul  donne 
#y[(dx\>  ^      dxdte  #y.„dy  (<W_fàfydKl  (d£Y 

<&~  LU/  **      #'<fti"tf,+  df  U'J    *  *  d^Jv^r 
et  ainsi  de  suite. 

Au  moyen  des  équations  (<p),  (9'),  (<p")>  etc.,  on  pourra 
chasser  des  formules  précédentes  la  variable  x  et  ses  dé- 
rivées 

dx    d*x    d^B 

dt'  dt*J  dt*' ; 

de  manière  qu'après  qu'on  aura  reporté  dans  (/")  les  valeurs 

de 

dy    d'y    Vy 

*'dï'W'  dx>> ' 

cette  formule  ne  renfermera  plus  que 
dy  d*y  d*y 

*'y'it*  *»**•• '' 

on  la  ramènerait  de  même  à  ne  contenir  que 
dx  d*x  <Px 


'il'  W  et* 
137.  Le  changement  de  variable  indépendante  n'est  qu'un 
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cas  particulier  du  changement  de  variables.  Si  Ton  veut 
substituer  aux  variables  x,  y  qui  entrent  dans  la  composi- 
tion de  l'équation  (f)  deux  nouvelles  variables  v  et  t,  liées 
aux  premières  par  deux  équations 

f(x,y,v,t)  =  0,    1>(x,ytv9t)  =  Q, 

où  t  désigne  la  variable  indépendante,  on  prendra  les  déri- 
vées successives  de  ces  dernières  équations,  en  y  considé- 
rant x,  y,  v  comme  des  fonctions  implicites  de  t  ;  et  Ton 
aura  une  suite  d'équations  que  nous  désignerons,  pour  sim- 
plifier, par 

Elles  seront  en  nombre  2n,  si  -P|  est  le  plus  haut  coefficient 

différentiel  qui  entre  dans  (/*)•  Au  moyen  de  ces  2n  équa- 
tions, jointes  aux  deux  équations  dont  elles  dérivent,  on 
exprimera 

dx  d^x           drx       dy  d*y  dry 

**•*'  dt*' dr;y'dt'dr*> dr  (1> 

en  fonction  de 

dv  d*v  drv 

'"'Tt'd?' d?;  (î) 

on  substituera  les  expressions  obtenues  dans  les  valeurs  de 

dy  <Ty  dry 

dx9  dx*' dxr 

en  fonction  des  quantités  (1),  et  Ton  aura  enfin  la  formule (/^ 
exprimée  au  moyen  des  quantités  (2). 

138.  11  suffit  d'indiquer  l'extension  que  comporte  cette 
analyse,  dans  le  cas  de  deux  variables  indépendantes.  Soit 

r  dz  d%  d*z    d*z    d*z        n 

FL*fc*S*^  *?•**'*=•■■  '\T°       (F) 
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une  formule  où  l'on  veut  remplacer  les  variables  x,  y,  z  par 
trois  autres  tt,  v,  t  :  les  deux  dernières  étant  traitées  comme 
indépendantes,  et  toutes  trois  étant  liées  à  x,y,  z  par  les 
équations 

?  (*,  V,  *>  «,  t>,  0=M  (a\  y,  *,  «,  v,  0=0,  t  (a?,  y,  *,  «i,  t>,  0  =0.(*) 

On  aura  : 

dz dz  dx       dz  dy       dz dz  dx      dz  dy 

dv       dx'dv       dy'dv9     Tt      Ix'Tt      dy'Tt9 

d*Z d*z  sdx\*     «  j^£.  te  <ty  ,  ^f  fdy\* 

dv*       dx*   \dv)  +    dx^'dv'dv  +  dy*  \dvJ 
dz  d*x      dz  <Py 
*dx'dv*  + dy'dv*' 

d*z d*z  dx  dx        d*z  /dx  dy      dx  dy\ 

dMf       W%fo'Tt  +  d!^\Tv'dt       Tt'dv) 
d*z  dy  dy      dz  d*œ      dz  d*y 

<Pz dz*  /otey      Q  d*z    dx  dy      d*z  fdy\* 

dt*~ 5?'V liJ  "*"    d^'â9mdt+dy*\lu) 

dz  d*x      dz  d*y 

+  dx'dt*  +7y9dt*' 
etc. 

De  ces  formules  on  tirera  les  dérivées  partielles 

d£  dz  d*z    d*z    d*z  f^ 

dx9  dy9  dx*'  dxdy9  dy*9'  { 

exprimées  en  fonction  de 

dx   dy    dz    dx    dy    dz 
dv9  do9  do9  dl9  dt9  7t9 
d^x   d*y  (Pz  d^x  d%y  d*z  i 
dv*9dvi'dv*9  dt*'d?9dt*9'  (  } 

d*x    d*y    d*z 

— — —  ■  ■  pin 

ivdt'  dvdt'  dvdt' 
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Mais,  d'un  autre  côté,  si  l'on  différentie  les  équations  ($), 
successivement  par  rapport  à  v  et  par  rapport  à  f ,  en  allant 
jusqu'aux  différentielles  de  même  ordre  que  les  plus  hautes 
dérivées  qui  entrent  dans  la  formule  (F),  on  aura  autant 
d'équations  qu'il  en  faut  pour  exprimer  les  quantités  (4), 
et  par  suite  les  quantités  (3).  en  fonction  de 

du    du    d*u    d*u    d*u 


CHAPITRE  ffl. 

RÉSOLUTION  DES  CAS  D* INDÉTERMINATION  POUR  LES  FONCTIONS 
EXPLICITES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES  ET  POUR 
LES    FONCTIONS    IMPLICITES*   —   THÉORIE    DES    fïtOxima    ET 

minima  de  ces  fonctions. 


J  4".  Résolution  des  cas  d'indétermination  pour  les  fonctions  explicites  de 
plusieurs  variables  indépendantes. 

139.  Lorsque  des  fonctions  d'une  seule  variable  indépen- 
dante se  présentent,  pour  des  valeurs  particulières  de  la  va- 
riable, sous  les  formes  indéterminées 

0      .    oo 
Ô'        oo' 

on  lève  l'indétermination  en  suivant  les  procédés  indiqués 
au  chapitre  III  du  livre  précédent  ;  mais  si  c'est  une  fonction  z 
de  deux  variables  indépendantes  x,  y,  qui  se  présente  sous 
l'une  dé  ces  formes  indéterminées  pour  une  couple  de  valeurs 
des  variables  x  et  y,  on  ne  peut  trouver,  par  la  méthode 
citée,  la  valeur  numérique  de  la  fonction,  qu'après  avoir 
établi  arbitrairement  une  liaison  entre  les  deux  variables 
indépendantes  ;  et  la  valeur  numérique  qu'on  obtient  pourz 
varie  en  général  avec  la  liaison  établie  entre  y  et  x.  On  ne 
peut  donc  pas  lever  absolument  l'indétermination  delà  fonc- 
tion z,  tant  que  x  et  y  restent  indépendantes,  mais  seule- 
ment, en  général,  assigner  des  limites  entre  lesquelles  la 
valeur  de  z  doit  rester  comprise. 
Soit. 

ftov) 

et  x0,  y0  les  valeurs  de  x,  y  qui  annulent  simultanément  les 
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fonctions  fet  F.  Désignons  parp0,  q0,  r0,  etc.,  les  valeurs  que 
prennent  les  dérivées  partielles  p,  g,  r,  etc.,  de  la  fonction 
f[l  24],  quand  on  y  fait  x=xQ,  y=y0  ;  appelons  P0,  Q0,  R0,  etc. , 
les  quantités  analogues  pour  la  fonction  F  ;  désignons  enfin 
par  j/'0la  valeur  que  prend  (pour  le  même  système  de  valeurs 

de  x  et  de  y)  le  rapport  t/'  =  JL  résultant  de  la  liaison  que 

Ton  conçoit  établie  arbitrairement  entre  y  et  x  :  la  valeur 
de  z  sera 

et  sous  cette  forme  générale  elle  restera  indéterminée,  à 

cause  de  l'indétermination  qui  affecte  le  coefficient  y\. 

Mais  si  Ton  avait 

P?— !_• 
P.     Q.' 

le  coefficient  y'.,  et  par  suite  l'indétermination  de  *„  dispa- 
raîtraient. 

Enfin,  si  Ton  avait  simultanément  po=0,  Po=0,  go=0, 
Q„=0,  il  faudrait  prendre  les  dérivées  du  second  ordre  des 
fonctions  f,  F,  qui  sont,  en  général, 

r  +  isy'  +  ty,%  +  qy*, 
R  +  2Sy/  +  Ty'*  +  Qy", 

et  qui  se  réduiraient  pour  x=x„  y=y0,  à 

r.  +  *  *#'.  +  *#'\,  R,  +  2  S#'t  +  7$"9, 


d'où 


#_R#+2syt+Tyv  {) 


valeur  qui  est  généralement  indéterminée,  par  suite  de  l'in- 
détermination du  coefficient  y '0. 
Si  Ton  avait  encore 

rt  =  0,  *•  =  0,  U  =  0;  R,=  0,  S,=  0,  T0  =  O, 
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il  faudrait  passer  aux  dérivées  du  troisième  ordre,  et  ainsi 
de  suite.  Rien  n'est  plus  simple  que  de  généraliser  cette 
analyse  pour  un  nombre  quelconque  de  variables  indépen- 
dantes. 
1*  exemple. 

log#+logy 
*=<^-£Î  *•  =  <>*>=<: 
il  vient 

/>.  =  *, ?.=  *,Po=*,Qo  =  «> 

doù 

*    <+8yV 
x,  est  susceptible  de  prendre  toutes  les  valeurs  entre  — »  et 
+•• 
2*  exemple. 

(a>-<)*  +  y*-< 

z  = '—r— ;*o  =  l,y0=<: 

(x'—ifi-y  +  i 
on  a 

/>,=0,?.=},P,  =  0,Q.  =  —  I, 

ce  qui  donne  à  «,  la  valeur  déterminée  — \. 
3*  exemple. 

les  dérivées  du  premier  ordre  s' évanouissant,  on  est  obligé 
de  passer  aux  dérivées  du  second  ordre,  et  il  vient 

r,=  î,«,  =  2,<#=«;R,  =  2,S.=  0,T,=  2, 
d'où 

.     .  _(<+y'.)' 

La  valeur  de  zo7  quoique  indéterminée,  est  renfermée 
entre  les  limites  0  et  +2,  comme  on  le  trouverait  en  appli- 
quant à  cette  fonction  de  y'0  la  règle  ordinaire  des  maxima 
et  minima. 

140.  La  méthode  que  Ton  vient  d'exposer  peut  tomber 
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en  défaut,  quand  les  quantités  p0,  q0,  P0,  Q0,  etc.,  sont  infi- 
nies, ou  se  présentent  elles-mêmes  sous  des  formes  indéter- 
minées ;  et  alors  il  faut  recourir  à  des  artifices  particuliers 
de  calcul.  Considérons,  par  exemple,  la  fonction 


z  =  yVxm  +  y% 
dont  les  dérivées  partielles  du  premier  et  du  second  ordre 
sont 

{x*  +  y*)l'  ~(x*+y*)f  (*■ +*■)*' 
Le  système  de  valeurs  x0=0,  yo=0  annule  la  fonction  z 
et  donne  à  ses  dérivées  partielles  la  forme  ~  :  de  plus,  il  est 
facile  de  s'assurer  que  la  méthode  précédente  ne  serait  pas 
propre  à  déterminer  les  véritables  valeurs  des  quantités 
Pi  ?>  r>  5,  t;  mais,  si  Ton  considère  un  système  de  valeurs 
très  voisines,  pour  lequel 

X=zx0  +  A#0=:  Arr#, 

y  =  yo  +  ty0  =  *y9, 
et  si  l'on  pose  Ay0=aAx0,  il  viendra 

_  a*  4  _3a'  +  3ft 

r°  ~  0  +  «■»'  S°  "  0  +  «*)*'  '°  ~  (i  +  «')i' 
On  peut  faire  maintenant  converger  Ax0  vers  la  limite 
zéro,  et  à  cette  limite  a  se  changeant  eny'0,  on  aura 
pQ=0,  q0  =  Q, 

?0  "  (<  +  y*'x)iJ  °      («  +  *.'•)!'  °      (*  +  *'■)!  " 

Les  valeurs  de  r0,  s0,  t0  restent  indéterminées;  mais  elles 
demeurent  pourtant  comprises  entre  de  certaines  limites 
qui  sont,  pour  : 
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rof      — 4  et  +  1,  répondant  à  y\  «  — oo,  y\  «  +  oo  ; 

*•<  Oet+1 y'0-±oo,y'0  =  o; 

«h      —  2et+2, »'•  =  —»,  y'.  =  +  oo# 

J  S.  Résolution  des  cas  d'indétermination  pour  les  fonctions  implicites. 

141.  Soit 

f{w,y)=zQ  (C) 

une  équation  qui  détermine  implicitement  y  en  fonction  de 
Xy  et  posons 

si  le  premier  membre  de  l'équation  (c)  s'évanouit  pour 
x=x0,  quel  que  soit  t/,  on  ne  pourra  pas  tirer  immédiate- 
ment de  cette  équation  la  valeur  correspondante  y0  qui  sera 
en  apparence  indéterminée.  Dans  ce  cas,  la  fonction 

ffo>,y  +  ty)-f(xo,y) 
s'évanouira,  quelles  que  soient  les  valeurs  de  y  et  de  Ay,  et 
par  conséquent  la  fonction  ft  (x6,  y)  s'évanouira  aussi  indé- 
pendamment de  y.  Donc  l'équation  dérivée  de  (c),  qui  est 
en  général 

f  te») +  07/ (***)  =  0, 

se  réduira,  pour  x=uv0,  à 

f  (a?c  y0)  =  0, 
et  de  cette  dernière  équation  on  tirera  la  valeur  de  y0.  Si 
elle  était  encore  satisfaite  identiquement ,  on  recourrait  à 
l'équation 

et  ainsi  de  suite. 
Soit,  par  exemple, 

f{x,  y)=mx*  —  w  +log (1h-  wy)  -  0,  xo=0  : 
V équation  dérivée  sera 

\  +  xy 
T.  i.  16 
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et  se  réduira,  pour  jt=0,  à 

—  \  +yo*=0,ouyt=:4. 
Prenons  encore 

/la?,  y)  =  (y%  —  t)x*  -y  [log  (i  -f-a?)P  =0,    a?o  =  0: 

il  viendra  pour  première  équation  dérivée 

\%yx*  —  [log  (i  +  x)Y)  y'  +**  (y*  —  *)-*y  î^ii^==o. 

I  T  X 

Supprimons  le  terme  en  y'  qui  doit  s'évanouir  pour  x=Qf 
et  il  restera  l'équation 

x(i  +  x)  (y*  -  t)  -  y  log  (4  +  *)  =  0, 
laquelle  est  encore  satisfaite ,  indépendamment  de  y,  par 
la  valeur  x = 0  ;  mais  si  l'on  en  prend  la  dérivée 

\_2yx  (I  +  *)  -  log  (4  +  *)]  y'  +  (y»  - 4)  (4  -  8»)-  .-^-=0, 

i  ~*"  a? 

et  que  l'on  fasse  dans  cette  seconde  dérivée  #=  0,  les  va- 
leurs correspondantes  de  y  seront  les  deux  racines  de 
l'équation 

f-y— 4-0. 

142.  Considérons  une  équation  différentielle 

t{x,y,tf)  =  0,  (O 

et  supposons-la  d'abord  mise  sous  la  forme 

désignons  par  x0 ,  y0  les  valeurs  de  x,  y  qui  annulent  à  la 
fois  les  fonctions  f,  F,  et  par  y'0  la  valeur  correspondante 
de  y1  :  en  vertu  de  la  formule  (a),  la  valeur  de  y\  sera 
donnée  par  l'équation  du  second  degré 

Si  les  quantités  p0,  q0,  P0,  Q0  étaient  nulles ,  la  valeur  de 
y'0,  d'après  la  formule  (fr),  serait  racine  de  l'équation  du 
troisième  degré 
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y°        RQ+*S0y'0  +  T0yV 
ou 

Toy'»0  +  (8Sê  -  *0)y'%  +  (R0  -  ts.)y\  -r0  =  0; 

et  ainsi  de  suite. 

Il  peut  se  faire  néanmoins  que  la  valeur  de  y'0  soit  effec- 
tivement indéterminée  :  comme  cela  arriverait,  par  exemple, 
si  l'équation 

Qy'1+(P-?)y'-p=0 
était  satisfaite  par  toutes  les  valeurs  de  y,  indépendam- 
ment des  valeurs  attribuées  à  x  et  à  y.  Alors  l'équation 

Ty«  +  (8B  —  oîT-kr—  2*)  y'— r=o, 
et  toutes  celles  qu'on  pourrait  obtenir  par  des  différentia- 
tions  subséquentes,  jusqu'à  l'infini,  seraient  aussi  satisfaites 
identiquement.  On  reconnaît  ainsi  que  la  valeur  de  y'  don- 
née par  l'équation 

X 

est  réellement  indéterminée  pour  le  système  de  valeurs 
av=0,t/o=0. 

En  général,  lorsque  les  valeurs  particulières  a>0,  y0  satis- 
feront à  l'équation  (e),  indépendamment  de  y',  la  dérivée 
de  cette  équation 

rff    ,    dî     ,    .     d{    ,r_A 

Tx  +  Tyy'+Ty>^ 
se  réduira  pour  les  mêmes  valeurs  à 

l'expression  (ji)  ,  qui  représente  la  valeur  de  -r-7,  pour 

y/=0,  devant  s'évanouir  d'après  le  raisonnement  qu'on  a 
fait  plus  haut  [141).  Les  fonctions 
(dt\      /rff> 


fe)  •'  fe) 


T.  1. 


244  LIVRE  III.   —  CHAPITRE  III. 

doivent  généralement  renfermer  les  trois  quantités  xo7  t/0, 
t/'0  ;  ce  qui  empêchera  que  l'équation  (c  0)  ne  soit  linéaire 
par  rapport  à  l'inconnue  y'0. 

Admettons  que  l'équation  (c')  soit  algébrique  par  rapport 
à  y',  ou  qu'elle  ait  la  forme 

U  toy)  +  fi  i*>y)  y'  +  i*  (*#)•  y'*  +  etc=  o  : 

l'équation  (c"0)  deviendra 

et  conséquemment  elle  sera,  en  général,  par  rapport  à  tf,9 
d'un  degré  supérieur  d'une  unité  au  degré  de  l'équation  [c) 
par  rapport  à  t/\ 

5  3.  Mcurima  eiminima  des  fonctions  explicites  de  plusieurs  variables. 

143.  Étant  donnée  la  fonction  de  deux  variables 

*  =  />#), 
si  l'on  établit  une  liaison  arbitraire  entre  les  variables  y  et 
x,  z  deviendra  fonction  de  la  seule  variable  indépendante  x, 
et  l'on  aura 

SI         .      , 

^  =  r+*sy'+ty'*  +  qy", 

jg  =u  +  2tay'  +  Zwy'*+vy'*  +  3  (s  +  ty')  y"  +  qy», 
etc. 

Nous  surmontons  d'une  barre  les  différentielles dz,  (Fz>  etc., 
poiç  indiquer  des  différentielles  totales;  les  lettresp,g,r,  etc., 
ont  la  signification  convenue  [124];  et  y',  y",  y'",  etc., 
désignent,  selon  l'usage,  les  coefficients  différentiels  de  y, 
considéré  comme  fonction  de  x,  en  vertu  de  la  liaison  arbi- 
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traire  que  Ton  conçoit  établie  entre  ces  variables.  Cela  posé, 
on  aura  pour  condition  commune  au  maximum  et  au  mirrin 
mum  [91] 

p  +  qy'^0;  (d) 

et  en  outre  l'inégalité 

r  +  isy'+ty'*  +  qtf<Q  (rft) 

devra  être  vérifiée  dans  le  cas  du  maximum,  de  même  que 
l'inégalité  contraire 

r  +  fcy'  +  fy"  +  jy">0,  (dt) 

dans  le  cas  du  minimum.  Si  maintenant  on  établit  que  ces 
conditions  sont  satisfaites,  indépendamment  de  la  liaison 
arbitraire  conçue  entre  y  et  x,  on  aura  déterminé  par  là 
même  les  conditions  du  maximum  ou  du  minimum  de  la 
fonction  z,  dans  l'hypothèse  de  l'indépendance  des  variables 

Pour  que  l'équation  (d)  soit  satisfaite,  indépendamment 
de  toute  liaison  entre  y  et  x,  îl  faut  qu'on  ait  séparément 

/>  =  0,?  =  0;  (e) 

ce  qui  réduit  les  inégalités  (cf1)  et  (dj  à 

r+2sy'+ty">0. 

Pour  que  le  premier  membre  commun  à  ces  deux  der- 
nières inégalités  conserve  le  même  signe,  quelle  que  soit  la 
valeur  assignée  à  y',  îl  faut  que  F  équation 

r+fcy'-Mjr-O,  if) 

résolue  par  rapport  à  y',  ait  ses  racines  imaginaires,  ce  qui 
entraîne  la  condition 

**-r*<0,  (g) 

et  ce  qui  exige  par  conséquent  que  les  fonctions  r,t  soient 
de  même  signe,  après  qu'on  y  a  substitué  les  valeurs  de 
*,  y  tirées  des  équations  (e).  Quand  l'inégalité  {g)  sera  satis- 
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faite  par  ces  valeurs,  il  y  aura  maximum  ou  minimum, 
selon  que  les  fonctions  r,  t  deviendront  toutes  deux  néga- 
tives ou  toutes  deux  positives. 

M  44.  La  théorie  des  maxima  et  minima  des  fonctions  de 
deux  variables  se  lie  très  simplement  à  la  considération  des 
lignes  de  niveau  [127],  dont  l'équation  (d)  est  précisément 
l'équation  différentielle.  H  est  évident  qu'au  point  {x,  y) 
pour  lequel  la  fonction  z  est  un  maximum  ou  un  minimum, 
la  ligne  de  niveau  doit  s'évanouir,  ou  plutôt  se  réduire  à  un 
point  isolé.  11  faut  donc  (ainsi  que  nous  l'expliquerons  plus 
en  détail  à  propos  des  points  singuliers  des  courbes  planes) 
qu'on  ne  puisse  pas  tirer  de  l'équation 

y' *  K) 

une  valeur  réelle  de  t/',  bien  que  les  valeurs  de/?,  q  ne  soient, 
ni  imaginaires,  ni  infinies,  sans  quoi  la  fonction  z  cesse- 
rait drêtre  réelle,  on  éprouverait  une  solution  de  continuité 
du  second  ordre  au  moins.  Par  conséquent  il  faut  que  la 
valeur  précédente  de  y'  se  présente  sous  la  forme  indétermi- 
née £,  et  qu'ainsi  l'on  ait,  pour  le  maximum  comme  pour  le 
minimum,  pr=0,  ç=0.  Dès  lors,  d'aprèsce  que  nous  avons 
vu  plus  haut  [1 42], la  véritable  valeur  de  y'  sera  donnée  par 
Téquation 

V  s  +  ty" 

qui  ne  diffère  pas  de  l'équation  (f);  et  afin  qu'on  ne  puisse 
pas  tirer  de  cette  équation  des  valeurs  réelles  pour  y',  il  faut 
que  l'inégalité  (g)  soit  satisfaite. 
Si  l'on  a  au  contraire  l'inégalité 
*•  —  rf>0, 

on  tirera  de  l'équation  (f)  deux  valeurs  réelles  de  y*  :  le 
point  (x,  y)  sera  le  point  d'intersection  de  deux  branches 
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d'une  ligne  de  niveau  nmn,ri  mn'  (fig+  40),  qui  divisera 
le  plan  xy  autour  du  point  m  en  quatre  régions,  dans  deux 
desquelles  la  valeur  de  z  ira  en  croissant  à  partir  du  point  m. 
tandis  qu'elle  ira  en  décroissant  dans  les  deux  autres,  à 
partir  du  même  point. 

145.  Les  conditions  (e),  {g)  sont  celles  du  maximum  ou 
du  minimum  absolu  :  si  Ton  établit  entre  y  et  #  la  liaison 
exprimée  par  y=<fx,  et  qu'on  détermine  dans  cette  hypo- 
thèse la  valeur  de  x  qui  rend  la  fonction  z  un  maximum  ou 
un  minimum  relatif,  cette  valeur  sera  l'abscisse  du  point  où 
la  ligne  y=<pse  est  touchée  par  une  ligne  de  niveau. 

En  général,  on  entend  par  maxima  et  minima  relatifs 
ceux  qui  n'ont  heu  qu'après  qu'on  a  établi  entre  les  variar 
bles  indépendantes  des  liaisons  arbitraires  qui  en  réduisent 
le  nombre. 

146.  Régulièrement  les  coefficients  r,  $,  t  de  l'équation  (f) 
ne  dépendront  que  des  variables  a?,  y  et  non  de  y'  ;  mais 
s'il  arrive  que  ces  coefficients  se  présentent  accidentelle- 
ment sous  la  forme  £,  il  pourra  se  faire  que  leurs  vraies  va- 
leurs, trouvées  par  les  procédés  qu'on  a  indiqués  au  com- 
mencement de  ce  chapitre,  varient  avec  y';  et  alors  l'équa- 
tion (f)  ne  se  trouvant  plus  du  second  degré  par  rapport  à  y', 
les  raisonnements  qui  précèdent  tomberont  en  défaut.  Soit, 

par  exemple, 

z=y\/œ*+y*: 

d'après  le  n°  1 40,  les  équations  (c)  seront  satisfaites  pour  le 
système  de  valeurs  a?=0,  y=0,  et  l'équation  (/*)  deviendra 

Comme  cette  équation  a  la  racine  réelle  y  — 0,  le  sys- 
tème des  valeurs  citées  ne  correspond  pas  à  un  maximum 
ou  à  un  minimum  de  la  fonction  z.  Dans  tous  les  cas  sem- 
blables, on  n'a  plus  à  considérer  l'inégalité  (y) . 
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147.  Lorsque  les  valeurs  de  x,  y  qui  satisfont  aux  équa- 
tions (e),  vérifient  aussi  les  équations. 

l'équation  (f)  n'est  plus  propre  à  donner  la  valeur  de  y\  qui 
se  tire  alors  de  la  formule 

*  ~      tu  +  îwy'  +  vy,m  * 
ou 

u  +  Swy'  +  2wy'%+vy'*=s0.  (ft) 

Comme  cette  équation  est  d'un  degré  impair  par  rapport  à 
y',  tant  que  les  dérivées  partielles  du  troisième  ordre  «,  v, 
ut,  w  ne  dépendent  point  de  y',  elle  a  nécessairement  une 
racine  réelle,  et  par  conséquent  les  valeurs  xy  y  qui  sont 
racines  des  équations  (e)  et  (ct),  ne  peuvent  rendre  la  fonc- 
tion z  un  maximum  ou  un  minimum,  à  moins  qu'on  n'ait  sé- 
parément 

u  —  0,  tu  —  0,  w  =»  0,  v  c=  0,  (et) 

c'est-à-dire  à  moins  que  tous  les  termes  de  la  différentielle 
totale  du  troisième  ordre 

dx* 
ne  s'évanouissent  séparément,  comme  ceux  des  différen- 
tielles totales  du  premier  et  du  second  ordre.  Il  faut  en 
outre  que  le  polynôme  du  quatrième  degré  en  y' 

dxk 
ne  donne  pour  y'7  quand  on  l'égale  à  zéro,  que  des  racines 
imaginaires  ;  et  cette  nouvelle  condition  étant  satisfaite ,  il 
y  a  maximum  ou  minimum ,  selon  que  le  polynôme  reste 
constamment  négatif  ou  constamment  positif  pour  toutes 
les  valeurs  de  y'. 

En  poursuivant  cette  analyse,  on  arriverait  à  la  règle 
générale  qu'il  faut ,  pour  l'existence  du  maximum  ou  du 
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minimum  :  1*  que  la  première  dérivée  totale  dont  tous  les 
termes  ne  s'évanouissent  pas  séparément  soit  d'ordre  pair  ; 
2°  que  cette  dérivée  totale  conserve  le  même  signe  (négatif 
dans  le  cas  du  maximum,  positif  dans  le  cas  du  minimum), 
quel  que  soit  le  rapport  arbitraire  établi  entre  les  accroisse- 
ments infiniment  petits  des  variables  indépendantes. 

Telle  est,  en  effet,  la  règle  que  les  auteurs  ont  coutume' 
de  donner  sans  restriction ,  mais  qui  en  comporte  une  très; 
importante.  En  effet ,  si ,  par  exemple ,  quelques-unes  des 
dérivées  partielles  u,  m,  w,  v,  se  présentaient  sous  les 
formes  indéterminées  £ ',  £ ,  et  que  leurs  vraies  valeurs 
fussent  susceptibles  de  varier  avec  y',  l'équation  (ft)  pour- 
rait, ou  cesser  d'être  algébrique ,  ou  n'être  plus  d'un  degré 
impair  par  rapport  à  y',  et  n'avoir  que  des  racines  imagi- 
naires; en  sorte  qu'il  pourrait  y  avoir  maximum  ou 
minimum  sans  que  les  équations  (e,)  fussent  vérifiées. 

148.  Quand  la  fonction  z  éprouve  une  solution  de  conti- 
nuité du  second  ordre,  et  que  les  dérivées  p,  q,  deviennent 
toutes  deux  infinies ,  la  valeur  de  y'  est  encore  donnée  par 
l'équation  (cT)  sous  une  forme  indéterminée  ;  et  il  convient 
de  recourir  à  une  discussion  spéciale  pour  chaque  cas ,  afin 
de  reconnaître  si  cette  circonstance  correspond  ou  non  à  un 
maximum  ou  à  un  minimum  de  z. 

Soit,  par  exemple, 


d'où 

Sx 


le  système  de  valeurs  x=0,  y=0  annule  z  et  rend  p  et  q 
infinis  ;  car,  si  l'on  pose  y=*x.  il  vient 

\ 


!/*.(<+«»)*  !/•.(« +  «f» 
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valeurs  infinies  pour  x=0.  Mais  à  cette  limite  le  rapport  a 

se  change  en  y',  et  l'équation  (d')  donne 

L'imaginarité  de  ces  valeurs  de  y  montre  qu'il  n'y  a  pas 
de  ligne  de  niveau  passant  par  l'origine  des  coordonnées,  et 
qu'ainsi  ce  point  correspond  à  un  maximum  ou  à  un  mini- 
mum  de  z.  D'ailleurs,  la  forme  de  la  fonction  fait  voir 
qu'elle  ne  peut  admettre  qu'un  minimum. 

149.  Considérons  maintenant  la  fonction  de  trois  va- 
riables u=f  (x,  y,  z),  et,  pour  plus  de  commodité,  faisons 
usage  de  la  notation 

du  du  du 

d*u_       d'u  _       d*u__ 

dVt-r"dy-r%'dz*-r%% 

d*u  d*u  d*u  

l^^$^d^z^8il9d^z-^ 
Si  l'on  conçoit  des  liaisons  arbitraires  établies  entre  x  et 
chacune  des  deux  autres  variables  y  et  z,  u  deviendra  fonc- 
tion de  la  seule  variable  x ,  et  l'on  aura ,  pour  l'équation 
commune  au  maximum  et  au  minimum , 

^=Pt +/»■»' -*-*•*'  =  °- 

En  conséquence,  pour  qu'il  y  ait  maximum  ou  minimum 
absolu  [145],  ou  pour  que  l'équation  précédente  soit  satis- 
faite indépendamment  des  rapports  arbitraires  y\  z,  il  fau- 
dra qu'on  ait  séparément 

Pi  =  0,/>,  =  0,/>3  =  0;  (E) 

ce  qui  réduit  l'expression  générale  de  —t  au  polynôme 
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Il  faudra  en  outre  que  ce  polynôme  conserve  le  même  signe, 
sans  s'évanouir,  quelques  valeurs  réelles  qu'on  attribue  à  y', 
z'  ;  et  pour  cela  que  l'équation  en  y',  z  qu'on  formerait  en 
égalant  ce  polynôme  à  zéro,  ne  donne  jamais  à  Tune  de  ces 
variables  une  valeur  réelle ,  quelle  que  soit  la  valeur  réelle 
de  l'autre  variable. 

En  résolvant  cette  équation  par  rapport  à  y',  nous  trou- 
verons que  y'  reste  constamment  imaginaire,  si  l'on  a,  quel 
que  soit  z% 

ou 

Cette  dernière  condition  se  vérifie  à  son  tour,  si  Ton  a 

d'abord 

Kf  —  rt  r,  <  0,  *y  —  r,r3<  0,  (G) 

et  ensuite 

(*i.t  *w  —  r*  $w)*  —  (*!,**  -  rt  r%)  (*,s*  —  rA  r,)<  0 .       (G ,) 

Les  inégalités  (G)  exigent  que  les  trois  dérivées  partielles 
rn  rtJ  r«  soient  de  même  signe  ;  et  l'une  de  ces  inégalités 
étant  posée,  l'autre  est  une  conséquence  de  l'inégalité  (G4)  : 
de  sorte  que  cette  dernière  inégalité,  jointe  à  l'une  des  iné- 
galités (G)  et  aux  équations  (E),  compose  le  système  des 
conditions  requises  pour  l'existence  du  maximum  ou  du 
minimum.  La  symétrie  indique  que  dans  ce  système  on  doit 
avoir  aussi 

fi.*1—  rxr%  <  0. 

H  y  aura  maximum  si  les  trois  dérivées  ri9rl9  r,  sont  néga- 
tives, et  minimum  si  elles  sont  toutes  trois  positives. 

Si  les  valeurs  de  x,  y,  z  qui  satisfont  aux  équations  (E)r 
vérifiaient  les  suivantes 

rt  —  0, rt  ^  0,  r,  =0  ; *i,i  —  0,  *i,s  —  0 *M  —  0,  (E,) 

il  faudrait,  pour  l'existence  du  maximum  ou  du  minimum  f 
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que  les  mêmes  valeurs  annulassent  toutes  les  dérivées  par- 
tielles du  troisième  ordre ,  et  que  la  dérivée  totale  du  troi- 
sième ordre  conservât  constamment  le  même  signe  (négatif 
dans  le  cas  du  maximum,  positif  dans  le  cas  duminimum), 
indépendamment  des  rapports  arbitraires  y'  z'  ;  et  ainsi  de 
suite. 

Néanmoins,  la  règle  tomberait  en  défaut ,  si  les  dérivées 
partielles  qui  ne  s'évanouissent  pas  se  présentaient  sous  une 
forme  indéterminée,  et  devenaient  fonctions  des  rapports  y% 
z'y  comme  on  en  a  vu  des  exemples,  à  propos  des  fonctions 
des  deux  variables. 

Elle  tomberait  encore  en  défaut,  et  il  faudrait  recourir  à 
une  discussion  spéciale  pour  chaque  cas,  si  les  dérivées  par- 
tielles du  premier  ordre  ou  des  ordres  supérieurs  devenaient 
infinies. 

150.  Comme  application  de  cette  théorie,  proposons-nous 
de  déterminer,  parmi  les  triangles  isopérimètres,  celui  dont. 
Taire  est  un  maximum. 

En  appelant  le  le  périmètre,  x  et  y  deux  des  côtés,  z  l'aire 
du  triangle,  on  a  la  formule  connue 


*  =l/c£c  —x)  (c  -  y)(x+  y  -  c). 
Les  équations  du  maximum  sont  : 

__      c(c-y)&c— *x— y)      _  9 
2  i/c(c—x)(c— y){x+y—c)       ' 

2l/c(c— x){c— y)(x+y— -c)        * 

ou  plus  simplement,  en  écartant  les  solutions  #=+  co7 
y=±oo, 

(*— y)  (ic—ix—y)  =  0,  (c—x)  (2<r— Zy— x)  =  0. 
Ces  dernières  équations  se  décomposent  dans  les  quatre  sys- 
tèmes 
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x=c,  y  =  0; 
x  =  y=*c 


y  =  c,  2c  —  fy  —  x  =  0 
X  =  C,  2c  -  2a?  —  y  =  Q;      }   ou 
2c  — 2y— a?=0,  2c  — 2x  — y  =  0 
Le  dernier  système  est  le  seul  qui  satisfasse  à  l'énoncé  géo- 
métrique de  la  question  :  les  autres  répondent  à  des  cas  où 
le  triangle  est  impossible. 
Qna 

r=-tt/c. y^^y 

[(c-x)(x  +  y-cm. 


l/(t—x)(c-y).(x  +  y-cy' 

3?  \/  c — X 

t  =  ~Wc'[c-y){x  +  y-c)]ï 

En  conséquence  la  condition  exprimée  par  l'inégalité  (g) 
devient  après  réduction 

—  zy  +  (x  +  y  —  c)*<o, 
et  se  trouve  satisfaite  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  x,  y. 
D'ailleurs,  il  est  visible  que  r  et  t  sont  négatifs  :  ainsi  le  sys- 
tème x=:y=i\c  correspond  bien  à  un  maximum  de  la 
fonction  z.  On  en  conclut  que  le  triangle  qui  satisfait  à  la 
question  est  équ Daterai,  ce  qui  se  démontre  au  surplus  en 
géométrie  élémentaire. 

151 .  Cherchons  encore  le  système  des  valeurs  de  x,  y  qui 
rend  un  maximum  la  fonction 

a  +  bx  +  cy 

nous  aurons  les  équations 

b  —  ax  +  y[by—cx)_ 

c  —  ay  +  x  {ex  —  by) 
a= =  o  : 

ou  plus  simplement 
*  —  ax  +  y  (by  —  ex)=  0,     e  —  ay  +  x  (ex  —  by)  =:  0.  (h) 
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On  y  satisfait  en  posant 

b^-ax  =0,c  —  ay  =  0,  d'où  by  —  cx=  0;  (i) 

ce  qui  donne  pour  la  valeur  maximum  cherchée 

Le  système  (i)  comprend  d'ailleurs  toutes  les  solutions  réel- 
les du  système  (h);  car  si  Ton  opère  entre  les  équations  (h) 
l'élimination  de  y  à  la  manière  ordinaire,  on  aura  pour  l'é- 
quation résultante  en  x 

(b—ax)  [P  +  c*)x*+2àbx  +  a*  +  <*\  =  0; 

et  après  qu'on  a  tenu  compte  du  facteur  b — ax>  l'autre  fac- 
teur ne  donne  pour  x  que  les  valeurs  imaginaires 

~ab± &T? • 

Ona 

(a+cyW  +a»  +  y*)  +  %*  [à  -  ax  +  y  (by-cx)] 

j$by—cx)H+xk  +  y*)  —  3y[b  —  ax+y(by—cx)\, 
(a  +  bx)j\  +  x*+y*)  +  3y[c— qy+x(cx—  by)] 

Pour  les  valeurs  de  x,  y  qui  satisfont  aux  équations  (t),  ces 
expressions  se  réduisent  à 

_        a\a*+c*\       _       a*bc  A*+*) 

r~""(a'+^+c,)rS""(a1+6t+0},l~     (û«+^+c}*; 

et  l'inégalité  (g)  devenant 


(at  +  6î  +  cy<0' 

est  nécessairement  vérifiée.  De  plus,  il  ne  peut  y  avoir  lieu 
à  un  minimum,  puisque  les  valeurs  de  r,  t  sont  essentielle- 
ment négatives* 
Nous  concluerons  de  ce  calcul  que  les  valeurs  des  quan- 
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tités  variables  y',  z',  qui  rendent  un  maximum  la  fonction 

X  +  Yy'+Zz7 

doraient  à  u  la  valeur  l/x*  +  Y*  +  Xf ,  ainsi  qu'on  Ta  an- 
noncé [129] ,  et  sont  déterminées  par  les  équations 
Y-Xy'  =  0,Z-X*'  =  0. 

Il  resterait  à  faire  voir,  pour  justifier  ce  qui  a  été  dit  dans 
le  n°  cité,  que  les  équations 

dy  dz 

Y—  Xf=0,Z-X7  =  0 
dx  ilx 

appartiennent  à  des  lignes  qui  rencontrent  normalement  les 

surfaces  caractérisées  par  l'équation  différentielle 

1Ldx  +  Ydy  +  Zdz=zO; 

mais  ceci  résultera  de  la  théorie  des  surfaces  courbes,  qui 
doit  être  exposée  dans  le  livre  suivant, 

$  4.  Maxima  et  minima  des  fonctions  implicites. 

152.  Pour  déterminer  les  maxima  et  minima  de  la  va- 
riable y,  donnée  implicitement  en  fonction  de  x  par  l'équa- 
tion 

n*,y)  =  Q  (*) 

on  posera 

et  l'on  tirera  des  équations  (k)  et  (&')  les  systèmes  de  va- 
leurs de  x  et  de  y  qui  peuvent  rendre  la  fonction  y  un  maxi- 
mum ou  un  minimum.  On  substituera  ces  valeurs  dans  l'é- 
quation 

qui  se  réduit,  à  cause  de  y'  =  0,  à 
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d*f        df 

afin  de  s'assurer  que  les  mêmes  valeurs  ne  font  pas  évanouir 
y\  et  en  même  temps  pour  distinguer,  s'il  en  est  besoin,  le 
maximum  du  minimum,  au  moyen  du  signe  que  prend  %\ 
Soit,  par  exemple,  l'équation 

x%  —  Zaxy  +  y*  =  0,  («) 

qui  représente  une  courbe  (fig.  44),  connue  sous  le  nom  de 
Folium  de  Descartes  ;  on  en  tirera 

et,  en  conséquence,  l'équation  commune  au  maximum  et 
au  minimum  sera 

«y  —  0?,  =  0.  (8) 

Par  l'élimination  de  j/  entre  les  équations  (a)  et  (|3),  il 

vient 

#•  —  2a1  a?*  =  0, 

équations  dont  les  racines,  les  seules  que  nous  voulions 
considérer,  sont 

X  =  0,  x  =  a  y  2, 
auxquelles  correspondent  pour  y  les  valeurs  réelles 

L'équation  (kn)  devient 

(j*  —  ax)yn  +  5x  =  0; 

et  quand  on  y  substitue  les  valeurs  x  =  ay/\  y  =  a|/ï, 

elle  donne  y'== —  -  :  par  conséquent  ce  système  correspond 

bien  à  un  maximum  si  a  est  positif,  et  à  un  minimum  si  le 
même  coefficient  est  négatif. 

Pour  le  système  x=0,  j=0,  la  valeur  de  y'  se  présente, 
en  vertu  de  l'équation  (a'),  sous  la  forme  indépendante  J; 
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mais  la  dérivée  de  cette  équation,  ou  la  seconde  dérivée  de 
la  proposée,  est 

^ t  _  ax)  f  +  îy/1  —  %ay'  +  Sx  =  0, 
tandis  que  Ton  a  pour  la  troisième  dérivée 

Quand  on  fait  dans  ces  deux  équations  x=0,  y=0,  elles 

se  réduisent  à  y'=  0,  y'=  ^:  par  conséquent  ce  système 

de  valeurs  correspond  à  un  minimum  de  y. 

Si  maintenant  nous  remarquons  que  la  proposée  est  sy- 
métrique par  rapport  aux  variables  x,  y,  nous  conclurons 
de  ce  que  le  système  x=0,  y=0  rend  nulle  une  des  valeurs 

de  -jj-,  tirées  de  cette  équation,  qu'il  doit  aussi  rendre 
nulle  une  des  valeurs  de  ^ ,  et  par  conséquent,  rendre  in- 
finie une  valeur  de  -g  ou  de  y.  Ainsi  les  deux  axes  des  x 

et  des  y  touchent  à  l'origine  la  courbe  représentée  par 
l'équation  proposée, 

i  53.  S'il  s'agit  de  déterminer  les  valeurs  de  x,  y  qui  reiu 
dent  un  maximum  ou  un  minimum  une  fonction  z  de  ces 
deux  variables  donnée  implicitement  par  l'équation 

f(x,y,z)  =  0,  (0 

on  posera  p=0,  9=0,  ou 

*f  df     A  df  df 
dx    dz  dy    dz 

au  moyen  de  quoi  les  équations  desquelles  doivent  se  tirer 
les  valeurs  des  dérivées  partielles  r,  *,  t  [133],  se  rédui- 
ront à 

Vr  +  i%f-  0  df*  4-   d%f  -  0  dft  -4-  d%f-  A 

H  faudra  s'assurer  que  les  valeurs  de  x,  y,  z,  tirées  des  équa- 
t.  i.  47 
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^ons  (t)  et  (m),  et  substituées  dans  les  expressions  de  r,  s,  f, 
satisfont  à  l'inégalité  {g).  Nous  n'entrerons  pas  dans  d'autres 
détails  sur  les  cas  exceptionnels  qui  peuvent  se  présenter,  et 
que  l'on  résoudra  sans  difficulté  d'après  les  principes  déjà 
établis. 
154.  Soit 

u-f(*,y,*, ) 

une  fonction  de  n  variables  liées  entre  elles  par  m  équations 
de  condition 

A  (*!&*>•... )»  <>>f%  {x>y>  *>..«)  =0,..../,«  {x,  y,  z,....)=0;(n) 
de  sorte  qu'il  reste  n — m  variables  indépendantes.  Si  l'on 
veut  rendre  la  fonction  u  un  maximum  ou  un  minimum,  il 
faudra  poser  l'équation  du=0,  ou 

^<fc  +  ~<*/  +  ^</z-+- -0.  M 

eir  dj  dz 

Les  équations  (n)  entraînent  les  suivantes  : 

£-.+*♦+**+ =••>    (., 

dx  dy    '       dz 

Après  qu'on  aura  éliminé  m  différentielles  cte,  dy>  dx,... 
entre  les  équations  (n')  et  (n"),  on  égalera  séparément  à  zéro 
les  multiplicateurs  des  n — m  différentielles  restées  arbi- 
traires, et  ces  n — m  équations,  combinées  avec  les  équa- 
tions (n),  détermineront  les  systèmes  de  valeurs  de  xy  y, 

*, ,  propres  à  rendre  la  fonction  u  un  maximum  ou  un 

minimum.  Il  faudra  ensuite  s'assurer  que  la  fonction  <Pu 
devient,  par  la  substitution  de  ces  valeurs,  négative  dans 
un  cas,  positive  dans  l'autre,  quels  que  soient  les  rapports 
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des  différentielles  restées  arbitraires  :  ce  qui  pourra  exiger 
des  calculs  compliqués. 

Quant  à  l'élimination  entre  les  équations  (ri)  et  (n"),  elle 
s'opère  élégamment  par  la  méthode  des  facteurs  indéter- 
minée, dont  on  fait  un  fréquent  usage  en  analyse.  Concevons 
qu'on  ait  multiplié  respectivement  les  premiers  membres 
des  équations  (n")  par  des  facteurs  X„  X,,....  Xm,  et  qu'on 
les  ajoute  au  premier  membre  de  l'équation  (ri)  ;  qu'ensuite 
on  égale  à  zéro  les  multiplicateurs  de  chaque  différentielle 
dans  l'équation  résultant  de  l'addition  indiquée  ;  on  aura  n 
équations 

£  +  ^+^+ +  X-^-°' 

df±*    *Î*JL\     df*+  Ml   ^--OPtr 

entre  lesquelles  on  pourra  éliminer  les  m  facteurs 
*d  *iv  *«>  de  manière  à  obtenir  les  équations  finales,  en 
nombre  n — m. 

155.  Admettons,  pour  prendre  un  exemple,  que  l'on 
cherche  le  minimum  de  la  fonction 

tt  =  oj|  +  r,  +  ^+ , 

les  variables  x,y,z, étant  liées  par  l'équation  de  con- 
dition 

<&+  ty  +  cz  +....—  k, 

dans  laquelle  a,  b,  c, k  désignent  des  nombres 

constants.  On  aura,  en  opérant  d'après  la  manière  qui  vient 
d'être  indiquée, 

x+  a\  =  0,  y  +  *  >,  -  0,  x  +  <r>,  -  0,  etc., 

ce  qui  équivaut  à 

f=^=f.-,etc.  (.) 
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On  en  conclut,  d'après  les  propriétés  connues  des  propor- 
tions, 

x*   •  y* **  __        _  x*  +  y%  +  z*  +  etc. u 

^     6»      7*~  etC#  ~  a»  +  6i  +  ct+ete.      af  +  b*  +  c%  +  eto. 

x* y* z%  _       _x*  +y*  +  **  +  etc. t* 

—        ~"   -  ■  -ty-f  cz  +  etc.      ** 


*• 


ax       by 

cz 

ax  + 

et  par 

suite 

u 

.  -^ 

Vu 

*~ 

Va* 

+  b*  +  c* 

+  etc.'M 

Pour  s'assurer  que  cette  valeur  de  u  est  bien  un  minimum) 
il  suffit  de  poser  l'équation  identique 

(a*  +  6*  +  c*  ■+■  etc.)  (s1  +  y1  +  zf  +  etc.)  =  («a:  +  fty  h  cz  4-  etc.)1 
+  (te  —  ay)%  +  (cx  —  az)*  +etc.t 

qui  devient  dans  ce  cas 

k%  +  (bx  —  ay)%  +  (ex  —  az)%  +  etc. 


w  = 


af  +  6f  +  c*  -f  etc.  ' 

par  où  Ton  voit  qu'en  effet  l'inégalité 

M      ai  +  »,+c1  +  ete. 

est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs  des  variables  qui  ne 
satisfont  pas  aux  équations  (o). 

Si  les  variables  x,  y,  s, se  réduisent  à  trois  et  dési- 
gnent des  coordonnées  rectangulaires,  la  valeur  minimum 
de  \/u  mesure  la  distance  de  l'origine  au  plan 

ax  +  by  +cz=zk. 


CHAPITRE  IV. 

EXTENSION  DES  FORMULES  DE  TAYLOR  ET  DE  MACLÀURDI  AUX 
FONCTIONS  EXPLICITES  DE  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 
—  FORMULE  DE  LAGRANGE  POUR  LE  DÉVELOPPEMENT  DES 
FONCTIONS  IMPLICITES. 


$  i".  Extension  des  formules  de  Taylor  et  de  Maclaurin  aux  fonctions  expli- 
cites de  plusieurs  variables  indépendantes. 

156.  H  suffira  de  considérer  la  fonction  de  deux  variables 

z  =  f(x,y); 

attendu  qu'il  n'y  a  aucune  difficulté  à  généraliser  les  for- 
mules, pour  un  nombre  quelconque  de  variables. 
Afin  d'opérer  le  développement  de  la  fonction 

v  f(x  +  h,y  +  k) 

suivant  les  puissances  ascendantes  des  accroissements  h  et 

k,  l'on  pose 

A  =  «*',*  =  «*', 
d'où 

f(x+h,y  +  k)  =  f(x  +  «h',y  +  ak')  =  U. 

On  développe  la  fonction  fa  par  la  série  de  Maclaurin,  comme 
une  fonction  d'une  seule  variable,  et  il  vient 

fa=f(o)  +  J.r w+^.rw  +  ^.rw  +  etc.  (f) 

Mais  on  a,  par  la  règle  de  différentiation  des  fonctions 
médiates, 

_  d.f(x  +  ah', y  +  «k')  h,  a   d.f(x  +  M, y  +  ,V) v 

\a —  a    -f" •  K  , 

dx  dy 

ou ,  pour  employer  une  notation  plus  concise , 

dx  dy 
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et  de  même    , 

d%f  d*f  <Pf 

dx*  dxdy  dy*      ' 

dx*  dx*dy  dxdy*  dy* 

etc.; 

un  a  d'autre  part 

et  Ton  conclut  des  équations  précédentes  : 

f(0)  =  />À'  +  ?A', 

r(0)  =  rfc'2  +  2s/tT  +  **'*, 

r  (0)  =  ttA"  +  3ioA'**'  +  3toAT*  +  vk», 

etc. 
Substituons  ces  valeurs  dans  la  formule  (f),  et  remettons- 
y  pour  h',  k'  leurs  valeurs  en  fc,  &  :  l'auxiliaire  a  disparaîtra, 
et  il  viendra 

A8  A*    k   ,      A    A*    ,         k> 

4-u ■  4-  tu  —  . -  -4-  t0 -.  — • — h  t>  —— 

-4-  etc.  (F) 

On  peut  remplacer  dans  cette  expression  les  lettres  p,  q, 
r,  etc.,  parles  coefficients  différentiels  qu'elles  représentent; 
et  si  Ton  emploie  en  outre,  pour  plus  de  brièveté,  la  nota- 
tion symbolique  dont  nous  nous  sommes  déjà  servi  [43  et 
124],  on  obtiendra  la  formule 

qui  met  bien  en  évidence  la  loi  du  développement,  pour  un 
nombre  quelconque  de  variables. 
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La  série  deTaylor,  ainsi  étendue,  tombe  en  défaut  lorsque, 
pour  des  valeurs  particulières  des  variables  x,  y,  la  fonction 
z  et  ses  dérivées  partielles  p,  ç,  r,  etc.,  ou  quelques-unes 
d'entre  elles,  prennent  des  valeurs  infinies,  ainsi  qu'on  l'a 
expliqué  à  propos  du  développement  des  fonctions  d'une 
seule  variable  [106].  De  plus,  elle  tombe  en  défaut  lorsque 
la  fonction  z  ou  ses  dérivées  partielles  prenant  des  valeurs 
indéterminées,  on  ne  peut  lever  l'indétermination  que  par 
l'établissement  d'une  liaison  arbitraire  entre  les  variables  x, 
y,  et  par  suite  entre  les  accroissements  h  et  ft,  conformément 
à  ce  qui  a  été  expliqué  dans  le  précédent  chapitre. 

1 57.  Soit  ri  la  valeur  du  reste  qui  doit  compléter  la  série 
(f  ),  quand  on  l'arrête  au  terme  affecté  de  la  puissance  a'  :  on 
a  [109] 

«  - ,  .».3...(.-H)-'W"  W-Tgfcj-  "*"  M     . 

0,  Ôt  désignant  des  nombres  inconnus,  compris  entre  0  et 

1 .  Donc,  lorsqu'on  arrête  la  série  (  $  )  au  terme 


\dx+fy)  4.2.3.... i' 


le  reste  R,  qui  doit  compléter  cette  série,  a  pour  expression 
symbolique 

\dx+  <fy)     '  4.4.3 (t  +  i)  ' 

ou  bien  encore 

Les  nombres  0,  0lf  qui  entrent  dans  ces  formules,  sont 
inconnus  ;  et  elles  rie  peuvent  point  servir  à  calculer  les  va- 
leurs de  R, ,  mais  seulement  à  assigner  des  limites  entre  les- 
quelles ces  valeurs  doivent  tomber. 

La  valeur  de  ri  en  intégrale  définie  étant 
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on  en  tirera  ces  autres  expressions  symboliques  de  la  valeur 
deR,  : 

4  /'*/*       h\*+*  h 

*miSZMK/.(s*9)    '*•/<***-»  An*-».» 

Pour  donner  une  application  de  ces  dernières  formules  et 
en  indiquer  en  même  temps  la  démonstration,  prenons  t=l , 
de  sorte  qu'on  ait 

fc-f  (0)  +j.  f  (0)  +  r^r,  =  f*r  {«-ft-PP' 
1  *J  0 

Soit 

d'où 

r («-«=*•» n*+(—|S)  A',^+(«-p)ftT 

=  A'«  f  (*  +  A  —  h'p,  j+  A — if/5)  +  ih'k,f/(x+h-h'p,  y + A-  tffl 

+  À'y„(!r+  A-A'|3,y+A-A'|3): 
on  aura 

R,  =  A'  «/ V  (»  -  A  -  A'/S,  y  +  A  -  A'.S)  ./M£ 

+  2AT  /'"/•/  (x  +  A  —  h'p,  y  +  k  —  k'p) .pdp 
0 

+  *'s  CfAx  +  h- h'p, y  +  k-k'p).pdp. 
On  peut  remplacer  dans  le  premier  terme  de  la  valeur  de 
R,  la  variable  /3  par  p,  en  prenant  pour  limite  supérieure 

de  l'intégrale  afe'=A,  au  lieu  de  a;  et  alors  ce  premier 
terme  devient 
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en  sorte  que  dans  son  expression  n'entrent  plus  les  auxi- 
liaires a,  h!j  k'.  On  donnerait  au  même  tenue,  en  rempla- 
çant la  variable  j3  par  p,  la  forme 
A*  r*  h 

et  si  l'on  soumet  aux  mêmes  transformations  les  deux  autres 
termes  de  la  valeur  de  R4 ,  on  trouvera  pour  Rt  ces  deux  ex- 
pressions 

Rl=^/T*{  ^^^ + A— P^h-* — ^)+  2A*^'  <^+* — P>  y  H-  * — 1/3) 

On  établirait  par  un  calcul  semblable  les  valeurs  généra- 
les de  R<  dont  on  a  donné  plus  haut  l'expression  symbo- 
lique. 

158.  Désignons  par  z0 ,  p0 ,  q0 ,  r0 ,  etc.,  les  valeurs  que    ' 
prennent  les  fonctions  z,p9q,  r,  etc. ,  quand  on  fait  x  =  0, 
t/=0  :  l'équation  (F)  donnera 

X*  XV  v% 

xl  x*    \  x    y*  w* 

+  TïS+  "Tî-y  +  "'•ïTi+ ^ôl+etc-' 

et,  de  cette  manière,  la  formule  de  Maclaurin  se  trouvera 
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étendue  au  développement  des  fonctions  de  deux  variables. 
On  peut  encore  écrire 

+  W;  +  ^#'  4.2.3  + ^ 
Au  lieu  de  développer  par  la  formule  de  Maclaurin  les 
fonctions  de  plusieurs  variables,  suivant  les  puissances  de 
chaque  variable  indépendante,  ce  qui  conduit  à  des  formes 
de  développement  très  prolixes,  on  ne  développe  plus  ordi- 
nairement ces  fonctions  que  suivant  les  puissances  de  Tune 
des  variables  ;  mais  alors  les  coefficients  des  termes  de  la  sé- 
rie, au  lieu  d'être  des  constantes,  sont  des  fonctions  de  tou- 
tes les  variables  indépendantes,  autres  que  celle  suivant  les 
puissances  de  laquelle  le  développement  est  ordonné.  Ainsi 
Ton  posera 

ft?,  y,  h  •  •  •  )  =  Ao,  y>  z  y  • .  •  ) + f(o ,  y,  * ,  -  •  •  )  •  j 

'  +  /"(o,**. >o  +  ^0'**---->-r^  +  fl^ 

f ,  f9  f",  etc.,  désignant  les  dérivées  de  /"par  rapport  à  la 
variable  x.  L'emploi  de  cette  formule  exigera  que  les  va- 
leurs de  y  9  z, ,  ne  rendent  point  infinies  les  fonc- 
tions 

fiO,V, *,-•••),  fV>,V,  h*"-),  f(0,  »,*•••  •)»  «te-» 

et,  de  plus,  qu'on  puisse  assigner  des  limites  convenables 
à  l'erreur  que  l'on  commet  en  arrêtant  la  série  à  un  cer- 
tain terme.  Il  suit  de  ces  restrictions  qu'une  formule  telle 
que 

pourra  ne  représenter  une  surface  que  dans  une  portion  li- 
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mitée  de  son  étendue,  savoir  dans  la  portion  où  les  valeurs 
de  y  ne  rendent  point  infinies  les  fonctions  f(09  y),  f'  (0,  y), 
f  (0,i/),  etc. 

5  S.  Formule  de  Lagrange  pour  le  développement  des  fonctions  implicites. 

159.  Étant  donnée  une  équation  de  la  forme 

z=zx  +  yfz,  (a) 

on  se  propose  de  développer  z  en  série  ordonnée  suivant  les 
puissances  ascendantes  de  y.  Si  y  désigne  une  quantité  très 
petite,  x  sera  la  valeur  approchée  de  z  :  une  seconde  ap- 
proximation donnera 

z  =  z  +  yfx,  (<0 

valeur  que  Ton  pourrait  substituer  pour  z  sous  le  signe  f9  de 
manière  à  avoir  une  troisième  valeur  de  z,  plus  approchée, 
que  Ton  substituerait  à  son  tour  sous  le  signe  /*,  et  ainsi  in- 
définiment. Le  développement  cherché  a  pour  utilité  prati- 
que de  dispenser  de  ces  substitutions  successives. 

Quel  que  soit  l'ordre  de  grandeur  du  coefficient  y,  il  est 
évident  que  le  second  membre  de  l'équation  (at)  se  compose 
des  deux  premiers  termes  du  développement  que  l'on  cher- 
che. On  trouverait,  d'après  le  théorème  de  Maclaurin ,  les 
coefficients  des  puissances  supérieures  de  y  en  prenant  les 
différentielles  successives  de  l'équation  (a)  par  rapport  aux 
variables  z,  y,  et  en  faisant  ensuite  y=0,  z=x  dans  les 
valeurs  des  dérivées 

cfa  d*z  dkz 

tirées  des  équations  différentielles.  Il  est  entendu  que  la  sé- 
rie ainsi  obtenue  doit  être  convergente,  sans  quoi  le  résul- 
tat du  calcul  serait  illusoire.  Si  Ton  considère  z  comme  une 
fonction*  implicite  de  y,  définie  par  l'équation  (a)  et  ayant 
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la  valeur  initiale  z=x  pour  y =0,  tant  que  le  module  dey 
reste  inférieur  au  module  de  la  plus  petite  valeur  de  t/?  pour 
laquelle  l'équation  admet  des  racines  égales,  la  fonctiou  z 
a  une  valeur  unique  pour  chaque  valeur  de  y,  et  se  déve- 
loppe en  série  convergente,  suivant  les  puissances  ascen- 
dantes entières  de  y.  C'est  ce  qui  résulte  du  théorème  de 
M.  Cauchy,  sur  le  développement  des  fonctions  en  séries, 
auquel  fait  allusion  la  note  du  n°  111. 

Le  procédé  général  que  Ton  vient  d'indiquer,  pour  déter- 
miner les  coefficients  des  termes  successifs  du  développe- 
ment cherché,  ne  donnerait  pas,  ou  donnerait  difficilement 
la  loi  de  formation  de  ces  coefficients  ;  tandis  qu'on  la  met 
aisément  en  évidence  en  considérant,  suivant  le  procédé  dû 
à  Laplace,  z  comme  une  fonction  des  deux  variables  x,  y, 
en  vertu  de  l'équation  (a). 

On  a,  en  différentiant  à  ce  point  de  vue ,. 

dz  dz   dz  dz 


et  par  suite 

dz_       dz      d*z  d*z  fdz\* 

dy-fz"di,dl^-rz-d^  +  rz-\ai)  ' 

Gela  posé,  soit  tyz  une  fonction  de  z  :  on  aura 


(*) 


<*•!!? 


dx/  <Pz  ,    dz  dz 


dy  •  T     dxdy  dx  dy 

et  en  chassant  ~ ,  -^-4-  au  moyen  des  équations  (6), 

^*"3£'  d*z  fdz\* 

ou 


dy  dx 


{') 
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Prenons  tyz=fz,  et  la  première  équation  (6),  combinée  avec 
la  précédente,  donnera 

*.>•»)  «Kg 

dy%  dy  dx 

Si  l'on  fait  ensuite  <{/z=(/*)*,  on  trouvera,  par  la  compa- 
raison de  l'équation  (c)  avec  celle  que  Von  vient  d'écrire , 

dy9  dxdy  drf         ' 

et  comme  on  peut  continuer  ainsi  de  proche  en  proche ,  il 
est  évident  qu'on  a,  pour  un  indice  n  quelconque , 

dyr  dx—1 

Quand  on  fait  y=0,  d'où  *=#,  ^  =  1 ,  cette  expression 

se  réduit  à 

/dr*\  dr~l.(fx)m 

et  le  théorème  de  Maclaurin  donne  en  conséquence 

160.  Soit  maintenant  <pz  une  nouvelle  fonction  de  z  qu'il 
s'agit  de  développer  suivant  les  puissances  de  y  :  on  aura , 
en  vertu  de  la  première  équation  (b  ) , 

d.fz        ,     dz        .     .    dz 
dy        T      dy      T     '     dx 
et  si  Ton  pose  <f'z.iz=$z,  la  formule  (c)  donnera 

dy1  dy  dx 
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Comme  on  peut  tout  aussi  bien  prendre  successivement  pour 

<j/z  les  fonctions 

,'*.(/*)»,  f'z.\fz)\  etc., 

il  est  clair  qu'on  aura  généralement 

dy  dx—1 

et  pour  les  valeurs  particulières  y=0,  z=xt 

^  dy  /,  dx—1 

donc 

^jar+j. ,*./*+_-. — _ — 
+  ÏXâ- — 2* — +etc-  w- 

Les  formules  (d)  et  (e)  sont  évidemment  susceptibles  de 
s'étendre  à  des  fonctions  implicites  de  deux  ou  d'un  plus 
grand  nombre  de  variables  indépendantes. 

161 .  La  formule  (d)  s'applique  à  la  résolution  des  équa- 
tions, tant  algébriques  que  transcendantes,  sous  la  condi- 
tion qu'elle  conduise  à  une  série  convergente.  Soit ,  par 

exemple, 

x  =  x  +  ksr 

une  équation  d'où  l'on  veut  tirer  la  valeur  de  z  en  xf  or- 
donnée suivant  les  puissances  de  k  :  la  formule  (d)  donnera 

k  If  k9 

z=x+-.ar+—  .2mx*—l  +  — -- .  3m(3m  — 1)«"— «-hetc. 

L'équation  a  des  racines  égales  quand  la  dérivée  par  rap- 
port à  z  est  nulle,  c'est-à-dire  quand  on  a 

mkzm~l  — 1=0, 
d'où 
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Tant  que  le  module  de  k  est  plus  petit  que  cette  quantité,  la 
série  est  convergente.  Par  exemple,  la  fonction  implicite 
définie  par  l'équation 

z=zx+kz% 

se  développe  en  série  convergente  pour  toutes  les  valeurs 
de  k  dont  le  module  est  moindre  que  t-  . 
Si  Ton  posait  çz=2%  on  tirerait  de  la  formule  (e) 

k  k* 

*■  =  *"  +  -  .*#"+— l H .n(2ro+n  —  *)*•■+— * 

i  1.2      v 

A* 

.  w(3ro  +  n— 4  )  (3m  +  n— 2)  a*"**-*  +  etc . 


1  1.2.3 

Pour  de  plus  amples  détails  sur  les  applications  de  ces 
formules  à  la  résolution  des  équations  algébriques ,  on  doit 
consulter  le  traité  de  Lagrange. 

Considérons  l'équation  transcendante 

%  =  x  -f  e  sin  z 

qui  est  celle  d'un  problème  célèbre  en  astronomie  sous  le 
nom  de  Problème  de  Kepler  :  la  variable  x  désigne  le  temps 
ou  une  quantité  qui  croit  proportionnellement  au  temps  ;  le 
coefficient  e  mesure  l'excentricité  de  l'orbite  elliptique  d'une 
planète,  et  la  variable  z  est  l'angle  que  l'on  nomme  Y  anoma- 
lie excentrique  de  la  planète.  Il  vient 

,   e  e*    d.sin'x  ,      e*      cP.sin'a:  ,     A 

,=«+-..».  +  _.-— +  _.-—  +  flt.., 

e%  e* 

=  x  +e  sin  x  +  -  sin  ix  +  --  (3  sin  3a?  —  sin  a:)  +  etc. 
z  8 

et  comme  l'excentricité  e  est  une  fraction  très  petite ,  au 
moins  pour  les  planètes  principales,  la  série  est  très  rapide- 
ment convergente. 

Dans  les  applications  à  l'astronomie  et  à  la  physique  ma- 
thématique, on  a  souvent  occasion  de  considérer  le  déve- 
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loppement  de  la  fonction 


\/\—  ixy  +  y* 

suivant  les  puissances  ascendantes  de  y.  On  donne  à  ce  dé- 
veloppement une  forme  très  élégante  en  se  servant  du  théo- 
rème de  Lagrange.  Posons  en  effet 


|/4-2ry+y*  =  4—  yz, 
d'Où 

dx  i 


dx       fi— «sy  +  y1' 

Pour  faire  rentrer  cette  dernière  équation  dans  la  formule 
(a),  il  suffit  de  prendre 

d'un  autre  côté,  la  série  (d)  donne  par  la  différentiation 
dz_  ..y  dfx       y*    rf*.(/x)'  ,     y»     d*.{fx)*   ,  ... 

.  dH>~*  +  cdx  +rî-~dxT~  +ttâ-~i*~ +e 

Donc  il  vient 

«  _  4       y    </.(**-«)  ,     y»     d*(x*-\Y 


1/4— itoy+y'  4.2       dx        '  4.2.8*        <te» 

_y»_  ^(^ly  y- U-.^-iY 

T4. 2.3.2»         dx*        T      T4.2.3...n.2-       <te" 


CHAPITRE.  V. 

NOTIONS  SUR  LA  FORMATION  4)ES  ÉQUATIONS  DIFFÉRENTIELLES  A  UNE 
OU  A  PLUSIEURS  VARIABLES  INDÉPENDANTES. 


5  4".  Des  équations  différentielles  entre  deux  variables  seulement. 
162.  Lorsqu'on  différentie  l'équation 

/te  y)  =  a,  (a) 

a  désignant  une  constante,  l'équation  différentielle  du  pre- 
mier ordre 

df  .  df  , 

d'oîi  la  constante  a  a  disparu,  exprime  une  relation  entre 
x9  y,  y\  qui  subsiste,  quelle  que  soit  la  valeur  particulière 
attribuée  à  cette  constante  dans  l'équation  (a).  Si  l'on  con- 
sidère celle-ci  comme  appartenant  à  une  série  de  courbes 
qui  ne  diffèrent  les  unes  des  autres  que  par  la  variation  du 
paramètre  a,  l'équation  (a')  exprimera  une  propriété  com- 
mune à  toutes  ces  courbes  :  propriété  en  vertu  de  laquelle 
la  direction  de  la  tangente  est  déterminée,  lorsqu'on  assigne 
les  coordonnées  x,  y  du  point  de  contact. 
C'est  ainsi  qu'en  différentiant  l'équation 

a?+y*  =  a, 
on  a 

x 
*+!W'  =  Û,  ouy  = . 

9 

Tant  que  le  paramètre  a  reste  indéterminé,  la  première 
équation  appartient  à  un  cercle  de  rayon  quelconque,  ayant 
pour  centre  l'origine  des  coordonnées  ;  et  la  seconde  équa- 
tion exprime  une  propriété  commune  à  tous  ces  cercles  con- 
t.  i.  48 
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centriques.  celle  d'avoir  leur  tangente  perpendiculaire  à  la 
droite  menée  de  l'origine  au  point  de  contact. 

Quand  le  paramètre  a  est  combiné  d'une  manière  quel- 
conque avec  les  variables  x,  y  dans  l'équation 

F(a?,y,a)  =  0,  (i) 

en  général,  ce  paramètre  entre  encore  dans  la  composition 
de  l'équation  différentielle 

dF   ,  dF   ,     .  ,.„ 

mais  si  Ton  opère  l'élimination  de  a  entre  les  équations 
(b)  et  (6'),  on  pourra  appliquer  à  l'équation  résultante 

/ta?,t/,y')  =  0  {c) 

ce  que  nous  disions  tout  à  l'heure  de  l'équation  (a')  :  elle 
exprimera  une  propriété  dont  jouissent  en  tous  leurs  points 
toutes  les  courbes  que  l'équation  (b)  représente  successive- 
ment, quand  on  attribue  à  a  une  suite  de  valeurs  différentes. 
Si  l'on  se  donne  arbitrairement  la  valeur  de  y  qui  répond 
à  une  valeur  quelconque  de  x,  la  valeur  de  la  constante  a  se 
trouve  implicitement  déterminée  :  car,  soit  x0,  yo9  ces  deux 
valeurs  correspondantes  de  x  et  de  y,  on  a  entre  xof  y.} 

a  l'équation 

F(a?0,tf0,a)=0. 

La  valeur  de  a  qui  s'en  déduit  étant  substituée  dans  l'équa- 
tion (6),  celle-ci  représente  une  courbe  déterminée  et  assu- 
jettie à  passer  par  le  point  (x0,  y0). 

Après  qu'on  a  déterminé  la  valeur  de  a,  on  peut  tirer  de 
l'équation  {b)  les  valeurs  de  la  fonction  y  qui  correspondent 
à  deux  valeurs  distinctes  de  la  variable  indépendante  x.  La 
différence  de  ces  valeurs  est  la  somme  des  accroissements 
infiniment  petits  que  la  fonction  a  reçus  dans  l'intervalle  ;  à 
moins  qu'elle  n'ait  subi,  dans  ce  même  intervalle,  des  solu- 
tions de  continuité  [51].  On  dit  en  conséquence  que  l'équa- 
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tion  {b)  est  Yintégrale  de  l'équation  (c)  :  celle-ci  détermi- 
nant la  valeur  de  l'accroissement  dy  qui  correspondent  à  un 
accroissement  dx,  pour  chaque  système  de  valeurs  de  x  et 
de  y  ;  et  l'autre  déterminant  la  valeur  de  l'intégrale  ou  de  la 
somme  de  ces  accroissements  élémentaires  dans  un  inter- 
valle donné. 

Puisque  les  équations  (b)  et  (c)  sont  équivalentes,  en  ce 
sens  qu'elles  appartiennent  à  la  même  série  de  courbes,  on 
peut  déjà  conclure  de  ce  qui  précède  :  l°que  si  l'on  se  donne 
arbitrairement  l'ordonnée  y0  correspondant  à  une  abscisse  x0, 
la  fonction  y  et  la  courbe  dont  cette  fonction  est  l'ordonnée 
se  trouveront  complètement  déterminées  en  vertu  de  l'équa- 
tion (c);  2°  que  si  cette  équation  différentielle  est  donnée 
directement,  et  qu'il  s'agisse  de  Yintégrer,  ou  de  trouver  une 
équation  en  x,  y  qui  y  satisfasse,  l'équation  intégrale,  pour 
avoir  la  môme  généralité  que  l'équation  différentielle  pro- 
posée, doit  nécessairement  renfermer  une  constante  arbi- 
traire. Nous  reviendrons  sur  ces  propositions  importantes 
lorsque  nous  traiterons  de  la  théorie  de  l'intégration  :  notre 
but  en  ce  moment  étant  seulement  de  donner  des  notions 
générales  sur  la  nature  des  équations  différentielles. 

163.  Soit 

F  (a>,  y,  a,  b)  =0  (rf) 

une  équation  entre  les  variables  x,  y,  renfermant  deux  pa- 
ramètres a,  b.  Si  l'on  différentie  deux  fois  de  suite  cette 
équation  on  a  les  deux  équations  différentielles  du  premier 
et  du  second  ordre, 
rfF      dF 

s+si'-*-  m 

d*x         dxdy         dy%  dy  v 

qui  renferment  aussi,  en  général ,  les  paramètres  a,  b.  On 
peut  éliminer  a7  b  entre  les  trois  équations  (d),  (d'),  (cT), 
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et  l'équation  différentielle  résultante 

t(x,y,y'y")  =  0,  (e) 

qui  est  du  second  ordre,  exprime  une  propriété  commune  à 
toutes  les  courbes  auxquelles  l'équation  (d)  peut  appartenir, 
moyennant  une  détermination  convenable  des  paramètres 

a,  b. 

Pour  particulariser  les  constantes  a,  b,  on  pourrait  se  don- 
ner :  1°  un  point  de  la  courbe,  ou  l'ordonnée  y0,  correspon- 
dant à  une  abscisse  x0  ;  2°  la  direction  de  la  tangente  en  ce 
point,  ou  la  valeur  y'0  de  la  fonction  y'  pour  la  même  abs- 
cisse. En  effet ,  ces  données  entraîneront  les  deux  équa- 
tions 

/tfl\         /dF\ 

(S).,  (S).   àésif?imt  ce  que  deviennent  g,  g 

lorsqu'on  y  fait  œ =x0 ,  y = y0  ;  et  de  ces  deux  équations  on 
pourra  tirer  les  valeurs  de  a,  b  pour  les  substituer  dans  l'é- 
quation (d). 

Au  lieu  d'éliminer  immédiatement  les  constantes  a,  b  en- 
tre les  trois  équations  (d),  (d'),  (<f  ),*  on  peut  éliminer  suc- 
cessivement b  et  a  entre  les  deux  premières,  ce  qui  donnera 
deux  équations  différentielles  du  premier  ordre 

A(^/y,y/,a)  =  o,  (A) 

h  (^  y  y  y',  à)  =o,  (/a 

dont  Tune  appartient  seulement  aux  courbes  pour  lesquelles 
a  possède  une  valeur  déterminée,  b  restant  arbitraire;  tan- 
dis que  l'autre,  par  la  même  raison,  appartient  aux  courbes 
pour  lesquelles  b  possède  une  valeur  déterminée,  a  restant 
arbitraire  à  son  tour. 

Tant  que  a  et  b  conservent  leur  indétermination,  chacune 
des  équations  (/*,)  et  (f%)  a  la  même  généralité  que  l'équa- 
tion (d)  ou  que  l'équation  (c).  Ainsi  l'on  tirera  de  l'équation 
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(/*,)  en  la  différentiant,  une  valeur  de  y"  en  œ>  y,  y,  a,  qui 
satisfera  à  l'équation  (e),  quelle  que  soit  la  valeur  de  a. 
Donc,  si  Ton  élimine  a  entre  l'équation  (ft)  et  sa  différen- 
tielle immédiate 

dx  r  dyy  ^dy'y        ' 

on  retrouvera  l'équation  (e);  et  on  la  retrouverait  également 
par  l'élimination  de  b  entre  l'équation  (/*,)  et  sa  différentielle 
immédiate 

Enfin,  si  Ton  élimine  y'  entre  les  équations  (ft)  et  (£),,  on 
retombera  sur  l'équation  ((f). 
Soit,  par  exemple,  Féquation 

tf  —  ax—by—0,  (i) 

on  aura  par  deux  différentiations  immédiates . 

2a?  —  a-fy'  =  0,  (î) 

S  -  fy*  =  0,  (3) 

et  ensuite,  par  l'élimination  des  constantes  a,  bt  l'équation 

du  second  ordre 

x*y"  —  <tey'  +  2y  =  0.  (4) 

Si  l'on  élimine  alternativement  les  constantes  b,  a  entre 
les  équations  (1)  et  (2),  on  obtiendra  les  deux  équations  dif- 
férentielles du  premier  ordre 

afy'-fcV  — <a0'  — y)  =  0,  (5) 

X*+by  —  bxy'=0,  (6) 

qui  auront  pour  différentielles  immédiates 

2a?y'  +  a?y  —  2y  -  %xyf  —ay'  +  œxf  —  y')  —  0,       p) 
<r(2-ty")=:0;  (8) 

et  l'on  retombera  sur  l'équation  (4),  soit  qu!on  élimine  a 
entre  les  équations  (5)  et  (7),  soit  qu'on  élimine  b  entre  les 
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équations  (6)  et  (8).  Enfin,  l'élimination  de  y'  entre  les  équa- 
tions (5)  et  (6)  reproduira  l'équation  (1). 

Il  faut  conclure  de  cette  analyse  :  l°qu'à  une  équation* 
différentielle  du  second  ordre  en  x,  y,  y',  y",  correspondent 
deux  équations  de  formes  différentes  en  x,y,y'  qui  y  satis- 
font, ou  deux  intégrales  premières  de  l'équation  du  second 
ordre  ;  2°  que  ces  intégrales,  pour  avoir  la  même  généralité 
que  l'équation  du  second  ordre  à  laquelle  elles  satisfont, 
doivent  renfermer  chacune  une  constante  arbitraire  ;  3°  que 
l'équation  en  x3  y  qui  satisfait  à  Tune  quelconque  de  ces 
équations  différentielles  avec  toute  la  généralité  requise,  et 
satisfait  par  conséquent  avec  la  même  généralité  à  l'équation 
du  second  ordre,  dont  elle  est  Y  intégrale  seconde,  renferme 
deux  constantes  arbitraires,  savoir:  les  deux  constantes  qui 
entrent  dans  la  composition  de  chacune  des  intégrales  pre- 
mières ;  4°  que  ces  deux  constantes  arbitraires  sont  implici- 
tement déterminées  quand  on  assigne  les  valeurs  initiales  y0, 
t/'0  correspondant  à  l'abscisse  initiales,  ou  quand  on  donne 
un  point  par  lequel  doit  passer  la  courbe  dont  x7  y  sont  les 
coordonnées  rectangulaires,  et  la  direction  de  la  tangente 
en  ce  point. 

164.  Il  est  aisé  de  poursuivre  cette  discussion  en  l'appli- 
quant à  des  équations  différentielles  d'un  ordre  quelconque; 
et  généralement,  de  ce  qu'on  peut  toujours  faire  disparaître 
n  constantes  dans  le  passage  d'une  équation  à  deux  varia- 
bles à  sa  différentielle  du  nd  ordre,  on  conclut  que  l'intégrale 
ne  d'une  équation  de  cet  ordre,  ou  l'équation  en  x,  y  qui  y 
satisfait  avec  toute  la  généralité  requise,  doit  renfermer  n 
constantes  arbitraires.  L'équation  différentielle  du  n*  ordre 
a  pour  intégrales  premières  «équations  de  l'ordre  n — 1, 
renfermant  chacune  une  constante  arbitraire  ;  pour  inté- 
grales secondes     *^jj  '  équations  de  l'ordre  n  — 2 ,  ren- 
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fermant  chacune  une  combinaison  binaire  de  ces  n  constan- 
tes; pour  intégrales  troisièmes        j~  a     3~      équations 

de  Tordre  n — 3,  renfermant  chacune  une  combinaison  ter- 
naire des  mêmes  constantes  ;  et  ainsi  de  suite.  Si  l'on  éli- 
mine y',  y",  y,f\....y(n^l)  entre  les  n  intégrales  premières, 
on  aura  l'intégrale  nê  de  la  proposée,  ou  l'équation  eux,  y 
qui  y  satisfait,  avec  les  n  constantes  arbitraires  qu'elle  com- 
porte. 

Ces  n  constantes  seront  déterminées  implicitement,  si  Ton 
assigne  les  valeurs 

y.,y'o,y".,y'"., yt("-1, 

pour  l'abscisse  x0  [34], 

On  dit  qu'une  intégrale  est  générale  ou  complète,  lors- 
qu'elle renferme  des  constantes  arbitraires  en  nombre  suf- 
fisant pour  qu'elle  conserve  le  même  degré  de  généralité 
que  l'équation  différentielle  à  laquelle  elle  satisfait.  Cette  in- 
tégrale générale  donne  les  intégrales  particulières,  quand 
on  attribue  des  valeurs  déterminées  aux  constantes  arbi- 
traires. 

Ainsi  l'équation 

(y  +  à)  x  +  a  (y  —  ma1)  =  0, 
dans  laquelle  a,  b  désignent  des  constantes  arbitraires,  est 
l'intégrale  générale  de  l'équation  du  second  ordre 

(y+mxi)xytr  +  iyr(j,  —  xt/)=0.  (9) 

Si  Ton  pose  successivement  a=0,  a=oo ,  on  a  deux 

équations 

y  +  b  =  0,  y  —  mx%  =  0, 

qui  toutes  deux  satisfont  à  l'équation  (9),  mais  qui  n'en  sont 

que  des  intégrales  particulières  :  la  première  ne  renfermant 

que  la  constante  arbitraire  b,  et  la  seconde  ne  comprenant 

plus  de  constante  arbitraire. 

t.  ».  * 
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Lee  n  constantes  arbitraires  comprises  dans  une  inté- 
grale nê  doivent  être  distinctes  pour  que  l'intégrale  soit 
complète.  Il  est  clair  qu'au  lieu  d'une  constante  arbitraire  C 
on  pourrait  écrire  Ct  +  Cf  ;  mais  ce  binôme,  quoique  offrant 
eu  apparence  deux  constantes  arbitraires  C,  et  C„  se  com- 
porterait ,  dans  toutes  les  opérations  auxquelles  on  pourrait  le 
soumettre,  comme  la  quantité  monôme  C  dont  il  tient  la 
place  :  les  deux  constantes  ne  fieraient  pas  réellement  dis- 
tinctes et  se  confondraient  en  une  seule.  De  même  l'expres- 
sion 

ne  renferme  qu'en  apparence  deux  constantes  arbitraires 
distinctes,  Ct,  Ct;  car  on  peut  lui  donner  la  forme 
(€,€?■• -f-C^)rf";  et  tant  que  les  constantes  C„  G,  restent 
arbitraires,  le  facteur  C,e"*  +  CjT*  peut  être  remplacé  par 
une  seule  constante  arbitraire  C,  sans  que  l'expression  perde 
de  sa  généraHté. 

"Quand  nous  disons  que  l'intégrale  compléta  a  la  même 
généralité  que  l'équation  différentielle  qui  en  dérive  ou  à 
laquelle  elle  correspond,  la  proposition  doit  être  entendue 
en  ce  sens  qu'elles  représentent  l'une  et  l'autre  la  même 
série  ou  les  mêmes  séries  de  courbes  :  mais  il  peut  y  avoir 
en  outre  des  équations  qui  satisfassent  à  l'équation  différen- 
tielle sans  être  comprises  dans  l'intégrale  complète  ou  sans 
faire  partie  de  la  série  des  intégrales  particulières,  et  qui 
portent  pour  cette  raison  le  nom  $  intégrales  ou  de  solutions 
singulières.  Nous  verrons  bientôt  ce  que  signifient  géomé- 
triquement les  intégrales  singulières  des  équations  différen- 
tielles du  premier  ordre,  et  nous  reviendrons  sur  ce  point 
essentiel  de  là  théorie  de  l'intégration  des  équations  diffé- 
rentielles. 
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$  2.  Équations  différentielles  simultanées. 

165.  li  est  toujours  possible  de  déduire  d'un  système 
d'équations  différentielles  en  même  nombre  que  les  fonc- 
tions Xj  y 7  z, de  la  variable  indépendante  t,  une 

équation  différentielle  finale  entre  deux  variables  seulement, 
telles  que  t  et  x.  Du  moins  la  formation  de  cette  équation 
finale  n'est  sujette  à  d'autres  difficultés  que  celles  que  peut 
présenter  l'élimination  entre  des  équations  ordinaires,  dans 
lesquelles  n'entreraient  pas  de  coefficients  différentiels. 

En  effet,  supposons  d'abord  que  l'on  ait  deux  fonctions 
x9  y  dépendant  de  t,  et  deux  équations  différentielles  que 
nous  pourrons  représenter  par 

ft(t  ;  x,  x',  a*,...  .*<■.>;  y,  y',  y",... .  yW)  —  o, 

él\  y(0  désignant,  suivant  la  notation  de  Lagrange,  les 

coefficients  différentiels  -ï,  zl .  On  différentiera  n.  fois  la 
dv   aV 

première  équation  et  n  fois  la  seconde  ;  ce  qui  donnera, 

outre  les  deux  proposées ,  n-f-Wi  équations  où  le  plus  haut 

coefficient  différentiel  de  y  sera  y  (*+"1) .  On  éliminer*  entre 

ces  n+ttj+2  équations  les  quantités 

y,y',y\ y1'4^, 

dont  le  nombre  ne  peut  pas  strpasserti  -f  nâ+l  :  l'équation 
résultante  ne  contiendra  que  t,  x,  x',  x",  «te;  et  l'ordre  (le 
cette  équation  résultante  ne  saurait  évidemment  surpasser 
le  plus  grand  des  nombres  m+nn  mt+n. 

Admettons  maintenant  qu'on  ait  v  équations  entre  la  va- 
riable indépendante  e,  les  v  fonotions  a,  y,  z, et  leurs 

dérivées  des  divers  ordres  par  rapport  à  l  :  un  pareil  système 
est  ce  qu'on  nomme  un  système  d'équations  différentielles 
simultanées.  Il  pourrait  se  faire  que  toutes  les  dérivées  qui 
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entrent  dans  le  système  d'équations  simultanées,  ne  fussent 
pas  prises  par  rapport  à  la  même  variable  indépendante  t  ; 
mais,  au  moyen  des  formules  pour  le  changement  de  la  va- 
riable indépendante,  on  ramènerait  toujours  le  système  pro- 
posé à  ne  contenir  que  des  dérivées  prises  par  rapport  à  la 
même  variable  indépendante. 
Soient     • 

X^)f  y(-),  «(rtf 

les  plus  hautes  dérivées  des  fonctions  £,;/,*, qui 

entrent  dans  le  système  proposé  ;  et  en  admettant  qu'on 

veuille  éliminer  les  variables  y,  z7 et  leurs  dérivées, 

pour  arriver  à  une  équation  finale  en  t,  0,  x' ,  x\  etc., 

posons 

$t=n  +  p  +  etc. 

Si  l'on  différentie  5  fois  chacune  des  équations  du  système, 
on  aura,  y  compris  les  proposées,  un  nombre  total  d'équa- 
tions exprimé  par  v(s-H)  î  d'un  autre  côté,  les  quantités  à 
éliminer, 

y,  ••/, y1^; 

zfz\^9 ..#*">;  etc. 

sont  en  nombre 

(n  +  *  +  <)  +  (p  +  *  +  <)  +  etc.=«  +  (s+0(v-<)  =  v(«+0-*; 

et  par  conséquent  l'élimination  donnera  l'équation  finale 

cherchée,  dont  l'ordre  ne  peut  pas  dépasser  le  nombre 

m  +  8t=sm+n  +  p+  etc. 
Mais  rien  ne  s'oppose  à  ce  que  l'ordre  de  l'équation  finale 
soit  moins  élevé  :  ce  qui  arriverait,  par  exemple,  d'après  ce 
qu'on  vient  de  voir,  si  l'on  n'avait  que  deux  équations  entre 
les  variables  t,  x,  y  et  leurs  dérivées,  et  si  les  plus  hautes 
dérivées  de  x  et  de  y  se  trouvaient  dans  la  même  équation. 
Considérons  particulièrement  le  cas  où  les  équations  pro- 
posées, étant  toutes  du  premier  ordre,  pourraient  d'ailleurs 
être  mises  sous  la  forme 


FORMATION    DES   ÉQUATIONS    DIFFÉRENTIELLES.      *       283 

au  lieu  de  différentier  à  la  fois  toutes  ces  équations,  il  sera 
plus  simple  dfe  différentier  toujours  la  même,  la  première 
par.  exemple,  en  substituant  après  chaque  différentiation, 
aux  dérivées  #',  y',  *',  etc.,  que  cette  opération  introduit 
dans  le  second  membre,  leurs  valeurs  données  immédiate- 
ment par  les  équations  proposées.  Après  v —  1  différentia- 
tions  successives,  on  aura  (en  y  comprenant  la  première 
des  équations  proposées)  v  équations  entre  les  dérivées 

x',  x\ ,  #(V),  et  les  variables  t,  x,  y,  z,  etc.  Il  ne 

s'agira  plus  que  d'éliminer  entre  ces  v  équations  les  v — 1  va- 
riables y,  z>  etc.,  pour  avoir  l'équation  finale  cherchée. 

$  3.  Des  équations  aux  différences  partielles. 

î  66.  Soient  données  deux  équations  de  la  forme 

a  =  t(œ,  y,  x), 
F  (a?,  y,*,*a)  =  0,  (g) 

dont  la  seconde  deviendrait  une  fonction  des  seules  varia- 
bles x,  y,  z,  si  Ton  y  substituait  pour  <x  sa  valeur  tirée  de  la 
première  :  on  pourra  regarder  z  comme  une  fonction  des 
deux  variables  indépendantes  x>  y  ;  et  si  Ton  différentie 
successivement  l'équation  {g)  par  rapport  à  ces  deux  varia- 
bles, on  aura,  en  conservant  aux  lettres  />,  q  leur  signification 
ordinaire, 

rfF    ,    rfF        rfF/rff  ,rff\,       A    i 

dF       dF     ,  rfF  /dt    ,   di  \  ,        A   [     -  {g) 

On  peut  éliminer  entre  les  équations  (g)  et  (g')  les  fonctions 
<pa,  <f'a  ;  et  comme  l'équation  aux  différences  partielles  du 
premier  ordre  [124] 
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qui  résulte  de  cette  élimination,  est  indépendante  de  la  forme 
de  la  fonction  <p,  elle  exprime  une  propriété  commune  à  toutes 
les  valeurs  de  z  en  fonction  de  x,  y,  que  Ton  peut  tirer  de  la 
formule  (g),  en  changeant  la  forme  de  la  fonction  <p,  sans 
changer  les  fonctions  F  et  f ,  Conséquemment  elle  exprime 
aussi  une  propriété  commune  à  toutes  les  surfaces  dont  l'é- 
quation en  x}  y,  z  rentre  dans  l'équation  (g),  moyennant  une 
détermination  convenable  de  la  fonction  <p. 
Soit,  par  exemple, 

a  =  ax  +  by,  %  —  pi  =  0t 
OU 

%  =  ?  (aw  +  by)  : 
les  équations  dérivées  prendront  cette  forme  très  simple 

p  —  Of'a  z=  0,  q  —  btf'a  =  0, 

d'où 

bp — aq  =  0.  (i) 

167.  Si  l'on  a  deux  équations,  l'une  aux  différences  par- 
tielles, l'autre  ne  renfermant  que  les  variables  primitives, 
sans  leurs  dérivées,  mais  toutes  deux  convenant  aux  mêmes 
fonctions  et  ayant  le  même  degré  de  généralité,  la  seconde 
équation  est  dite  Yintégrale  générale  de  la  première.  Ainsi 
l'équation  (h)  est  l'intégrale  générale  de  l'équation  (i),  parce 
qu'elle  renferme,  moyennant  l'indétermination  du  signe  <p, 
toutes  les  équations  d'où  l'on  peut  tirer  une  valeur  de  z  en 
fonction  de  a?,  t/?  propre  à  vérifier  l'équation  (i). 

La  raison  de  cette  dénomination  d'intégrale  est  la  même 
que  pour  les  équations  qui  satisfont  à  une  équation  différen- 
tielle ordinaire  entre  deux  variables  [162].  Concevons  en 
effet  qu'après  avoir  particularisé  la  fonction  <f,  on  donne  aux 
variables  x,  y  deux  systèmes  de  valeurs  (#0,y0),  (#„  yft),  et 
soient  z0,  zx  les  valeurs  correspondantes  de  z  :  on  tirera  de 
l'équation  (h)  la  valeur  de  la  différence  finie  %x — z.  ;  mais 
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cette  différence  finie  est  la  somme  ou  l'intégrale  des  accrois- 
sements infiniment  petits  que  reçoit  la  fonction  z  quand  x 
passe  d'une  manière  quelconque  de  la  valeur  a?0àla  valeur  xi9 
et  qu'en  même  temps  y  passe ,  aussi  d'une  manière  quel- 
conque, de  la  valeur  y0  à  la  valeur  yt  ;  sauf  toujours  le  cas 
exceptionnel  où  la  fonction  z  éprouverait  des  solutions  de 
continuité  du  premier  ordre  pendant  qu'on  fait  ainsi  varier 
les  quantités  xy  y. 

Les  équations  que  Ton  tire  de  l'équation  (h)  en  particu- 
larisant la  fonction  arbitraire  ?,  sont  des  intégrales  particu- 
lières de  l'équation  (t)  ;  dans  tous  les  cas,  il  faut  entendre 
par  intégrales  particulières  celles  qui  se  tirent  de  l'intégrale 
générale,  quand  on  particularise  une  ou  plusieurs  des  fonc- 
tions arbitraires  que  celle-ci  doit  renfermer,  afin  d'avoir  la 
même  généralité  que  l'équation  aux  différences  partielles  à 
laquelle  elle  correspond,  ou  quand  on  établit  entre  ces  fonc- 
tions arbitraires  des  relations  qui  en  restreignent  la  géné- 
ralité. 

Par  exemple,  si  l'on  a  l'équation 

%  =  ?  (a?  4  ay)  +  f  (x  —  ay),  (A) 

où  <j>,  <J>  désignent  des  fonctions  arbitraires,  et  si  l'on  calcule 
au  moyen  de  cette  équation  les  dérivées  partielles  du  pre- 
mier et  du  second  ordre  /?,  </,  r,  s,  t,  il  vient  : 

p  =  ?'(x  +  ay)  +  1>'{x  —  ay), 
q=a?'  (x  +  ay)  —a$'  (x—  ay), 
r  =/(#  +  ay)  +  +"  (x  —  ay), 
s  =  Of"  (x  +  ay)  —  a}"  (x  —  ay), 
tz=a*?'r(x  +  ay)+at4>"  (x-r-ay). 

On  en  conclut  cette  équation  aux  différences  partielles  du 

second  ordre 

a*r-t,  (/) 

qui  ne  contient  plus  les  fonctions  <p,  ^,  et  qui  possède,  comme 
la  suite  le  fera  voir,  autant  de  généralité  que  l'équation  (k) 
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d'où  elle  est  dérivée.  Réciproquement  l'équation  (k),  qui 
satisfait  à  l'équation  (t)  avec  toute  la  généralité  possible,  en 
est  l'intégrale  générale. 

Mais  si  Ton  établissait  entre  les  fonctions  cp,  ^ ime  certaine 
dépendance  :  si  Ton  posait  notamment  <|tf= — <p* ,  ou<|tf=<pr*, 
les  équations 

%  =  ?  (x  +  ay)  —  f  {x  —  ay),  %  =s  ?  [x  +  ay)  -*-  ? '  (x  —  ay), 
dans  lesquelles  il  reste  encore  une  fonction  arbitraire  y,  ne 
seraient  plus  que  des  intégrales  particulières  de  l'équation  (/). 

Les  équations  aux  différences  partielles  peuvent  avoir 
aussi,  comme  les  équations  différentielles  ordinaires,  des 
intégrales  ou  des  solutions  singulières  ;  c'est-à-dire  que  l'on 
peut  y  satisfaire,  dans  certains  cas,  par  des  équations  entre 
les  variables  primitives,  qu'il  serait  impossible  de  tirer  de 
l'intégrale  générale,  en  particularisant  les  fonctions  arbitrai- 
res que  celle-ci  renferme.  Nous  ne  tarderons  pas  à  voir  des 
exemples  de  ces  intégrales  singulières  dans  les  applications 
du  calcul  différentiel  à  la  théorie  des  surfaces  ;  et  ce  sujet 
sera  repris  dans  la  partie  du  présent  Traité  où  il  s'agira  de 
l'intégration  des  équations  aux  différences  partielles. 

168.  Une  équation  aux  différences  partielles  de  Tordre  n 
est  susceptible  d'avoir  des  intégrales  premières  de  l'ordre 
n — 1,  des  intégrales  secondes  de  l'ordre  n — 2,  et  ainsi  de 
suite.  Par  exemple,  de  l'équation. du  premier  ordre 

P-Hfc  [m) 

dans  laquelle  II  désigne  une  fonction  arbitraire,  on  tirera,  en 
différentiant  successivement  par  rapport  à  x  et  par  rapport 
à  y, 

r=:sl\'q,  snfn'jr, 

et  ensuite,  en  éliminant  n'ç, 

rt  —  sa  =  0.  (n) 

La  caractéristique  II  a  disparu  de  cette  équation  du  second 
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ordre,  à  laquelle  l'équation  (m)  est  parfaitement  équivalente, 
tant  que  la  fonction  II  conserve  son  indétermination.  Par 
conséquent  l'équation  (m)  est  une  intégrale  première  de  l'é- 
quation (n)  ;  et  si  l'on  pouvait  assigner  une  équation  en 
x,  y,  z,  satisfaisant  de  la  manière  la  plus  générale  à  l'équa- 
tion (m),  on  aurait  l'intégrale  seconde  de  l'équation  (»). 

Or,  on  satisfera  à  l'équation  (m),  non  pas  à  la  vérité  par 
une  seule  équation  en  se,  y,  2,  mais  par  le  système  de  deux 
équations  entre  x,  y,  z  et  une  autre  variable  auxiliaire  a, 
savoir 

Z  z=  a.  -f  X  ya  +  y^a,  (0) 

\  +a?/a-+-y>'«  =  0,  (0') 

la  seconde  étant  la  dérivée  de  la  première  par  rapport  à 
l'auxiliaire  a.  En  effet,  si  l'on  différentie  l'équation  (o)  suc- 
cessivement par  rapport  à  #  et  par  rapport  à  t/,  il  viendra 

P  ~  **  +  Tx C  {  +  X  ?*  +  y  *'*}' 

q-ta  +  ~  W  +  Xf'a  +  y+'a), 

ou  simplement,  en  vertu  de  l'équation  (o'), 

p  =  ?«,  q  =  ♦*  ; 

et  tant  que  les  fonctions  9,  ty  sont  arbitraires  aussi  bien  que 
H,  le  système  de  ces  dernières  équations  équivaut  à  l'équa- 
tion (m). 

Le  système  des  équations  (0),  (o'),  renfermant  les  fonc- 
tions arbitraires  9,  <J>  et  une  variable  auxiliaire  a  dont  on  ne 
peut  faire  l'élimination  tant  que  les  fonctions  9,  ^  restent 
indéterminées,  représente  donc  l'intégrale  seconde  et  com- 
plète de  Téquation  du  second  ordre  (n).  Cette  forme  des  in- 
tégrales des  équations  aux  différences  partielles,  lorsqu'il 
s'agit,  comme  dans  notre  exemple,  d'équations  à  deux  va- 
riables indépendantes,  se  rattache  à  des  spéculations  géo- 
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métriques  très  curieuses  que  nous  ferons  bientôt  connaître, 
169.  On  a  vu  [165]  que  l'élimination  d'une  fonction  ar- 
bitraire, dans  une  équation  à  trois  variables,  conduit  à  une 
équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre  :  nous 
en  conclurons  qu'inversement  l'intégrale  générale  d'une 
équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  à  trois 
variables,  doit  renfermer  une  fonction  arbitraire  d'une  cer- 
taine quantité  a,  déterminée  elle-même  en  fonction  des 
trois  variables.  Quand  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  à 
éliminer  est  plus  considérable,  l'élimination  conduit  en  gé- 
néral à  une  équation  aux  différences  partielles  d'un  ordre 
plus  élevé;  mais  il  n'existe  plus  alors  de  rapport  déterminé 
entre  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  éliminées,  et  l'or- 
dre de  l'équation  aux  différences  partielles  résultant  de  l'é- 
limination. Réciproquement,  on  ne  peut  pas  conclure  immé- 
diatement, de  l'ordre  d'une  équation  aux  différences  par- 
tielles, le  nombre  des  fonctions  arbitraires  que  son  inté- 
grale doit  renfermer  pour  être  générale  ou  complète  :  de  la 
même  manière  que  l'on  conclut,  de  l'ordre  d'une  équation 
différentielle  à  deux  variables,  le  nombre  de  constantes  ar- 
bitraires que  doit  contenir  son  intégrale  générale. 
Soient 

deux  fonctions,  dont  l<i  composition  en  x,  y,  z  est  donnée, 
et  qui  entrent  sous  les  signes  de  fonctions  arbitraires  ç,  ty 
dans  l'équation 

si  l'on  forme  les  équations 

d*F       ^    cPF  ePF 

on  introduit  des  fonctions  indéterminées  <p'«,  ^'P,  ?"*,  +"0î 
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et  en  les  joignant  à  cp«,  <J>  j3  on  a  six  quantités  à  éliminer  en- 
tre les  six  équations  (p),  (ç),  (r)  :  ce  qui  ne  peut  conduire 
en  général  à  une  équation  aux  différences  partielles,  indé- 
pendante de  la  forme  des  fonctions  9,  ty.  En  passant  aux 
dérivées  du  3ê  ordre,  on  aura  quatre  nouvelles  équa- 
tions 

et  Ton  n'introduira  que  deux  nouvelles  déterminées  <p"'a, 
<J/"'/3  :  on  pourra  donc  former,  et  en  général  de  plusieurs 
manières,  une  équation  aux  différences  partielles  du  3e  or- 
dre, indépendante  de  la  forme  des  fonctions  cp,  <J>,  et  dont  l'é- 
quation (p)  sera  l'intégrale  générale.  Mais  il  pourra  arriver 
aussi  que  l'élimination  des  fonctions  9,  <J/  se  fasse  sans  qu'on 
ait  besoin  de  passer  aux  dérivées  du  3e  ordre,  et  qu'ainsi 
l'équation  (p)  soit  l'intégrale  complète  d'une  équation  aux 
différences  partielles  du  second  ordre  seulement.  On  en  a 
vu  plus  haut  un  exemple  sur  l'équation  (A:). 

En  général,  soit  vie  nombre  des  fonctions  arbitraires  con- 
tenues dans  une  équation  à  trois  variables  x,  y.  z  ;  la  com- 
position de  chaque  quantité  qui  entre  sous  le  signe  de  fonc- 
tion arbitraire  étant  donnée  en  x,  1/,  z:  si  l'on  joint  à  cette 
équation  ses  dérivées  partielles  jusqu'à  celles  de  l'ordre  n 
inclusivement,  on  a  un  nombre  total  d'équations  exprimé 
par 

•+i+t+ +.t,_&±J>fc±3, 

tandis  que  le  nombre  des  fonctions  arbitraires  et  de  leurs 
dérivées,  entrant  dans  ce  système  d'équations,  est  v  (»+l). 
L'élimination  ne  sera  possible  dans  tous  les  cas  qu'autant 
qu'on  aura 


v(w  +  4)<(«+<)(n-^onn>8v_8; 


*i) 
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c'est-à-dire  qu'il  faudra  en  général  pousser  les  différentia- 
tions  jusqu'à  l'ordre  2v  —  1 ,  et  que  l'équation  aux  diffé- 
rences partielles,  résultant  de  l'élimination,  sera  en  général 
de  l'ordre  2  v  —  1  ;  mais  elle  pourra  être  aussi  d'un  ordre 
moins  élevé. 

1 70.  Considérons  maintenant  une  équation  à  quatre  va- 
riables 

F  [K,a?,y,*,?(«,P)]=:0,  (s) 

dans  laquelle  ?  désigne  une  fonction  arbitraire  des  deux 
quantités  «,  (ï,  dont  la  composition  enu,  x,  y,  z  est  connue 
et  donnée  par  les  équations  auxiliaires 

a  =  f(u,  x,  y,  %),  p=z  A  (u,  x,  y,  z). 
En  différentiant  l'équation  (s)  par  rapport  à  chacune  des 
trois  variables  indépendantes  x,  y,  z ,  on  a  trois  équa- 
tions 

dF        -dF      A  dF      A 

5=0'3r0'n=0'  () 

dans  lesquelles  figurent,  outre  la  fonction  indéterminée 
?  {a9  P),  ses  deux  dérivées  partielles  j-,  -Â  :  or,  rien  ne  s'op- 
pose à  ce  qu'on  élimine  ces  trois  indéterminées  entre  les 
quatre  équations  (s)  et  (t);  et  l'on  obtiendra  ainsi  une  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  premier  ordre,  indépen- 
dante de  la  forme  assignée  à  la  fonction  arbitraire  <p.  Nous 
en  conclurons  que 'réciproquement  l'intégrale  complète 
d'une  équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre, 
h  trois  variables  indépendantes,  doit  renfermer  une  fonction 
arbitraire  de  deux  quantités,  ayant  chacune  une  composition 
déterminée. 

Et  par  une  généralisation  qui  s'offre  d'elle-même,  nous 
dirons  que  l'intégrale  complète  d'une  équation  aux  diffé- 
rences partielles  du  premier  ordre,  à  n  variables  indépen- 
dantes, doit  renfermer  une  fonction  arbitraire  de  n  —  1 
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quantités,  composées  chacune  d'une  manière  déterminée 
avec  les  n-f- 1  variables  dont  il  y  en  a  n  d'indépendantes. 
Si  l'on  avait  l'équation 

F[«,^y;*,f(^U(7,fl]=o; 

il  faudrait  s'élever  au  4e  ordre  pour  opérer  dans  tous  les  cas 
l'élimination  des  fonctions  arbitraires  <p,<p  et  de  leurs  déri- 
vées :  «,  ]3,  y,  S  désignant  toujours  des  quantités  dont  la 
composition  est  donnée  en  u,  x,  y,  z. 

171  Le  cas  le  plus  simple  est  celui  où  les  quantités 
a,  j3, . . . .  ne  contiennent  qu'une  variable  indépendante, 
par  exemple  la   variable  x.  Dans  ce  cas  ,  au  lieu  de 

<p a,  4*j3, on  peut  écrire  simplement  yx9  tyx, ; 

<p,  <J>, désignant  toujours  des  fonctions  arbitraires. 

Soit  donc 

V(x,y,z,fx94fx )  =  0 

une  équation  à  deux  variables  indépendantes,  dans  laquelle 

les  fonctions  arbitraires  <p#,  tyx. sont  en  nombre  n. 

Si  l'on  différentie  n  fois  par  rapport  àla  variable  y,  ces  dif- 
férentiations  successives  n'introduiront  pas  les  dérivées  des 

fonctions  <p,  i|> , et  l'on  obtiendra  ainsi  n-f-i  équations, 

entre  lesquelles  on  pourra  toujours  éliminer  les  n  indéter- 
minées <px,  tyx, 

De  même  si  Ton  avait  l'équation 

F  [m,  x,  y,  Z,  f  (x,  y),  ï(x,y), ]  =  0, 

où  les  fonctions  arbitraires  y  {x,y),  ^[x7y)9 sont  en- 
core en  nombre  n,  il  suffirait  de  différentier  n  fois  par  rap- 
port à  la  variable  z,  et  l'on  aurait  des  équations  en  nombre 
suffisant  pour  opérer  l'élimination  de  toutes  les  fonctions 
arbitraires.  Cette  élimination  se  fait  alors  comme  celle 
des  constantes  arbitraires  dans  les  équations  à  deux  varia- 
bles. 


LIVRE    QUATRIEME. 

APPLICATIONS 

DU  CALCUL  DIFFÉRENTIEL  A  LA  THÉORIE  DES  COURBES 
ET  DES  SURFACES. 


CHAPITRE  PREMIER. 

DES  TANGENTES,  DES  NORMALES  ET  DES  ASYMPTOTES  DES  COUR- 
BES  PLANES. — EMPLOI  DES  COORDONNÉES  POLAIRES, 


$  4".  Des  tangentes  et  des  normales  aux  courbes  planes.  — Différentielle 

de  l'arc. 

172»  Dans  tout  ce  qui  précède,  nous  avons  eu  recours 
aux  constructions  graphiques  pour  faciliter  l'intelligence 
des  principes  généraux  de  la  théorie  des  fonctions,  et  en 
ce  sens  nous  avons  appliqué  la  géométrie  à  l'analyse  :  l'ob- 
jet du  présent  livre  est,  au  contraire,  d'appliquer  les  notions 
d'analyse  différientielle  dont  nous  sommes  en  possession, 
à  la  théorie  géométrique  des  courbes  et  des  surfaces.  Nous 
devons  nous  borner  à  indiquer  ce  qu'il  y  a  de  fondamen- 
tal dans  cette  application  importante  :  car  la  géométrie 
supérieure  forme  à  elle  seule  un  corps  de  doctrine  dont  les 
détails  ne  peuvent  se  trouver  que  dans  des  ouvrages  spé- 
ciaux. 

Le  calcul  différentiel  résout  immédiatement  le  problème 
de  mener  des  tangentes  aux  courbes  dont  on  a  l'équation  : 
cela  résulte  de  la  manière  dont  nous  avons  exposé  dans  le 
chapitre  m  du  premier  livre  la  génération  des  fonctions 
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dérivées*  ou  des  coefficients  différentiels.  C'est  même  par 
suite  des  efforts  qui  étaient  tentés  pour  résoudre  d'une  ma- 
nière générale  le  problème  des  tangentes,  que  le  calcul  dif- 
férentiel a  été  trouvé  ;  et  on  le  désignait  dans  l'origine  sous 
le  nom  de  méthode  des  tangentes. 

Le  procédé  le  plus  élégant  pour  résoudre  le  problème  de 
mener  une  tangente  à  une  courbe  au  point  (x,y)  consiste 
à  donner  l'équation  de  cette  tangente.  Désignons  donc  par 
Ç,  y)  les  coordonnées  courantes  de  la  droite  tangente ,  rap- 
portées respectivement  aux  mêmes  axes  et  à  la  même  ori- 
gine que  les  coordonnées  x,  y  de  la  courbe.  L'équation 
cherchée  sera 

du 

pour  satisfaire  à  la  doublé  condition  que  la  droite  passe  par 

le  point  (x,y)  et  qu'elle  fasse  avec  Taxe  des  x  un  angle  qui 

tin 
ait  pour  tangente  trigonométrique  -r-  - 

L'équation  de  la  normale  à  la  courbe,  ou  de  la  droite  per- 
pendiculaire à  la  tangente  au  point  (x,  y) ,  est,  en  vertu 
d'un  principe  connu  de  géométrie, 

—r  — *«-*>» 

et  on  peut  lui  donner  la  forme  plus  symétrique 

(*  —  y)  dy  4-  (;—  x)  dx  =  0. 

En  faisant  n  =  0  dans  l'équation  de  1b  tangente,  on  a 

dx      y 
*  —  ï«=ït-  =  -,: 

<*y    y 

la  distance  ±  (x — Ç)  du  pied  de  l'ordonnée  au  point  où  là 
tangente  rencontre  Taxe  des  abscisses,  se  nomme  la  sous- 
tangente.  Le  double  signe  a  pour  objet  d'indiquer  que  Tonne 
considère  dans  cette  distance  que  sa  grandeur  absolue,  sang 
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égard  au  signe  que  l'équation  précédente  donnerait  au  bi- 
nôme a? — Ç. 

En  faisant  de  même  -n  =  0,  dans  l'équation  de  la  normale, 
on  trouve 

du 

la  distance  ±  (£  — x)  du  point  où  la  normale  rencontre  Taxe 
des  abscisses ,  au  pied  de  l'ordonnée  correspondante ,  se 
nomme  la  sou&normale. 

L'ordonnée  y  est  moyenne  proportionnelle  entre  la  sous- 
tangente  et  la  sous-normale. 

Quelquefois  on  entend  par  tangente  et  par  normale  les 
portions  de  la  tangente  et  de  la  normale  comprises  entre  la 
courbe  et  l'axe  des  abscisses.  Dans  ce  sens  (qui  commence  à 
vieillir),  la  tangente  et  la  normal^  ont  respectivement  pour 
valeurs  

Pour  chaque  courbe  donnée,  il  faudra  substituer  dans  les 

formules  précédentes  les  valeurs  en  a;  de  i/etdey'  =  ^-y 

tirées  de  l'équation  de  la  courbe. 
Si  cette  équation  est  donnée  sous  la  forme 

A^y)  =  0,  (a) 

on  a 

df  ,      àt 

et  par  suite  l'équation  de  la  tangente  devient    . 
c'est-à-dire  qu'on  la  déduit  de  l'équation  différentielle  de 


(fl-y)l/+(Ç_x)g  =  0;  («) 
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la  courbe,  en  y  remplaçant  les  différentielles  dx,  dy  par  les 
différences  £ — x,  n — y  ;  ce  qui  doit  être,  puisqu'il  est  per- 
mis de  considérer  la  tangente  comme  le  prolongement  d'une 
corde  menée  par  deux  points  infiniment  voisins. 
L'équation  de  la  normale  est 

(„-f,g_ft_^0.  (,) 

Si  Ton  regarde  dans  les  équations  (6),  (c),  les  coordon- 
nées €,Yi  comme  des  quantités  constantes,  et  x,  y  comme 
des  coordonnées  courantes,  ces  équations  appartiennent  à 
deux  lignes  qui  passent  par  le  point  (|,  n),  et  dont  les  points 
d'intersection  avec  la  courbe  (a)  déterminent  les  tangentes 
ou  les  normales  à  cette  courbe,  menées  par  le  point  (£,*î). 

Les  équations  (b)  et  (c)  ne  changeraient  pas  si  l'équation 
(a)  était  remplacée  par  f[x,y)=c,  c  désignant  un  paramètre 
constant  que  la  différentiation  fait  disparaître.  Donc  on  peut 
encore  considérer  les  lignes  (b)  et  (c)  comme  les  lieux  géo- 
métriques des  points  où  des  droites  qui  concourent  au  point 
(£,  n)  viennent  toucher  ou  couper  à  angles  droits  les  courbes 
qu'on  obtient  en  attribuant  au  paramètre  c  une  suite  de 
valeurs  particulières. 

173.  Appelons  a,/3  les  angles  que  la  tangente  forme  avec 
des  parallèles  s^ux  axes  des  x  et  des  y,  menées  par  le  point 
(x,y)y  dans  le  sens  des  coordonnées  positives  :  nous  aurons 

"•^îïr&'^^FFt?'      {d) 

En  appelant  X,  p.  les  angles  homologues  pour  la  normale,  on 

obtiendra 

v'  * 

COS  >  =z  db  —  ,  COS  jx  =z  db  — ==  .  Çd) 

V1+y'*         p  V\+y'% 

Les  signes  adoptés  pour  ces  quatre  cosinus  doivent  être 
combinés  de  manière  à  satisfaire  à  l'équation 
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COS  «  COS  \  +  COS  |3  COS  f*  =  0, 

laquelle  exprime,  comme  on  sait,  que  la  tangente  et  la  nor- 
male sont  perpendiculaires  Tune  à  l'autre. 

Lorsque  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  sous  la  forme 
(a),  on  a 

COS  a COS  J3 1 


dy  dx  v      \dx)  "*"  \dy) 

1 74.  On  entend  par  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  entre 
deux  points  donnés,  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment 
le  périmètre  d'une  ligne  polygonale  inscrite  ou  circonscrite 
à  l'arc,  et  terminée  aux  mêmes  points,  quand  le  nombre  des 
côtés  du  polygone  augmente  indéfiniment.  Si  donc  on  ap- 
pelle s  la  longueur  de  l'arc  d'une  courbe,  depuis  le  point 
(#0,j/a)  pris  pour  origine  jusqu'au  point  (x,y),  s  sera  une  fonc- 
tion de  x,  qui,  par  la  définition  même,  satisfera  à  l'équation 
différentielle 

ds  =  =b  \/dx%  +  rfy*  =  ±  l/\  +y".dx  :  (s) 

le  signe  +  ou  le  signe  —  devant  être  choisi,  suivant  que 
l'arc  croit  ou  décroit  pour  des  valeurs  croissantes  de  x.  Au 
moyen  de  l'équation  (s),  les  formules  (d),  (<J)  deviennent 

^dx         A         dy  dy  ,dx 

cos  «=±  — ,  cosâ=  àz~;  cosX  =  ±  — ,cos/*=±>--. 
ds  ds  ds  ds 

On  dit  encore  que  la  longueur  d'un  arc  de  courbe  est  celle 
de  la  portion  de  ligne  droite  sur  laquelle  l'arc  pourrait  s'ap- 
pliquer exactement,  s'il  était  formé  par  un  fil  flexible  et 
inextensible.  Mais  cette  définition  (outre  qu'elle  implique  au 
fond  un  cercle  vicieux)  est  plutôt  physique  que  mathémati- 
que ;  et  il  en  faudrait  dire  autant  de  toute  définition  de  la 
grandeur  s,  où  l'on  prétendrait  éluder  l'emploi  des  limites 
ou  de  l'infiniment  petit. 

Il  n'en  est  pas  de  même  pour  l'aire  d'une  courbe  :  car, 
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ayant  défini  Taire  A  d'un  polygone,  on  conçoit  directement 
que,  si  Ton  trace  dans  l'intérieur  du  polygone  une  ligne 
fermée,  courbe  ou  polygonale,  on  retranche  de  Aune  portion 
B  de  cette  grandeur  ;  en  sorte  que  la  notion  de  limite  ou 
d'infiniment  petit  n'est  requise  que  pour  la  mesure  de  la 
grandeur  B,  si  le  contour  est  courbe,  et  non  pour  la  défini- 
tion même  de  cette  grandeur. 

Au  surplus,  voici  comment  on  a  coutume  de  démontrer 
F  équation  (s),  lorsqu'on  ne  la  prend  pas  pour  la  définition 
même  de  la  grandeur  s,  dont  l'idée  est  alors  censée  donnée 
à  priori. 

Soit  mml  (fig.  41)  un  arc  assez  petit  pour  que,  dans  l'é- 
tendue de  cet  arc,  la  courbe  tourne  sa  convexité  du  même 
côté,  ou  pour  qu'elle  ne  coupe  pas  sa  tangente  entre  m  et  t. 
On  prend  pour  axiome,  d'après  Apchimède,  que  la  longueur 
de  Tare  mm^  est  comprise  entre  celle  de  la  corde  mmi  et 
celle  de  la  ligne  brisée  enveloppante  mtml.  Désignons  par 
Ax  l'intervalle  pp=mr  :  on  a 


mt  =  1/4  +  y'f.  &X,  mtt  =  rt  —  rmt  =  y1  AOJ  —  Ay, 
corde  mmi  —  £/    K  4-  ^  •  ^o?. 
Donc  le  rapport  de  la  ligne  enveloppante  à  la  corde  est 


r  Atf 

\/TTT*+y'-fx 


et   il  a   évidemment  l'unité  pour  limite  :  donc  aussi  le 
rapport 


as 


a  l'unité  pour  limite,  ce  qui  établit  l'équation  ($). 

175.  Donnons  quelques  applications  des  formules  qui 
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précèdent.  L'équation  de  l'ellipse,  rapportée  à  son  centre 
et  à  ses  axes,  étant  de  la  forme 

&     y* 

3  +  r.-1'  « 


l'équation  (6)  deviendra 
ou  bien 


(c— *)*  ,  (*-y)y  _  A 


ou  enfin 


L'équation  (ftf)  est  celle  d'une  autre  ellipse  qui  passe  par 
le  point  (£,d),  et  dont  les  points  d'intersection  avec  l'ellipse 
(e)  sont  les  points  de  contact  de  cette  ellipse  et  des  droites  ve- 
nant du  point  (|,  rj). 

Si  l'on  remplace  les  demi-axes  a,  b  par  ca,  cb,  et  qu'on 
fasse  varier  la  constante  c,  on  obtient  une  suite  d'ellipses 
concentriques  et  semblables  ;  et  les  points  où  chacune 
de  ces  ellipses  est  coupée  par  l'ellipse  (bt) ,  sont  ceux 
où  elle  serait  touchée  par  des  droites  parties  du  point 

L'équation  {bt)  est  celle  de  la  droite  tangente  à  l'ellipse 
(e)  au  point  (x,y)9  quand  on  y  regarde  £,  to  comme  les  coor- 
données courantes  ;  et  lorsqu'on  y  considère  au  contraire 
x,  y  comme  les  coordonnées  courantes  et  £,  n  comme  des 
constantes,  cette  équation  devient  celle  d'une  droite  qui 
coupe  l'ellipse  en  deux  points  où  elle  est  touchée  par  des 
droites  venant  du  point  (£,  u). 

Si  l'on  fait  dans  l'équation  (bt)  -n  =0,  on  a  £=  ?-;  ainsi 

la  sous-tangente  est  indépendante  de  Taxe  2  b ,  et  la  même 
pour  l'ellipse  proposée  que  pour  le  cercle  décrit  sur  l'axe  2  a 
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comme  diamètre.  De  là  on  déduit  une  construction  très  sim- 
ple de  la  tangente  à  l'ellipse,  indiquée  dans  tous  les  traités 
des  sections  coniques. 
L'équation  de  la  normale  à  l'ellipse  proposée  est 

(«  —  y)x     (g— x)y 
a*  b*       ~    ' 

et  l'on  en  tire,  en  faisant  n  =  0, 

ce  qui  exprime  que  la  sous-normale  est  numériquement  pro- 
portionnelle à  l'abscisse. 

L'équation  de  la  parabole  ordinaire,  rapportée  à  son  axe 
et  à  son  sommet,  étant 

y*  =  2px, 

celles   de  la  tangente  et  de  la  normale  sont  respective- 
ment 

La  sous-tangente  est  égale  au  double  de  l'abscisse,  et  la 
sous-normale  est  égale  au  paramètre  p,  ou  au  double  de  la 
distance  du  sommet  au  foyer  de  la  parabole. 
La  tangente  et  la  normale  à  la  courbe  logarithmique 

y=logs 

ont  respectivement  pour  équations 

\ 

»  —  y=-(ï  —  x)9   u— y=ur(x  — Ç). 
x 

Par  la  permutation  des  axes  la  première  équation  de- 
viendra 

ç-*=-fr—  y), 

y 

et  en  faisant  maintenant  jj=0  ,  on  trouvera  x — £=  1 , 
c'est-à-dire  une  valeur  constante  pour  la  sous-tangente.  Ce 
caractère  fournit  la  véritable  définition  géométrique  de  la 
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courbe,  dont  on  ne  donne  qu'une  définition  arithmétique 
tant  qu'on  se  borne  à  dire  que  les  abscisses  sont  les  loga- 
rithmes des  ordonnées  correspondantes. 

1 76.  Parmi  les  courbes  qu'on  a  appelées  transcendantes, 
parce  que  leurs  équations  en  coordonnées  rectilignes  ren- 
ferment des  fonctions  exponentielles,  logarithmiques  ou  cir- 
culaires, la  plus  célèbre  dans  l'histoire  des  mathématiques, 
et  la  plus  remarquable  à  cause  de  la  foule  de  propriétés  cu- 
rieuses dont  elle  jouit,  est  la  cycloïde.  On  appelle  ainsi  la 
courbe  décrite  par  un  point  quelconque  M  (fig.  42)  de  la 
circonférence  d'un  cercle  NMN'  qui  roule  sans  glisser  sur  la 
droite  indéfinie  X'X,  base  delà  cycloïde,  c'est-à-dire  de  ma- 
nière que  la  longueur  d'un  arc  quelconque  MN  soit  égale  à 
celle  de  la  portion  de  droite  ON  sur  laquelle  tous  les  points 
de  Parc  MN  viennent  successivement  s'appliquer.  Menons 
le  rayon  CM  =  R,  et  soit  <p  l'angle  variable  MCN,  x  =  OP 
l'abscisse  du  point  M,  y  =  PM  son  ordonnée  rectangulaire, 
l'origine  0  étant  le  point  où  M  touche  la  base  X'X:  on  a  par 
la  définition 

ON  =  R?,  PN  =  MlmRsin  *PM  =  IN  =  R(I  —  cos  ?), 
d'où 

a?  =  R(î>— sin?),  (/) 

y  =  R(1  —  cos?).  il) 

Chacune  des  équations  (/)  et  (g)  peut  être  prise  pour  l'é- 
quation de  la  cycloïde,  l'une  étant  entre  les  coordonnées  x 
et  y,  l'autre  entre  les  coordonnées  y  et  <j>.  D'après  le  mode  de 
description  de  la  courbe,  rien  ne  limite  le  nombre  des  ré- 
volutions du  cercle  sur  la  droite  X'X,  en  arrière  et  en  avant 
du  point  0  :  la  continuité  géométrique  exige  donc  que  Fou 
conçoive  la  cycloïde  comme  formée  d'une  infinité  tf  arceaux, 
tels  que  OMQR,  parfaitement  superposables.  La  distance 
OR  des  pieds  d'un  arceau  est  égale  à  la  longueur  de  la  cir- 
conférence du  cercle  générateur  ;  l'ordonnée  SQ  menée  par 
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le  milieu  de  OR  est  égale  au  diamètre  du  cercle  et  divise 
l'arceau  OQR  en  deux  parties  symétriques. 

Pour  représenter  ce  mouvement  indéfini  du  cercle  généra- 
teur, il  faut  admettre  que  la  variable  <p  peut  être  prise  tant, 
positivement  que  négativement,  et  que  sa  grandeur  abso- 
lue peut  atteindre  et  dépasser  un  nombre  quelconque  de 
circonférences.  Or,  ceci  admis,  chacune  des  équations  (f)  et 
(g)  représente  en  effet  la  cycloïde  dans  toute  l'étendue  de 
son  cours,  à  cause  de  la  périodicité  des  fonctions  sin  <p,  cos<p, 
établie  en  trigonométrie,  et  résultant  d'ailleurs ,  ainsi  qu'on 
Ta  vu  [74],  de  la  forme  des  équations  différentielles  qui 
peuvent  servir  à  définir  analytiquement  ces  fonctions.  Il  y 
a  corrélation  exacte  entre  la  génération  géométrique  de  la 
courbe  et  la  discussion  analytique  de  son  équation  ;  ce  qui 
tient  au  choix  de  la  variable  indépendante  <p  donnée  par  le 
mode  même  de  description  de  la  courbe,  conformément  à 
la  remarque  du  n*  H . 

Supposons  maintenant  qu'on  veuille  avoir  l'équation  de 
la  cycloïde  entre  les  coordonnées  rectangulaires  x,  y  :  on 
tirera  de  l'équation  {g) 

cos  f  =  -^,  d'où  sin  ?  =  ±         *    *  , 

le  radical  devant  être  pris  positivement  ou  négativement, 
suivant  que  la  valeur  de  Tare  <p  donne  à  sin  <p,  d'après  les 
règles  de  la  trigonométrie,  une  valeur  positive  ou  négative. 
L'équation  entre  xeïy  sera 

x  =  R  arc  cos  (— j^)  TV**y— y'i  (*) 

mais  à  chaque  valeur  de  x  ne  correspondra  que  l'une  de3 
valeurs,  en  nombre  infini,  dont  l'expression 


R  arc  cos 


p?) 
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est  susceptible,  et  en  outre  les  deux  signes  du  radical  ne  de- 
vront pas  être  employés  simultanément.  Il  faudra  prendre  le 
signe  supérieur  quand  le  point  fa  y)  appartiendra  à  Parc 
OQ,  et  le  signe  inférieur  quand  le  point  appartiendra  à  Tare 
QR,  en  opérant  la  même  permutation  de  signes,  chaque  fois 
que  Ton  passera  par  le  sommet  ou  par  le  pied  d'un  arceau. 
Si  l'on  employait  simultanément  les  deux  signes,  l'équation 
(h)  représenterait  le  système  de  deux  cycloïdes  inversement 
disposées  (fig.  43),  que  leur  génération  géométrique  ne  lie 
point  Tune  à  l'autre  ;  et  la  corrélation  habituelle  entre  la 
géométrie  et  l'analyse  (telle  qu'on  l'observe,  par  exemple, 
pour  les  sections  coniques)  se  trouverait  en  défaut.  Nous  re- 
viendrons plus  loin  sur  le  principe  et  sur  les  restrictions  de 
cette  correspondance  entre  les  formules  analytiques  et  les 
lois  géométriques  de  la  description  des  lignes. 

177.  Pour  déterminer  la  tangente  à  la  cycloïde,  on  pour- 
rait différentier  l'équation  (h)  ;  mais  il  sera  plus  simple  de 
retenir  la  variable  <j>  et  d'opérer  sur  les  équations  {f)  et  (g), 
ce  qui  donnera 

dx  =  R  (1  —  cosy)  dff,  dy  =  Rsiny  rfy, 
et  par  suite 

dy  __    siny    _      l^RFV  =  +  t/âR^ 
dx       4  — cos?      ~         y       '      ""  ^       y 

Cette  valeur  devient  nulle  quand  y=2  R,  ce  qui  arrive  aux 
sommets  des  arceaux,  et  infinie  quand  y  s'évanouit.  Les  pieds 
des  arceaux  sont  donc  des  points  de  rebroussement,  où  la 
tangente  devient  perpendiculaire  à  la  base  de  la  cycloïde.  On 
a  pour  la  valeur  de  la  sous-normale 

l/2Ry  —  y*  =  R  sin ? . 
Ainsi  la  normale  M  N  à  la  cycloïde  coupe  la  base  X'X  au  point 
N  où  cette  droite  est  touchée  par  le  cercle  générateur,  et  la 
tangente  TM  va  passer  à  l'autre  extrémité  N'  du  diamètre 
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perpendiculaire  à  la  droite  XX.  On  a  en  conséquence,  pour 
la  longueur  de  la  normale  MN,  cette  valeur  très  simple  dont 
nous  nous  servirons  plus  loin, 

MN  =  v/«Ry.  (A') 

On  peut  remarquer  que  la  longueur  MN  décroît  de  plus  en 
plus  dans  le  voisinage  du  point  0,  quoique  la  normale  s'in- 
cline de  plus  en  plus  sur  Taxe  des  x. 

$  2.  Des  asymptotes  des  courbes  planes. 

1 78 .  On  appelle  asymptote  d'une  courbe  plane  une  droite 
dont  un  point  mobile  sur  la  courbe  s'approcherait  indéfini- 
ment, sans  jamais  l'atteindre  :  de  manière  que  la  perpendi- 
culaire 9  abaissée  de  ce  point  sur  la  droite  tombât  au-dessous 
de  toute  grandeur  finie,  sans  jamais  s'évanouir  ;  et  pour 
cela  il  faut  que  la  branche  de  courbe  sur  laquelle  on  conçoit 
le  point  en  mouvement,  s'éloigne  à  l'infini. 

La  différence  des  ordonnées  de  la  courbe  et  de  son  asym- 
ptote, pour  la  même  abscisse,  étant  égale  au  quotient  de  d 
par  le  cosinus  de  l'angle  de  l'asymptote  avec  l'axe  des  x, 
converge  vers  zéro  quand  x  converge  \ers  une  valeur  infinie. 
En  même  temps,  l'angle  de  la  tangente  à  la  courbe  avec  l'axe 
des  x  converge  vers  une  limite,  qui  est  la  valeur  de  l'angle 
formé  par  l'asymptote  avec  le  même  axe. 

L'équation  (b)  deviendra  celle  d'une  asymptote,  si  la  sup- 
position de  x  ou  de  y  infini  y  fait  évanouir  tous  les  termes 
qui  renferment  ces  variables,  de  manière  que  l'équation  ne 
contienne  plus  que  les  coordonnées  courantes  £,*  et  des  pa- 
ramètres constants.  En  conséquence ,  on  substituera  dans  . 
cette  équation  la  valeur  de  y  en  x  tirée  de  l'équation  delà 
courbe;  puis  on  fera  x=+oo ,  ce  qui  donnera  toutes  les 
asymptotes  non  parallèles  à  l'axe  des  y.  On  trouvera  ces  der- 
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nières  en  substituant  la  valeur  de  x  en  y,  et  en  faisant  ensuite 
y=±<x>  . 

Si  nous  prenons  l'équation  de  l'hyperbole  rapportée  à  son 
centre  et  à  ses  axes,  savoir 

nous  aurons  pour  l'équation  de  la  tangente, 

Par  la  substitution  de  la  valeur  de  y  en  x  cette  équation 
devient  

l±:v/Tn=l. 

a*      b        a9     x*        x' 
et  quand  on  y  fait  #=+ao  ,  elle  se  réduit  à 

a 
équation  double,  qui  donne  celles  des  deux  asymptotes  de 
l'hyperbole,  comme  on  Ta  vu  en  étudiant  les  sections  co- 
niques. 

L'équation  de  la  tangente  à  la  logarithmique  y=loga; 
étant 

X 

la  supposition  #=+oo  ne  donne  point  d'asymptotes,  après 
qji'on  y  a  substitué  pour  y  sa  valeur  en  x  ;  mais  si  l'on  y 
substitue  au  contraire  la  valeur  de  x  en  y,  cette  équation 
devient 

et  quand  on  y  fait  y = — oo ,  elle  se  réduit  à  £=0  :  par  con- 
.  séquent  l'axe  des  y  est  une  asymptote  de  la  courbe. 

La  méthode  précédente  demande  à  être  modifiée  dans  le 
cas  où  l'équation  de  la  courbe  n'est  pas  résoluble  par  rapport 
à  y  ou  à  x.  Soit 
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y  =  mx  -(-  n 
l'équation  d'une  asymptote  non  parallèle  à  Taxe  des  y  :  on 
en  tirera 

x  x 

de  sorte  que,  quand  x  convergera  vers  l'infini,  la  valeur  du 

rapport  |  convergera  vers  la  constante  m.  Donc,  si  Ton  fait 

dans  l'équation  de  la  courbe  #=«#,  et  qu'on  cherche  la  li- 
mite de  la  nouvelle  variable  «pour  x=+oo  y  cette  limite, 
quand  elle  existera,  sera  une  valeur  de  la  constante  m.  Si 
l'on  fait  ensuite,  dans  l'équation  d&la  courbe, 

et  qu'on  cherche  pareillement  la  limite  vers  laquelle  con- 
verge la  variable  (3,  quand  x  converge  vers  les  valeurs +00  , 
cette  limite  sera  une  valeur  de  la  constante  n. 

On  trouvera  de  cette  même  manière  les  asymptotes  non 
parallèles  à  l'axe  des  y. 

Prenons  pour  exemple  le  folium  de  Descartes  {fig.  44), 

dont  l'équation ,  déjà  discutée  sous  un  autre  point  de  vue 

[152],  est 

x9  -—  3axy  +  y*  =  0  : 

l'équation  en  a,  x  devient 

x 
d'où  l'on  conclut,  pour  la  limite  de  a,  m= — 1.  Faisant 
ensuite  y  +  x  =  $ ,  on  a,  pour  l'équation  en  {3 ,  a?, 

3(/3+a) - +£ï  =  °, 

ce  qui  donne,  pour  la  limite  /3 ,  n  =  —  a.  En  conséquence, 
la  droite  y + x  +  a  =  0  est  une  asymptote  de  la  courbe  pro- 
posée. 

t  u  20 
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$  3.  Emploi  des  coordonnées  polaires. 

179.  On  passe  de  l'équation  d'une  courbe  en  coordon- 
nées rectangulaires,  à  son  équation  en  coordonnées  polaires, 

en  posant 

x  zz  r  cos  y,  y  =  r  sin  y  : 

r  désigne  alors  le  rayon  vecteur  mené  de  l'origine  des  coor- 
donnés (qui  prend  le  nom  de  pôle)  au  point  {x,  y),  et  5 
l'angle  formé  par  ce  rayon  vecteur  avec  le  demi-axe  des  x 
positifs.  On  tire  de  ces  équations 

dx  =  dr  cos  ? —  rsin?  d?,  rfy=  dr  sin  y  +  r  cos  ?  dp,      (0 

et  par  suite 

dr  .   dy 

dx        dr  '  dro        "   dy 

—  —  rtangy  »        —  —  tang  ? 

Mais,  si  l'on  appelle  0  l'angle  de  la  tangente  au  point  [x,  y) 
avec  Taxe  des  x,  dans  le  sens  des  x  positifs,  on  a 

dy  dr        4  -4-  tang  0 .  tang  *  ,         % 

/  =  tang  ©,  — =  - f— ^I=:cot(ô  —  ?).     j) 

dx  rdy         tang  6  —  tang  ? 

L'angle  0  —  <p  est  celui  que  la  tangente  à  la  courbe  forme 
avec  le  rayon  vecteur  du  point  de  contact  :  on  peut  donc 
calculer  cet  angle  par  la  formule  (  j  )  et  construire  la  tan- 
gente, quand  l'équation  de  la  courbe  est  donnée  en  coordon- 
nées polaires.  Si  l'on  mène  par  le  pôle  une  perpendiculaire 
au  rayon  vecteur,  elle  coupera  la  tangente  en  un  point  dont 
la  distance  au  pôle  est 

p  =  r  tang  (0  —  ?)  =  r»  ~.  (*) 

Par  analogie  on  donne  quelquefois  à  la  ligne  p  le  nom  de 
sous-tangente. 
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La  formule  (j)  se  démontre  directement  par  une  cons- 
truction très  simple.  Soient  m9mi  (fig.  45)  deux  points 
d'une  courbe  infiniment  voisins,  de  manière  que  la  droite 
m  t,  tangente  à  la  courbe  en  m,  puisse  être  prise  pour  le 
prolongement  de  l'arc  infiniment  petit  mmt.  0  est  le  pôle, 
et  OX  la  droite  à  partir  de  laquelle  les  angles  <p  sont  mesu- 
rés. Si  l'on  décrit  du  rayon  Om  l'arc  de  cercle  infiniment 
petit  wt/x,  on  aura  rafx  =  rd<p,  fxmt=rfr:  on  pourra  regarder 
wifx  m,  comme  un  triangle  rectiligne  et  rectangle  en  p,  ce  qui 

donnera 

dr 
tang  pmml  =-3-. 
rd? 

Mais  on  peut  aussi  regarder  le  secteur  infiniment  petit  0  m  (x. 
comme  un  triangle  rectangle  en  m,  d'où 

tang  ftm m,  =  cot  (0  —  y) . 

1 80.  La  longueur  s  d'un  arc  de  courbe,  mesurée  à  partir 
d'un  point  fixe  pris  sur  la  courbe,  étant  une  grandeur  dont  la 
définition  ne  dépend  pas  du  système  de  coordonnées  qu'on 
emploie,  il  suffit,  pour  obtenir  l'expression  de  ds  en  coor- 
données polaires,  de  substituer  à  dx  et  à  dj/,  dans  la  for- 
mule 

ds%  —  dx1  +  dy*, 

leurs  valeurs  tirées  des  équations  (t),  ce  qui  donne 

ds»  =  dr* -h  r»  d?\  (/) 

La  construction  précédente  donne  aussi  ce  résultat  très  di- 
rectement, puisqu'elle  conduit  à  considérer  mm^  comme 
l'hypoténuse  du  triangle  mpm^  rectangle  en  p. 

On  entend  par  Taire  d'une  courbe,  rapportée  à  des  coor- 
données polaires ,  l'espace  compris  entre  cette  courbe ,  un 
rayon  vecteur  fixe,  et  le  rayon  vecteur  mobile  Om.  Ainsi, 
quand  le  rayon  vecteur  mobile  passe  de  la  position  Om  à  la 
position  infiniment  voisine  Om,,  l'aire  que  nous  appellerons 
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u,  augmente  de  la  surface  du  triangle  infinitésimal  0  m  m1? 
dont  on  peut  considérer  Orn,  comme  la  base  et  m  y.  comme 
la  hauteur.  On  a  donc 

du  =  \  (r  +  dr)  rd?9 
et  en  négligeant  Tinfiniment  petit  du  second  ordre, 

duz={rÈdf.  <m) 

La  différentielle  de  Taire,  mesurée  de  la  même  manière , 
mais  exprimée  en  coordonnées  rectangulaires,  est 

du  =  {  (xdy  —  ydx)  ; 
ce  qui  résulte  de  ce  qu'on  a 

A  cause  de  l'importance  des  formules  (m),  (n)  en  mécanique 
et  en  astronomie ,  on  peut  désirer  d'en  avoir  une  démons- 
tration par  les  limites.  En  conséquence ,  remarquons  que 
lorsque  le  rayon  vecteur  se  transporte  de  0 m  en  0 m,,  les 
variables  r  et  <p  augmentant  de  Ar,  A<p ,  Taire  reçoit  Tac- 
croissement  Au  égal  à  la  surface  du  secteur  Omm,.  Or, 
Taire  de  ce  secteur  est  comprise  entre  celles  de  deux  sec- 
teurs circulaires  de  même  angle,  ayant  pour  rayons,  Tun 
r,  Tautre  r+Ar;  c'est-à-dire  que  Ton  a,  Ar  étant  supposé 

positif, 

Au  >  {  r*  Ay,  Au  <  i  (r  +  Ar)f  A?. 

Mais  le  rapport 

Hr+*r)'Ay 

ir'A? 
a  l'unité  pour  limite,  quand  A<j>,  Ar  convergent  vers  zéro: 
donc  le  rapport 

AU 


Î^A? 

a  aussi  Tunité  pour  limite  ;  ce  qui  établit  l'équation  (m). 
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181.  Lorsque  l'équation  d'une  courbe  en  coordonnées 
polaires  est  de  la  forme  r=/\p,  fy  étant  une  fonction  qui 
reste  réelle  pour  toutes  les  valeurs  réelles  de  <p,  et  qui  croit 
ou  décroît  indéfiniment  avec  <p,  la  courbe  prend  le  nom  de 
spirale  :  elle  coupe  en  une  infinité  de  points  chaque  droite 
menée  par  le  pôle  ;  et  l'arc  compris  entre  deux  intersec- 
tions consécutives  de  la  courbe  par  le  même  rayon  vecteur 
prend  le  nom  de  spire.  D'ailleurs,  les  propriétés  géométri- 
ques de  ces  courbes  ne  sont  guère  qu'un  objet  de  pure  cu- 
riosité. 

La  spirale  (FArchirnède  est  celle  dont  l'équation 

r  =  a? 
a  la  forme  la  plus  simple.  On  peut  concevoir  qu'elle  est  dé- 
crite par  un  point  m  (fig.  46)  qui  se  meut  avec  une  vitesse 
constante  sur  une  droite  mobile  MN  passant  par  le  pôle  0, 
tandis  que  la  droite  MN  tourne  elle-même  autour  de  0  avec 
une  vitesse  angulaire  constante ,  c'est-à-dire ,  en  décrivant 
des  arcs  égaux  en  temps  égaux.  Il  faut  admettre  aussi  que, 
quand  le  point  m  passe  par  le  pôle,  la  droite  mobile  MN 
coïncide  avec  la  droite  fixe  OX,  à  partir  de  laquelle  les  an- 
gles cp  sont  mesurés. 

On  peut  toujours  supposer  positif  le  paramètre  a  qui  me- 
sure la  longueur  que  le  point  m  parcourt  sur  la  droite  MN, 
tandis  que  cette  droite  décrit  un  angle  qui  est  à  deux  angles 
droits  dans  le  rapport  de  1  à  p.  La  constante  a  étant  positive, 
r  deviendra  négatif  avec  <p  ;  et  il  est  évident,  d'après  la  loi 
du  mouvement,  que  les  valeurs  négatives  du  rayon  vecteur 
devront  être  mesurées  en  sens  inverse  des  valeurs  positives. 
Ainsi,  lorsque  OM  fait  avec  OX  l'angle  positif  MOX,  le 
rayon  vecteur  sera  mesuré  de  0  en  m  ;  mais  auparavant  OM 
avait  fait  avec  OX  l'angle  négatif  M'OX,  et  alors  le  point 
mobile  m  se  trouvait  en  m',  de  sorte  que  le  rayon  Om'  doit 
être  mesuré  en  sens  contraire  de  OM'. 
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La  spirale  cTArchimède  comprend  donc  deux  systèmes 
de  spires  inversement  disposés,  et  qui  se  raccordent  à  F  ori- 
gine :  si  l'on  supprimait  un  de  ces  systèmes  en  arrêtant 
brusquement  la  courbe  à  l'origine  ,  on  n'aurait  point  égard 
à  la  loi  de  continuité  dans  le  mouvement  composé  d'où  ré- 
sulte la  description  de  la  courbe. 

L'équation  de  cette  spirale  donne 

tàng(0— f)=^  =  y, 
a 

en  sorte  que  la  courbe  touche  à  l'origine  la  droite  OX.  On  a 
aussi,  d'après  la  formule  (ft), 

rf 

Soit  R=2o7r,  de  manière  qu'à  chaque  révolution  du  point 
décrivant,  le  rayon  vecteur  augmente  de  R  :  il  viendra 

ce  qui  donne  la  valeur  très  simple,  trouvée  par  Archimède, 

p=27rR,  lorsque  ?=27r. 

On  nomme  spirale  hyperbolique  {fig.  47)  celle  qui  a  pour 

équation 

a 
r=-t  (P) 

d'où 

tang($— ?)=  —  f. 

Cette  courbe  décrit  une  infinité  de  révolutions  autour  du 
pôle  dont  elle  s'approche  indéfiniment  sans  jamais  l'attein- 
dre, puisqu'il  faudrait  donner  à  y  une  valeur  infinie  pour 
que  r  s'évanouit.  Elle  a  pour  asymptote  la  droite  dont  l'é- 
quation en  coordonnées  rectangulaires  serait  y=a,  le  demi- 
axe  des  x  positifs  étant  la  droite  à  partir  de  laquelle  on  me- 
sure les  angles  <j>.  En  effet,  l'équation  (p)  devient  dans  ce 
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système  de  coordonnées 

sin» 
y  =  a — 1, 

ce  qui  donne  t/=a,  pour  <p=0. 

Si  Ton  a  égard  aux  valeurs  négatives  de  y  et  que  Ton 
construise  les  valeurs  négatives  de  r  qui  leur  correspondent, 
ainsi  que  nous  l'avons  indiqué  pour  la  spirale  d'Archimède, 
la  spirale  hyperbolique  aura  deux  branches  symétriques. 
Mais  comme  il  existe  toujours  une  solution  de  continuité 
entre  les  deux  branches  ainsi  construites,  cette  extension 
donnée  à  la  construction  de  l'équation  (p)  reste  purement 
conventionnelle  et  ne  dérive  par  (de  même  que  pour  la  spi- 
rale d'Archimède)  de  la  nécessité  de  maintenir  la  continuité 
du  mouvement  en  vertu  duquel  la  courbe  est  décrite. 

La  spirale  logarithmique  est  celle  qui  a  pour  équation 

4  , 
f  =  —  logr,  our  =  e»?: 
m 

elle  fait,  comme  la  spirale  hyperbolique,  une  infinité  de  ré- 
volutions autour  du  pôle  ,  sans  jamais  l'atteindre ,  mais 
elle  n'a  pas  d'asymptote.  La  formule  (  j)  donne  pour  cette 

courbe. 

cot  ($  — y)  =  m; 

ce  qui  exprime  que  le  rayon  vecteur  forme  avec  la  tangente 
un  angle  constant,  propriété  remarquable  et  qu'il  con- 
vient de  prendre  pour  la  définition  géométrique  de  la  courbe 
[175]. 


CHAPITRE  II. 

THÉORIE  DES  ENVELOPPES    DES  LIGNES  PLANES. 

182  Soit 

F  (*,*«)  =  »,■  W 

F  équation  d'une  série  de  courbes,  en  nombre  infini,  qui  ne 

diffèrent  que  par  la  valeur  du   paramètre  a  [162],  et 

/•(a?,y,y')  =  0,  (4) 

Téquation  différentielle  qui  convient  à  la  même  série  de  cour- 
bes, laquelle  s'obtient  par  l'élimination  de  la  constante  a 
entre  l'équation  (a)  et  sa  dérivée  immédiate  :  il  peut  se 
faire  que  les  courbes  de  la  série  ne  se  rencontrent  point, 
quelque  voisines  que  soient  les  valeurs  données  consécu- 
tivement au  paramètre  a.  Ce  cas  se  présente  toutes  les  fois 
qu'on  ne  peut  tirer  de  l'équation  (b)  qu'une  seule  valeur 
réelle  pour  yf,  quelles  que  soient  les  valeurs  réelles  attri- 
buées à  a:  et  à  y  :  puisque,  si  plusieurs  des  courbes  de  la 
série  (a)  se  coupaient  en  un  point  (x0,y0)y  les  valeurs  x„y0 
devraient  donner  à  y'  autant  de  valeurs  différentes  qu'il 
y  a  de  courbes  qui  se  coupent  en  ce  point,  ayant  chacune 
leurs  tangentes  au  point  d'intersection  diversement  inclinées 
sur  l'axe  des  abscisses. 

Si,  par  exemple,  on  pose  #*-|-y* — a=0,  les  courbes  delà 
série  sont  des  cercles  concentriques  qui  ne  peuvent  avoir  de 
points  communs,  quelque  valeur  qu'on  assigne  à  la  diffé- 
rence des  rayons.  L'équation  (b)  devient  x+yy'=0  et  elle 
ne  donne  à  y',  comme  cela  doit  être ,  qu'une  seule  valeur 
réelle,  pour  toute  les  valeurs  réelles  àex  et  de  y. 

A  la  vérité,  pour  #=0,y=:0,  la  valeur  de  y  se  présente 
sous  la  forme  indéterminée  £  ;  mais  en  appliquant  la  mé- 
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thode  du  n°  142  à  la  recherche  de  la  vraie  valeur  de  y\  on 
tombe  sur  l'équation  t/'2=—  1,  dont  les  racines  sont  ima- 
ginaires. 

Il  peut  arriver  aussi  que  les  lignes  comprises  dans  la  série* 
(a)  se  coupent  toutes  en  un  même  point;  et  ceci  doit  avoir 
lieu  lorsque  les  valeurs  des  coordonnées  de  ce  point  donnent 
à  y\  en  vertu  de  l'équation  (b),  une  valeur  réellement  in- 
déterminée. Ainsi  l'équation  y — ax=0  appartient  à  une 
série  de  droites  qui  se  coupent  toutes  à  l'origine  des  coor- 
données; et  l'équation  (b)  devenant  dans  ce  cas  y'x — y=0, 
on  trouve  que  l'indétermination  de  y',  pour  les  valeurs 
x=0,t/:=0,  ne  peut  être  levée. 

183.  Au  contraire,  si  l'équation  (b)  est  telle,  qu'elle 
donne  à  y'  plusieurs  valeurs  réelles ,  pour  une  infinité  de 
systèmes  de  valeurs  réelles  de  x  et  de  y,  les  courbes  de  la 
série  (a)  se  coupent  en  un  ou  plusieurs  points.  Pour  plus  de 
simplicité  nous  admettrons  que  deux  courbes  prises  dans 
la  série  n'ont  qu'un  seul  point  d'intersection  :  cette  suppo- 
sition ne  changera  rien  à  l'analyse  et  facilitera  les  raisonne- 
ments. 

Désignons  par  a  et  par  a-\-Aa  deux  valeurs  distinctes  du 
paramètre  :  les  courbes  qui  correspondent  à  ces  valeurs  par- 
ticulières ont  pour  équations 

F(s,  y,a)  =  0,  (a) 

F  (x,  y,  a  +  A  a)  =  0  ;  (*i) 

les  coordonnées  du  point  d'intersection  sont  les  valeurs  de 
x,  y,  tirées  du  système  de  ces  deux  équations.  Ces  coor- 
données varieront,  et  le  point  se  déplacera  sur  la  première 
courbe  quand  on  prendra  Aa  de  plus  en  plus  petit.  Passons 
à  la  limite  en  supposant  Aa  infiniment  petit  :  l'équation  (at) 
deviendra 

F  (xiyJa)  +  —  da  =  0; 
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en  sorte  que  le  système  des  équations  (a),  (aj  sera  remplacé 
par 


F  (s,  y,  a)  =  0, 

« 

dF      . 

rf-a  =  0î 

("0 

et  les  valeurs  de  x,  y,  tirées  de  ce  nouveau  système,  seront 
les  limites  dont  s'approchent  indéfiniment  les  valeurs  des 
mêmes  coordonnées,  tirées  du  système  (a),  (aj,  quand  on 
fait  décroître  indéfiniment  Aa. 

En  d'autres  termes,  le  point  (#,  y)  ainsi  déterminé  est  le 
point  d'intersection  des  deux  courbes  infiniment  voisines 
qui  ont  respectivement  pour  équations 

F  (a?,  y,  a)  =  0, 
F  {x,y,a  +  da)=:0. 

Ce  point  se  déplace  quand  on  change  la  valeur  du  paramè- 
tre ;  il  décrit  sur  le  plan  une  ligne  continue  quand  on  fait 
varier  ce  paramètre  sans  discontinuité  ;  et  d'après  les  pre- 
mières notions  de  la  géométrie  analytique ,  l'équation  de 

cette  ligne 

?(x,y)z=:0t  (*) 

s'obtient  par  l'élimination  de  a  entre  les  équations  (a),  (a'). 
La  ligne  (a)  jouit  d'une  propriété  remarquable,  celle  de 
toucher  toutes  les  lignes  de  la  série  (o).  Effectivement  l'é- 
quation (a)  n'est  autre  chose  que  l'équation  (a)  où  l'on  a  mis 
pour  a  sa  valeur  en  fonction  dex,  y,  tirée  de  l'équation  (a'). 
On  peut  donc,  au  lieu  de  difiérentier  immédiatement  l'équa- 
tion (a)  pour  déterminer  la  tangente  à  la  courbe  que  cette 
équation  représente,  différentier  l'équation  (o)  en  y  regar- 
dant la  quantité  a,  non  plus  comme  un  paramètre  constant, 
mais  comme  une  fonction  des  variables  x,y,  ce  qui  donne 
(la  variable  y  étant  elle-même  une  fonction  de  x) 
d¥         ,  dF   .  d¥  fda  da\ 
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ou  plus  simplement 

puisque  l'expression  en  x,  t/,  qu'il  faut  substituer  pour  a,  est 
précisément  celle  qui  satisfait  à  l'équation  (a'). 

Donc,  pour  le  point  commun  aux  deux  courbes  (a),  (a),  la 
dérivée  y'  a  la  même  valeur,  quelle  que  soit  celle  des  deux 
courbes  que  l'on  considère,  ce  qui  revient  à  dire  que  les  deux 
courbes  ont  en  ce  point  une  tangente  commune,  ou  se  tou- 
chent mutuellement. 

On  donne  aux  courbes  delà  série  (a)  le  nom  d'enveloppées, 
et  à  la  courbe  («)  le  nom  d'enveloppe,  parce  qu'elle  touche 
ou  enveloppe  toutes  les  courbes  (a). 

On  donne  aussi  à  la  courbe  enveloppe  le  nom  de  ligne  de 
contact,  parce  qu'elle  est  le  lieu  des  points  de  contact  de  deux 
enveloppées  infiniment  voisines  ;  ou  (ce  qui  signifie  la  même 
chose)  parce  que  le  point  d'intersection  de  deux  enveloppées 
de  plus  en  plus  voisines,  se  rapproche  indéfiniment  de  la 
ligne  enveloppe,  en  même  temps  que  les  tangentes  des  deux 
enveloppées  au  point  d'intersection  tendent  indéfiniment 
vers  la  coïncidence. 

184.  Pour  fixer  les  idées  par  un  exemple,  prenons  l'é- 
quation 

y  =  ax 8p~    ' 

qui  est  celle  delà  parabole  que  décrirait  dans  le  vide  un  point 
matériel  pesant,  lancé  de  l'origine  des  coordonnées  sous 
l'angle  de  projection  dont  la  tangente  est  a,  les  ordonnées!/ 
étant  mesurées  verticalement  du  bas  en  haut  (!).  Si  Ton  fait 
varier  sans  discontinuité  l'angle  de  projection  et  par  suite  le 

(')  Traité  de  Mécanique,  par  M.  Poisson,  1. 1,  p.  397. 
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paramètre  a,  on  obtient  une  infinité  de  paraboles  dont  l'en- 
veloppe a  pour  équation,  d'après  les  formules  ci-dessus, 

*i  =  8Jp(|— y),ou/^-^y— a»  =  0;  (7) 

de  sorte  que  cette  enveloppe  est  une  autre  parabole,  ayant 
son  foyer  à  l'origine  (fig.  48). 

Il  peut  arriver  que  l'enveloppe  («)  touche  les  courbes  com- 
prises dans  une  portion  de  la  série  (a)  et  ne  touche  pas  celles 
des  courbes  (a)  qui  appartiennent  à  une  autre  portion  de  la 
série.  Imaginons  que  le  centre  d'un  cercle  de  rayon  variable 
se  meuve  sur  l'axe  des  abscisses  (fig.  49 ),  de  manière  que 
l'abscisse  OP  du  centre  de  ce  cercle  et  son  rayon  P  M  soient 
l'abscisse  et  l'ordonnée  de  l'ellipse  ABÀ'B'  quia  pour  équa- 
tion 

x1       t/1 

l'équation  commune  à  la  série  des  cercles  dont  il  s'agit, 
est 

(*-«)«  + y«-^(ro«-a»):=0, 
a  désignant  l'abscisse  du  centre  ;  et  de  là  on  déduit 


mr  +  n 


pour  l'équation  de  la  courbe  enveloppe,  qui  est  une  autre 
ellipse  «Ba'B',  concentrique  avec  la  première,  ayant  le  mê- 
me axe  BB'  et  l'axe  a  a'  >  A  A'.  Or,  pour  toutes  les  valeurs 

de  a  comprises  entre  1/2,1  et  m,  les  cercles  infiniment 

voisins  ne  se  touchent  plus  et  ne  touchent  plus  l'ellipse  en- 
veloppe; puisque  le  système  des  équations  (a),  (a!)  donne 
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d'où  résulte  pour  y  une  valeur  imaginaire  dès  que  a  sur- 
in* 

185.  Quand  une  ligne  est  donnée  par  une  équation 
F  (a?,»,  M)  =  0, 
dans  laquelle  entrent  deux  paramètres  a,  b,  on  peut  se  pro- 
poser d'établir  entre  a,  b  une  liaison  telle,  que  les  envelop- 
pes engendrées  par  la  variation  continue  du  paramètre  a, 
aient  pour  enveloppe  une  ligne  donnée 

?(x,y)  =  0. 

Dans  ce  cas,  les  dérivées  de  F  et  de  <p  devant  donner  pour 
y'  la  même  valeur,  on  a',  en  éliminant  y*  entre  ces  dérivées, 

dF  df      dF  d? 
dx  °  dy       dy'dx 

après  quoi,  l'élimination  de  #,  y  entre  les  trois  équations 
que  Ton  vient  d'écrire,  conduit  à  l'équation  cherchée  entre 
les  paramètres  a,  b. 
Soit,  par  exemple, 

y  *  H-  2  ax  +  b  =  0 

l'équation  d'une  parabole  dont  le  grand  axe  coïncide  avec 

celui  des  x,  et 

x*+y*—r*z=0 

l'équation  d'un  cercle  qui  doit  devenir  la  ligne  de  contact 
de  toutes  les  paraboles  représentées  par  la  première  équa- 
tion, quand  on  y  fera  varier  a,  après  avoir  établi  une  liaison 
convenable  entre  a  et  b  :  on  a,  endifférentiant  ces  deux  équa- 
tions, 

yif  +  a  —  0,  fl  +  TO'  =  0, 

d'où  x  =  a.  Cette  valeur  de  x,  substituée  dans  l'équation 
de  la  parabole  et  dans  celle  du  cercle,  donne 

jf  +  »af+*-0,  ij'  +  a1  — r*  =  0; 
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et  par  suite 

a  =  _(a*  +  r*);  I 

en  sorte  que  l'équation  des  enveloppées,  où  le  paramètre  a 
reste  arbitraire,  prend  la  forme  j 

y1  +  2ax  —  (a*  +  r*)  =  0. 

186.  H  peut  se  faire  que  l'enveloppe  soit  une  des  enve- 
loppées, ou  que  l'équation  de  l'enveloppe  se  tire  de  l'équa- 
tion générale  des  enveloppées,  par  l'attribution  d'une  valeur 
déterminée  au  paramètre  variable.  C'est  ce  qui  arrive  lors- 
que la  valeur  de  a  en  fonction  de  x,  y ,  tirée  de  l'équation  (a). 
se  réduit,  en  vertu  de  l'équation  (<%)  propre  à  l'enveloppe,  à 
une  valeur  constante,  qui  pourrait  être  zéro  ou  l'infini.  Pre- 
nons, par  exemple,  pour  l'équation  des  enveloppées 
(3»  +  y*  —  r»)  (a?1  —  2ar)  +  (y*  —  r*)  ûf  =  0  : 
nous  tirerons  de  l'équation  (a') 

_x(xt  +  yt  —  r») 

et  cette  valeur  de  a,  substituée  dans  la  proposée,  donne  pour 
l'équation  de  l'enveloppe 

x>(x'  +  y*-r*)_ 

Or  celle-ci  rend  nulle  la  valeur  de  a  fournie  par  l'équation 
précédente  ;  et  en  effet,  il  est  clair  que  l'équation  de  l'enve- 
loppe se  tire,  dans  ce  cas  particulier,  de  l'équation  générale 
des  enveloppées,  par  l'attribution  au  paramètre  a  de  la  va- 
leur particulière  zéro.  Mais,  en  général,  les  variables  x,  y. 
ne  disparaissent  point  de  la  valeur  de  a  tirée  de  l'équation 
(a'),  et  par  suite  l'enveloppe  n'appartient  pas  à  la  série  des 
enveloppées. 

Ceci  rend  raison,  au  moins  en  ce  qui  concerne  les  équa- 
tions différentielles  du  premier  ordre,  de  l'existence  de  ces 
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intégrales  ou  solutions  singulières,  dont  il  a  été  question  au 
n°  1 64.  Il  est  clair  que  l'équation  (a)  est  l'intégrale  générale 
de  l'équation  (b)  ;  que  la  série  des  enveloppées  correspond 
à  la  série  des  intégrales  particulières  ;  et  que  l'intégrale  sin- 
gulière de  l'équation  (b)  est  l'équation  («)  de  l'enveloppe, 
qui,  en  général,  ne  coïncide  pas  avec  l'une  des  enveloppées, 
bien  que  son  équation  satisfasse  aussi  à  l'équation  (6),  puis- 
qu'on en  tire  pour  y'  une  valeur  en  a?,  y ,  identique  avec  celle 
qui  se  tire  de  l'équation  (a),  après  qu'on  a  chassé  de  celle-ci 
le  paramètre  a. 

187.  Les  deux  enveloppées  qu'on  obtient  en  attribuant 
au  paramètre  a  les  valeurs  distinctes  a,  a  -J-  Aa,  ont  en  gé- 
néral un  point  d'intersection  [1 83]  ;  et  pour  les  valeurs  de 
x,  y  qui  appartiennent  à  un  point  d'intersection,  la  valeur 
de  a  en  fonction  de  x,  y,  tirée  de  l'équation  (a),  est  au  moins 
double,  puisqu'il  doit  y  avoir  une  valeur  de  a  correspondant 
à  chacune  des  enveloppées  qui  se  coupent  en  ce  point.  Mais 
sur  la  ligne  même  de  contact  il  n'y  a  plus  d'intersection  ; 
d'où  il  faut  conclure  que  plusieurs  des  valeurs  de  a  en  fonc- 
tion de  #,  y,  tirées  de  l'équation  (a),  deviennent  égales  pour 
les  valeurs  de  x,  y  qui  satisfont  à  l'équation  de  ligne  de  con- 
tact. Ainsi  l'équation  (c)  donne 


a , 

x 

et  les  deux  valeurs  de  a  deviennent  égales  pour  les  points 
situés  sur  la  ligne  enveloppe  (7).  Or,  on  sait,  par  la  théorie 
des  équations  algébriques,  que  l'équation  (a')  exprime  pré- 
cisément la  condition  pour  que  l'équation  (a),  censée  algé- 
brique et  rationnelle  par  rapport  à  l'inconnue  a,  acquière 
des  racines  égales. 

Si  l'équation  (a)  a  été  résolue  par  rapport  à  a,  et  mise 
sous  la  forme 
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a  —  f(a?,y)«0,  (a) 

il  faut  concevoir  que  l'équation  (a)  est  multiple,  à  cause  des 
radicaux  qui  entrent  dans  sa  composition  et  des  doubles  si- 
gnes qu'ils  entraînent  avec  eux,  de  façon  qu'elle  équivaut  à 
plusieurs  équations  distinctes 

« —fi  (*>  y)  œ  0,  a  —  ft  {x,  y)  =  0,  etc.  (a,) 

Ainsi  Féqualion  (c)  donne  par  la  résolution  ces  deux  équa- 
tions distinctes 


»i 


x 


a=j>-^p*-*ry-*?.  (e) 

X 

L'équation  (c,)  subsiste  pour  tous  les  points  de  la  parabole 
enveloppée  situés  sur  la  portion  raO  de  la  courbe  {fig.  48)  ; 
et  l'équation  (c,)  subsiste  à  son  tour  pour  tous  les  points  si- 
tués sur  la  portion  mn.  En  effet,  le  binôme  ax — p,  dont  le 
premier  terme  représente  l'ordonnée  variable  de  la  tangen- 
te Qt,  et  dont  le  second  terme  est  une  constante  égale  au  pa- 
ramètre de  la  parabole  enveloppe,  est  évidemment  négatif 
quand  x  s'évanouit;  il  diminue  numériquement  de  valeur 
pour  des  valeurs  croissantes  de  x,  jusqu'à  ce  qu'il  s'annule 
quand  x  devient  l'abscisse  du  point  de  contact  de  l'envelop- 
pe et  de  l'enveloppée  ;  après  quoi,  la  valeur  de  x  continuant 
à  croître,  il  prend  nécessairement  une  valeur  négative. 

188.  Lorsque  l'équation  (a)  a  été  mise  sous  la  forme  (a), 
l'équation  (à)  se  réduit  à  1  =  0  ;  résultat  absurde,  qui  ne 
peut  donner  l'équation  de  la  ligne  enveloppe.  Ceci  provient 
de  ce  qu'en  effet,  comme  on  vient  de  le  voir,  les  portions  de 
courbes  représentées  par  l'une  des  équations  (at)  n'ont  plus 
de  points  d'intersection.  Mais  il  faut  remarquer  que,  si  l'on 
substitue  pour  a  sa  valeur  f  (x,  y)  dans  l'équation  (a),  celle-ci 
deviendra  identique,  ainsi  que  ses  dérivées  par  rapport  à  x 
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et  à  y,  en  sorte  qu'on  aura  identiquement 
dF  ,  dF  di  dF  t  dF  dî 

dx      da  dx  dy       da  du 

d'où 

di __*F .«[F    dJ__dFdF 
dx  dx'dady  dy'da 

Or,  la  relation  entre  x,  y,  qui  est  l'équation  de  la  ligne  en- 

veloppe,  fait  évanouir-^,  quand  l'équation  (a)  a  été  déli- 

vrée  de  radicaux  :  donc  elle  doit  rendre  infinis  £î-,  -ri  ;  ce 

qui  fournit  un  moyen  de  trouver  l'équation  de  l'enveloppe, 
même  lorsque  l'équation  des  enveloppées  se  Irouve  résolue 
par  rapport  à  a.  Ainsi,  quand  on  prend  pour  f  la  valeur  ti- 
rée de  l'équation  (c),  il  vient 

rff ±  p*  ±  Zpy—pl/p1  —  fyy  —  x1 

dx  x*  [/p*  —  2py  —  x%  ' 

di  p 


dy  *V  p*  —  ipy  —  x* 

et  Ton  retrouve  l'équation  de  l'enveloppe  (y)  par  la  condi- 
tion que  ces  valeurs  deviennent  infinies. 

Le  raisonnement  qui  conduit  à  cette  conséquence  peut 
encore  être  présenté  sous  la  forme  suivante. 

Lorsque  Ton  différentie  successivement  l'équation  (a)  en 
y  considérant  la  quantité  a,  d'abord  comme  une  constante, 
puis  comme  une  fonction  des  variables  x9  y,  on  a  [183] 

Tx+yTy-»> 

dF         ,  dF    ,  dF  (da  ,     ,da\       A 

di  +  yd-y+da{di+yTy)  =  ^ 


d'où 


y  ~~dx'dy' 
t.  i.  21 
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V  ~      dxldy      Ta\di  +  l ldy)ldyl 

et  ces  deux  valeurs  de  y'  coïncideront,  si  Ton  détermine  a 
en  fonction  de  x,  y7  de  manière  à  vérifier  Tune  ou  l'autre 
des  deux  équations 

dF         dF 

—  =  0,  —  =  00. 

da  dy 

Quand  la  fonction  F  est  une  fonction  algébrique,  délivrée  de 
radicaux  et  de  dénominateurs,  la  seconde  de  ces  équations 
ne  peut  pas  avoir  de  solutions  ;  mais  en  général,  les  diverses 
transformations  auxquelles  on  soumet  l'équation  (a),  en 
faisant  apparaître  ou  disparaître  des  dénominateurs  ou  des 
radicaux,  ont  pour  effet  d'introduire  dans  l'une  de  ces  deux 
dernières  équations  les  solutions  qui  disparaissent  de  l'au- 

dF 
tre.  D'ailleurs,  lorsque  la  dérivée  -*-  devient  infinie,  il  faut 

dF 
qu'en  général  la  dérivée  ^  devienne  aussi  infinie,  sans 

quoi  la  dérivée  y'  serait  constamment  nulle. 

189.  Rien  ne  s'oppose  à  ce  que  les  enveloppées  soient  des 
lignes  droites,  ou  à  ce  l'équation  (a)  ait  une  forme  linéaire 
par  rapport  aux  variables  x,  y  :  dans  ce  cas,  le  système  des 
enveloppées  se  confond  manifestement  avec  le  système  des 
tangentes  de  la  courbe  enveloppe. 

L'équation  (a)  étant  linéaire  en  x,  y,  aura  la  forme 

mais  on  peut  changer  de  constante  arbitraire  et  poser  ^a=c, 
ce  qui  donne  à  l'équation  précédente  la  forme  plus  simple 

y  =  cx+  $c; 
l'équation  (b)  devient  dans  ce  cas 

y  =  xy'  +  W- 
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On  peut  prendre  pour  système  d'enveloppées  le  système 
des  droites  normales  à  une  courbe  donnée  :  mais  alors  les 
relations  de  la  courbe  enveloppe  avec  la  courbe  primitive 
donnent  naissance  à  une  théorie  fort  importante,  qui  mérite 
une  étude  spéciale,  et  dont  l'exposition  est  l'objet  du  cha- 
pitre suivant. 


CHAPITRE  ffl. 

THÉORIE   DES  DÉVELOPPÉES    ET  DES  RAYONS  DE  COURBURE   DES 

COURBES  PLANES. 'NOTIONS  SUR  LES  CAUSTIQUES. THÉORIE 

DES  CONTACTS  DES  DIVERS  ORDRES  ENTRE  LES  LIGNES  PLANES. 


$  4".  Théorie  des  développées  et  des  rayons  de  courbure  des  courbes 

planes. 

190.  Désignons,  comme  dans  l' avant-dernier  chapitre, 
par  £,  v)  les  coordonnées  courantes  de  la  normale  à  la  courbe 

au  point  (xy  y),  les  coordonnées  £,  n  étant  toujours  parallèles 
aux  coordonnées  x,  y  et  comptées  de  la  même  origine  :  l'é- 
quation de  la  normale  est 

Si  Ton  y  substituait  les  valeurs  de  y,  y'  en  fonction  de  x, 
tirées  de  l'équation  (f),  elle  prendrait  la  forme 

F(«,,f»)  =  0f  (8) 

en  restant  linéaire  par  rapport  aux  variables  £,  n  ;  et  l'on 
pourrait  y  considérer  x  comme  le  paramètre  variable  dont 
la  valeur  détermine  chacune  des  droites  normales,  dont  nous 
voulons  trouver  l'enveloppe  :  l'équation  de  cette  enveloppe 

?ffi*î  =  0  (?) 

résulterait  de  l'élimination  de  x  entre  l'équation  (2)  et  sa 
dérivée  par  rapport  à  x, 

—  =  0 
dx~~ 

Mais,  pour  opérer  cette  substitution,  il  faudrait  particulari- 
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ser  la  fonction  f;  et  comme  pour  le  moment  il  s'agit  au  con- 
traire d'exprimer  des  résultats  indépendants  de  la  forme  de 
cette  fonction,  nous  opérerons  immédiatement  sur  l'équa- 
tion (1),  et  nous  la  différentierons  par  rapport  au  para- 
mètre x,  en  y  considérant  y,  y'  comme  des  fonctions  impli- 
cites de  X,  en  vertu  de  l'équation  (f). 
Ce  calcul  donne 

-(*+»'*>  +  (*-  9)^=0,  (à) 

d'où  l'on  tire 

Dans  ces  formules,  Ç,  n  désignent  les  coordonnées  du  point 
d'intersection  de  la  normale  au  point  (x,  y)  avec  une  nor- 
male infiniment  voisine  [183],  ou  celles  du  point  où  la  nor- 
male au  point  (x,  y)  touche  la  courbe  enveloppe  (<p).  Si  donc 
on  appelle  p  la  distance  du  point  (x,  y)  au  point  (£,  n)  ainsi 
défini,  p  sera  une  fonction  de  la  variable  indépendante  xy 
donnée  par  la  formule 

P       —  y**  » 

ou 

,=±<!±P!=±(£)V. 

Le  double  ±  signe  affecte  la  valeur  de  p  comme  celles  de 
toutes  les  longueurs  qui  ne  sont  pas  mesurées  parallèlement 
aux  axes  des  coordonnées.  Si  Ton  convient  de  prendre  po- 
sitivement le  radical 

m      ds 

ou  de  faire  croître  l'arc  s  avec  l'abscisse  x,  p  sera  de  même 
signe  que  y  ",  et  en  tous  cas  changera  de  signe  avec  y". 
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191 .  Puisque  la  normale  à  la  courbe  (f)  au  point  (w,  y) 
touche  son  enveloppe  (<p)  au  point  (S,  to),  on  a,  en  désignant 
par  X  l'angle  que  fait  cette  normale  avec  Taxe  des  x,  du  côté 
des  abscisses  positives, 

dn       dl  .    .      dn      %  ,tK 

tang  \  =  -— .  ou  —  sin  X  —  —  cos  X  z=.  0 .  (4) 

5        d?'      da?  do? 

D'autre  part  l'équation 

f-b-wY  +  b-y)* 

donne,  quand  on  la  différentie  par  rapport  à  la  variable  iny 
dépendante  x, 

ou  plus  simplement,  à  cause  de  l'équation  (1), 
dp       ,  .  dç  .    .         .d* 

Si  Ton  remplace  £— x,  to — y  par  leurs  valeurs  p  cos  X,  p  sin  X, 
il  viendra 

-r-  =  t" cos  X  +  •— -  sin  >.  (5) 

dx       dx  dx 

Élevons  au  carré  les  deux  membres  des  équations  (4)  et  (5), 
et  faisons  la  somme  :  nous  aurons  enfin 

dp* dp  +  du» 

dx*  dx* 

Si  l'on  désigne  par  <x  la  longueur  de  l'arc  de  ïa  courbe  (?), 
compris  entre  un  point  fixe  pris  sur  la  courbe  et  le  point 
mobile  (I,  yj),  on  a  [174] 


et  par  suite 


d* 

=  ± 

dJ. 
dx 

Vd?  +  di? 

dx 

dx 

=r  +  — . 
~  dx 
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Donc,  si  Ton  considère  deux  systèmes  de  valeurs  corres- 
pondantes 

X09   P0>  *0Î  &1>   Pi»  *\\ 

et  si  Ton  suppose  que  dans  l'intervalle  xt  — x0  les  dérivées 

di'  «S  conservent  le  même  signe,  sans  devenir  infinies, 

les  valeurs  numériques  des  différences  px — p0,  <rt  — <r0  sont 
égales  entre  elles  :  d'ailleurs  ces  différences  sont  de  mêmes 
signes  ou  de  signes  contraires,  selon  que  les  grandeurs  p,  <r 
sont  simultanément  croissantes  ou  décroissantes,  où  Tune 
croissante  et  l'autre  décroissante. 

192.  Soit  mmimtmz (fig.  50)  la  courbe  donnée  à 

laquelle  la  droite  mobile  sur  le  plan  x  y  doit  rester  cons- 
tamment normale,  et  p  jxt  fxt  fxg le  lieu  des  points 

d'intersection  de  deux  normales  infiniment  voisines,  ou  la 
courbe  qui  est  constamment  touchée  par  la  droite  mobile  :  il 
résulte  de  ce  qui  vient  d'être  démontré  que  la  première 
courbe  pourrait  être  décrite  d'un  mouvement,  continu  par 
l'extrémité  d'un  fil  tendu  qui  aurait  été  enroulé  sur  la  seconde 
courbe  et  que  Ton  déroulerait  ensuite  ;  car  de  cette  manière 
la  différence  des  longueurs  m  p,  ml  jxt  serait  constamment 
égale  à  l'arc  jx  /a,  ;  et  la  portion  rectiligne  du  fil  dont  une  ex- 
trémité décrirait  la  courbe  m  mt  mt ,  toucherait  cons- 
tamment par  l'autre  extrémité  la  courbe  p\ix  p% . . . . 

C'est  pour  cela  que  Huygens,  l'auteur  de  cette  théorie,  a 
nommé  la  courbe  (<p)  la  développée  de  la  courbe  (f),  et  celle- 
ci  la  développante  de  la  courbe  (<p).  Une  courbe  plane  a  tou- 
jours une  développée  comprise  dans  son  plan,  et  n'en  peut 
avoir  qu'une;  mais  elle  a  une  infinité  de  développantes, 
puisque,  dans  le  déroulement  du  fil  enroulé  sur  la  dévelop- 
pée, chaque  point  de  la  portion  rectiligne  du  fil,  que  l'on 
peut  concevoir  prolongée  indéfiniment,  décrit  une  courbe 
particulière. 
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La  description  des  courbes  planes  par  leurs  développées 
a  une  grande  analogie  avec  la  description  du  cercle.  Dans  le 
cercle  dont  l'équation  est 

(*-«)• +(*-«•  =  *-, 
on  trouve 

de  sorte  que  la  développée  se  réduit  à  un  point  qui  est  le 
centre  du  cercle.  Réciproquement,  dans  la  description  d'une 
courbe  quelconque,  à  l'aide  de  sa  développée,  chaque  point 
de  la  développée  fait  successivement  l'office  de  centre  ;  et  le 
rayon,  au  lieu  d'être  constant,  change  d'un  point  à  l'autre  de 
la  courbe  décrite.  Cette  considération  va  nous  conduire  à 
envisager  sous  un  autre  point  de  vue  les  liaisons  des  cour- 
bes avec  leurs  développées. 

193.  Pour  nous  former  une  notion  précise  delà  courbure 
d'une  ligne  plane  en  chacun  de  ses  points,  imaginons  qu'à 
partir  du  point  m  (fig.  51)  on  ait  mesuré  un  arc  m  mi  =  As, 
puis  mené  les  tangentes  m  t,  mxt  et  les  normales  mn,  rofn 
aux  points  m,  m, .  Soit  A  t  l'angle  extérieur  formé  par  les 
deux  tangentes  correspondantes  :  suivant  que  la  ligne  sera 
plus  ou  moins  courbe  ou  s'écartera  plus  6u  moins  de  la  tan- 
gente mt  dans  le  voisinage  du  point  m,  le  rapport 

= 

prendra  des  valeurs  plus  ou  moins  grandes  ;  en  supposant 
toutefois  que  l'arc  n'éprouve  pas  de  serpentements,  mais 
tourne  sa  convexité  dans  le  même  sens  dans  toute  sa  lon- 
gueur, ce  qu'on  peut  obtenir,  pour  toute  courbe  continue, 
en  prenant  l'arc  As  suffisamment  petit.  Si  la  ligne  était  une 
circonférence  de  cercle,  dont  la  courbure  est  évidemment  la 
même  en  tous  les  points,  le  rapport  (g)  serait  indépendant, 
tant  de  la  longueur  de  l'arc  A  s  que  de  la  position  du  point 
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m  sur  la  courbe,  et  il  aurait  pour  valeur  - ,  r  désignant  le 
rayon  du  cercle.  En  conséquence,  on  peut  prendre  le  rap- 
port -  pour  la  mesure  de  la  courbure  du  cercle  de  rayon  r. 

Pour  la  courbe  quelconque  m  m, ,  le  rapport  {g)  varie,  non- 
seulement  avec  la  position  du  point  m.  mais  encore  avec  la 
longueur  de  Tare  As.  Si  cependant  les  quantités  As,  At  de- 
viennent Tune  et  l'autre  de  plus  en  plus  petites,  le  rapport 
[g)  convergera,  sauf  les  cas  de  solution  de  continuité,  vers 
une  limite  déterminée  et  unique 

ds\ 

et  par  analogie  [30,38]  on  devra  considérer  cette  limite 
comme  mesurant  la  courbure  de  la  ligne  au  point  m,  cour- 
bure qui  deviendra  ainsi  une  grandeur  mathématiquement 
définie,  pour  chaque  courbe  et  pour  chaque  point  de  cette 
courbe. 

Or,  quand  l'arc  mmx  devient  infiniment  petit,  le  point  n 
est  le  point  (£,  ri)  déterminé  plus  haut ,  et  parce  que  les 
normales  mn,  mtn  ne  diffèrent  plus  que  d'une  quantité  in- 
finiment petite,  on  a,  aux  infiniment  petits  près  du  second 
ordre,  ds=:pdr,  ou,  d'après  la  formule  (p), 

ds      ~P      *  (l+n1" 
L'angle  infiniment  petit  rfr  se  nomme  Y  angle  de  contin- 
gence. 

D'ailleurs,  sans  qu'il  soit  besoin  de  recourir  à  la  formule 
(/>),  ni  aux  calculs  qui  ont  servi  à  l'établir,  on  a  directement 

dr  =  ±  d.  arc  tang  y'  =  ±       *         .  dx, 

1/4  +  y'*' 

ds=  +  \/\  +y'«.  dx, 
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d'où 


*=  +     y" 


ds       -(l+y")r 

Le  rapport  -  est  donc  la  mesure  de  la  courbure  d'une  ligne 

au  point  (x,  y)  ;  p  est  le  rayon  de  courbure;  le  point  (Ç,  ri) 
est,  le  centre  de  courbure  ou  le  centre  du  cercle  décrit  du 
rayon  p,  qui  aurait  au  point  (x,  y)  la  même  courbure  que 
la  ligne  donnée  :  la  développée  est  le  lieu  géométrique  de 
tous  les  centres  de  courbure  de  la  développante. 

194.  La  valeur  de  la  courbure,  toujours  réciproque  à 
celle  du  rayon  de  courbure,  varie  en  chaque  point  de  la 
courbe,  départ  et  d'autre  du  point  (x,  y).  Généralement  elle 
va  en  augmentant  dans  un  sens  et  en  diminuant  dans  l'au- 
tre. Donc  le  cercle  décrit  du  point  (£,  ri)  comme  centre,  avec 
le  rayon  p,  doit  être  intérieur  à  la  courbe  du  côté  où  la  cour- 
bure va  en  diminuant,  et  extérieur  à  la  courbe  du  côté  où 
la  courbure  va  en  augmentant.  Donc  ce  cercle  coupe  la  couiv 
be  au  point  (#,  y)  en  même  temps  qu'il  la  touche,  en  ce  sens 
que  la  tangente  à  la  courbe  est  aussi  tangente  au  cercle  dont 
le  centre  (£,  n)  se  trouve  sur  la  normale. 

Au  contraire,  et  par  la  même  raison,  tout  cercle  tangent 
à  la  courbe  au  même  point,  mais  décrit  d'un  rayon  plus 
grand  ou  plus  petit  que  p,  est  extérieur  à  la  courbe  des  deux 
côtés,  ou  intérieur  des  deux  côtés.  Il  est  évident  d'ailleurs, 
par  la  construction  qui  nous  a  conduit  à  la  définition  géo- 
métrique de  la  courbure,  que  le  cercle  dont  la  courbure  est 
la  même  que  celle  de  la  courbe  au  point  (x,  y),  s'écarte  moins 
de  la  courbe,  dans  le  voisinage  immédiat  de  ce  point,  que 
tout  autre  cercle  tangent  décrit  d'un  rayon  plus  grand  ou  plus 
petit.  En  conséquence,  Huygens  a  donné  au  cercle  tangent, 
qui  a  pour  centre  le  centre  de  courbure  correspondant  au 
point  de  contact,  le  nom  de  cercle  osculaleur  :  il  se  trouve 
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à  la  limite  commune  des  cercles  qui  touchent  la  courbe  inté- 
rieurement des  deux  côtés,  et  de  ceux  qui  la  touchent  exté- 
rieurement des  deux  côtés. 

Il  y  a  pourtant  des  cas  où  le  cercle  oscillateur  cesse  de 
couper  la  courbe  :  c'est  lorsque  le  rayon  de  courbure  passe 
au  point  (x,  y)  par  une  valeur  maximum  ou  minimum. 
Alors,  toujours  en  vertu  du  même  raisonnement,  le  cercle 
osculateur  doit  toucher  la  courbe  extérieurement  des  deux 
côtés,  si  c'est  le  cas  du  maximum,  et  intérieurement  des 
deux  côtés,  pour  le  cas  du  minimum.  Dans  une  ellipse,  par 
exemple,  la  symétrie  delà  figure  suffit  pour  montrer  que  le 
rayon  de  courbure  est  un  minimum  aux  extrémités  du  grand 
axe  et  un  maximum  aux  extrémités  du  petit  axe.  En  géné- 
ral, dans  une  courbe  fermée,  sans  points  de  rebroussement 
ou  d'inflexion,  le  rayon  de  courbure  a  au  moins  un  maxi- 
mum et  un  minimum,  et  il  a  nécessairement  autant  de  va- 
leurs maxima  que  de  valeurs  minima. 

195.  Tous  les  résultats  énoncés  dans  ce  dernier  numéro 
ont  été  déduits  de  considérations  purement  géométriques  : 
on  les  confirmerait  au  besoin  par  l'analyse.  Pour  la  plus 
grande  simplicité  des  calculs,  désignons  par  u  la  fonction 

(ç_x).+(„_j,)S 

ou  le  carré  de  la  distance  du  point  (£,  r,)  au  point  (x,  y)  pris 
sur  la  courbe  :  le  premier  point  restant  fixe,  u  sera  une  fonc- 
tion de  la  seule  variable  indépendante  x.  Si  donc  nous  vou- 
lons que  la  distance  du  point  (£,  r>)  au  point  (x,  y)  soit  un 
maximum  ou  un  minimum  entre  toutes  les  droites  que  l'on 
peut  mener  du  premier  point  aux  points  voisins  du  second 
sur  la  courbe,  il  faut  poser 

— 5"*-*+(' "»>»'  — °i      .  (,) 
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c*es1rà-dire  que  le  point  (£,  n)  doit  se  trouver  sur  la  normale 
à  la  courbe  au  point  (x,  y). 

Il  y  a  maximum  ou  minimum ,  suivant  que 

^=4+y'>-(*-y)y''<ou>0. 

La  première  inégalité  ne  saurait  être  satisfaite  lorsque  les 
facteurs  m — y,  y"  sont  de  signes  contraires,  ou  (comme  il 
est  facile  de  s'en  assurer)  lorsque  la  courbe  et  le  cercle  tan- 
gent tournent  leur  convexité  en  sens  contraires.  Admettons 
que  ces  facteurs  soient  de  même  signe,  ou  que  la  courbe  et 
le  cercle  tangent  tournent  leur  convexité  du  même  côté  de 
la  tangente  :  suivant  que  la  première  ou  la  seconde  inégalité 
est  satisfaite,  le  cercle  tangent  est,  au  voisinage  du  point 
(x.  y),  extérieur  ou  intérieur  à  la  courbe  des  deux  côtés. 
Mais  il  n'existe  plus  ni  maximum  ni  minimum  si  l'on  a,  ou- 
tre l'équation  (1), 

c'est-à-dire  (d'après  l'identité  des  équations  (1)  et  (3)  avec 
celles  que  nous  avons  désignées  plus  haut  par  les  mêmes  ré- 
clames), si  le  point  (£,  n)  est  le  centre  du  cercle  oscillateur. 
Ce  cercle  coupe  donc  la  courbe  en  même  temps  qu'il  la  tou- 
che. H  est  extérieur  ou  intérieur  à  la  courbe  du  côté  où  les 
x  vont  en  croissant,  suivant  qu'on  a 

—  =  Zyy«  -  (,  -  y)y"  <ou>  0. 

Enfin,  le  cercle  oscillateur  redevient  extérieur  ou  intérieur 
des  deux  côtés,  si  Ton  a 

ou,  en  substituant  la  valeur  rj —  y,  tirée  de  l'équation  (3), 
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3y  y—  u+iDif'  =  o.  (6) 

Mais,  en  différentiant  l'équation  (p),  on  trouve 


i=±!^p2(yiri-(«-i-îffi)^);  " 

et  par  conséquent  l'équation  (6)  exprime  la  condition  pour 
que  le  rayon  de  courbure  passe  par  une  valeur  maximum 
ou  minimum. 

196.  Lorsqu'on  veut  s'affranchir  de  la  condition  de  re- 
garder x  comme  la  variable  indépendante,  l'expression  du 
rayon  de  courbure  prend  la  forme  symétrique 

_+    (cfo'  +  dy')*   ^+  ds> 

P      -  dxd*y  —  dyd*x      -  dxdhj  —  dyd*x  KM 

Or,  l'équation  ds*  =  dx*  ~f  dy*  donne  par  la  différeniia- 

tion 

dtg  =  dx#x  +  dyVy 

ds 

d'où 
.,  ,     (dxd*x+dyd*y)*     (dtxt+d*y1){dxt+dy*)  —  (dxd'y—dyd*x)i 

a  s  zz:  zzz — _— 

ds*  ds* 

=rfy  +  rfy-(lta»-w',  (8) 

et  par  suite 

dxd*y  —  dytPx 


1/dW+dy—d**, 


ds 

p  ~  -  l/à'i^+dy  ^W  * 
L'équation  (8)  peut  encore  être  mise  sous  la  forme 

{dxd*y  —  dyd*x)t  =  {d*x*  +  d'y')  ds*  -  (dx*  +  dy*)  dV, 
qui  devient,  en  vertu  de  l'équation  (7), 

(dxd*y  —  dyd'x)*  =  (dsd'x  -  dxd**)'  +  [dsi*y  -  dyd*s)* 

•— K'-S'+C'-S/l. 
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et  d'où  Ton  tire 

-+  * 


D'ailleurs  on  a  [193],  ds=pdrf  dx  désignant  l'angle  de  deux 
tangentes  infiniment  voisines ,  ou  l'angle  de  contingence  : 
donc  

*=*/('•  £),+l'-8'- 

Les  formules  (pt),  (f>,),  (r)  trouvent  leur  application  dans  la 
mécanique. 

On  aaussi,  dans  le  système  des  coordonnées  polaires  [1 79], 
en  prenant  l'angle  <j>  pour  variable  indépendante  : 

dx  =  dr  cos  f  —  r  sin  f  d?, 

dy  =  drsiiif  +  r  cos  f  df9 

<Fxz=<jPr  cos  f  —  2sin?  drdf — rcosyd?*, 

d*y  =  dVsinf  +  %co%  f  drdf  —  r  sin  fdf*. 

Si  Ton  substitue  ces  valeurs  dans  l'expression  du  rayon  de 
courbure,  il  vient 


..♦-fci& 


197.  Exemples.  1°  Soit  donnée  l'équation  de  l'ellipse 

x*       y* 
a»  +  6«  ' 

on  trouve 

et  pour  l'équation  delà  développée  en  £,  *i, 
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Délivrée  de  radicaux,  cette  équation  devient 

r    _      a';1 6V     15_g7    flW 

[        (ai  _  by      (a* — b*)*\  "~      (a*  -  b*)>  * 

Cette  développée  (fig.  52)  a  quatre  points  de  rebrousse- 
ment  qui  correspondent  aux  extrémités  des  axes  de  l'ellipse 
développante  [194]. 

Le  môme  calcul  donne  la  développée  de  l'hyperbole,  par 
le  changement  ordinaire  de  b  en  ft|/3f . 

2°  Pour  la  parabole  y*  =  2  px,  on  a 

et  l'équation  de  la  développée  devient 

*  -Tr—j— 

Cette  développée  (/î<j.  53)  est  une  courbe  parabolique, 
c'est-à-dire,  une  courbe  du  genre  de  celles  dont  l'équation 
peut  être  ramenée  au  type 

tT=:kxm, 

m  et  n  étant  des  nombres  entiers  positifs.  On  l'appelle  la 
parabole  de  Neil,  du  nom  du  géomètre  qui  l'a  étudiée  le  pre- 
mier, ou  l'un  des  premiers,  en  signalant  la  propriété,  alors 
très  remarquable,  dont  jouit  cette  courbe,  d'être  rectifiable, 
en  ce  sens  que  l'arc  s  peut  être  exprimé  par  une  fonction  al- 
gébrique de  l'abscisse  x.  C'est  un  point  sur  lequel  nous  re- 
viendrons en  traitant  de  la  rectification  des  courbes,  ou  de 
la  détermination  de  s  en  fonction  dex. 

198.  3°  Reprenons  l'équation  de  lacycloïde  [176] 

x  =  R  arc  cos     '  y  ±  y  2  R//  -  yf , 
nous  avons  trouvé  [177]  - 
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d'où 


Il  résulte  du  rapprochement  de  cette  formule  avec  l'équa- 
tion (h')  du  n°  cité,  que  le  rayon  de  courbure  de  la  cycloïde 
est  double  de  la  normale* 

Ceci  nous  conduit  à  démontrer  une  propriété  bien  remar- 
quable de  la  cycloïde  :  celle  d'avoir  pour  développée  une  au- 
tre cycloïde  de  mêmes  dimensions,  placée  au-dessous  de  la 
cycloïde  développante,  ainsi  que  l'indique  la  fig.  54. 

Menons  en  effet  une  droite  indéfinie  ££'  parallèle  à  XX\ 
et  à  une  distance  de  celle-ci  égale  au  diamètre  du  cercle  gé- 
nérateur de  la  cycloïde  développante  Omq.  Ce  cercle  étant 
représenté  dans  la  position  nmn',  construisons  le  cercle  sy- 
métrique np  :  le  point  d'intersection  p.  de  ce  cercle  avec  la 
droite  mn  prolongée  est,  d'après  ce  qu'on  vient  de  démon- 
trer, le  centre  de  courbure  de  la  cycloïde  développante.  La 
distance  On  est  égale  à  l'arc  mny  et  la  distance  Os  est  égale 
à  la  demi-circonférence  du  cercle  générateur.  Donc  l'arc 
mn',  ou  l'arc  p  qui  lui  est  égal,  a  la  môme  longueur  que  la 
droite  sn,  ou  que  la  parallèle  ov.  Donc,  si  le  cercle  np  roule 
sur  la  droite  4£',  le  point  de  la  circonférence  qui  viendra 
toucher  cette  droite  fixe  au  point  o  décrira  la  développée  de 
la  cycloïde  engendrée  par  le  roulement  du  cercle  nmri  sur 
la  droite  X'X. 

Cette  construction  montre  que  le  rayon  de  courbure  delà 
cycloïde  développante  est  nul  au  point  de  rebroussement  0, 
et  qu'au  sommet  il  est  égal  à  oç,  ou  au  double  du  diamètre 
du  cercle  générateur.  Mais  oq  est  aussi  égal  au  demi-arceau 
de  la  cycloïde  développée,  laquelle  est  superposableàsadé- 
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veloppante  :  donc  la  longueur  d'un  arceau  de  cycloïde  vaut 
quatre  fois  le  diamètre  du  cercle  générateur. 

Les  propriétés  de  la  cycloïde,  qui  font  l'objet  de  ce  n°,  ont 
été  découvertes  par  Huygens,  à  propos  de  ses  recherches  sur 
l'application  du  pendule  aux  horloges  :  elles  ont  conduit  cet 
esprit  éminent,  d'une  part,  à  la  théorie  géométrique  des 
développées  et  des  rayons  de  courbure  ;  de  l'autre,  à  des 
théorèmes  d'une  haute  importance  enmécanique rationnelle  ; 
et  l'histoire  des  sciences  n'offre  pas  d'exemple  de  connexions 
plus  curieuses. 

199.  4°  Prenons,  pour  faire  une  dernière  application,  l'é- 
quation de  la  spirale  logarithmique  [181],  r=  e1**:  la  for- 
mule (pj  donnera,  pour  la  valeur  numérique  du  rayon  de 
courbure,  p==ri/T+ïn*.  Mais  nous  savons  que  dans  cette 
courbe  la  normale  forme  avec  le  rayon  vecteur  un  angle 
constant  «,  qui  a  po'ir  tangente  —  m  :  donc  r  =  p  cos  a  ;  en 
sorte  que  le  centre  de  courbure  est  l'intersection  de  la  nor- 
male avec  la  perpendiculaire  élevée  de  l'origine  sur  le  rayon 
vecteur. 

Donc  la  tangente  de  la  développée,  qui  n'est  autre  que  la 
normale  à  la  développante,  fait  un  angle  constant  avec  le. 
rayon  vecteur  de  cette  même  développée,  et  un  angle  égal  à 
celui  qui  est  formé  par  la  tangente  et  par  le  rayon  vecteur 
de  la  spirale  développante.  Donc  la  développée  est  la  même 
courbe  que  la  développante,  rapportée  au  môme  pôle  ;  de 
telle  sorte  que  la  seconde,  en  décrivant  autour  du  pôle  com- 
mun un  arc  de  rotation  d'une  amplitude  Convenable,  vien- 
drait se  superposer  à  la  première. 

*  $  2.  Notions  sur  les  caustiques. 

200.  La  théorie  des  courbes  enveloppes,  restreinte  au  cas 
où  les  enveloppées  sont  des  lignes  droites,  offre  encore  une 
t:  i.  23 
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application  curieuse,  et  qui  se  lie  trop  naturellement  à  la 
théorie  des  développées  pour  que  nous  la  passions  tout  à  fait 
sous  silence.  On  peut  supposer  effectivement  que  les  droites 
enveloppées,  au  lieu  de  rester  normales  à  une  courbe  don- 
rfée  MN  (fig.  55),  sont  assujetties  à  la  condition  de  faire  avec 
les  normales  ma  un  angle  rmn  tel  que  l'on  ait 

sin  rmn  =  k  sin  Fmn', 

k  étant  une  constante  donnée,  et  F  un  point  donné  de  posi- 
tion dans  le  plan  de  la  courbe.  Les  principes  de  l'optique 
nous  apprennent  que,  si  MN  est  la  trace  d'une  surface  cylin- 
drique qui  sépare  deux  milieux  inégalement  réfringents,  et 
dont  les  génératrices  soient  perpendiculaires  au  plan  de  la 
courbe,  les  rayons  émanés  du  foyer  lumineux  F  et  dirigés 
suivant  Fm,  se  réfracteront  suivant  mr,  k  désignant  l'indice 
de  réfraction  qui  se  rapporte  au  passage  d'un  milieu  dans 
l'autre.  L'enveloppe  de  toutes  les  droites  m  r,  lorsqu'elle  se 
trouvera  sur  le  trajet  de  la  lumière,  pourra  se  dessiner  sur 
le  plan  de  la  courbe  comme  une  trace  lumineuse,  parce  que 
les  points  situés  près  de  l'enveloppe,  où  convergent  des 
rayons  sensiblement  parallèles,  recevront  plus  de  lu- 
mière que  les  autres  points  du  plan.  On  donne  à  cette  enve- 
loppe le  nom  de  caustique  par  réfraction.  Si  la  constante  k 
devenait  nulle,  la  caustique  coïnciderait  avec  la  développée  ; 
si  Ton  prenait  k  =  —  1 ,  la  réfraction  se  changerait  en  ré- 
flexion, et  la  courbe  enveloppe  prendrait  le  nom  de  caustique 
par  réflexion.  Les  caustiques  changent,  pour  la  même  cour- 
be  MN  et  pour  la  même  valeur  de  la  constante  A,  avec  la  po- 
sition du  point  F  ;  quand  ce  point  s'éloigne  à  l'infini,  ou  que 
les  rayons  incidents  deviennent  parallèles,  on  obtient  des 
courbes  auxquelles  on  peut  donner  le  nom  de  caustiques 
principales. 

Soient  a,  /3  les  coordonnées  du  point  F  parallèlement  aux 
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axes  des  x  et  des  y  ;  S,  ri  celles  d'un  point  quelconque  du 
rayon  réfracté  en  m  ;  x,  y  celles  du  point  d'incidence  m  pris 
sur  la  courbe  réfringente 

X,  X',  les  angles  que  le  rayon  incident  et  le  rayon  réfracté 
font  avec  les  x  positifs  :  les  cosinus  des  angles  que  ces  mê- 
mes rayons  font  avec  la  tangente  à  la  courbe  auront  pour 

valeurs 

dx  du  tdx  du 

cos  >  — +  sin  \  ~,  cos  X' h  sin  X'  -7-  ; 

ds  d$  ds  ds 

et  ils  seront  aussi  respectivement  égaux  à  +  sin  Fmn', 
+  sin  rmn,  en  sorte  qu'on  aura 

cos  l'dx  +  sin  \'dy  =  k  (cos*  dx  +  sinX  dy).  (9) 

Posons,  pour  abréger, 


il  viendra 

X  —  a  V—fi  ,       %—X  *î— Il 

cos  X  = ,sin  >  =  2 — -;cosX'  = ,sinA'  =  — r^; 

P  P  P  P 

d'où 

p  p 

Telle  est  en  £,  yï  l'équation  du  rayon  réfracté,  ou  de  la  droite 
enveloppée  qui  correspond  au  point  (x,  y)  sur  la  courbe  ré- 
fringente (/*).  Si  l'on  différentie  cette  équation  par  rapport 
à  x,  en  y  considérant  y,  y'  comme  des  fonctions  implicites 
de  x,  et  si  l'on  élimine  x,  y,  y \  y"  entre  l'équation  (10)  et 
sa  dérivée,  l'équation  (/*)  et  ses  dérivées  des  deux  premiers 
ordres,  on  aura  en  Ç,  n  l'équation  de  l'enveloppe  ou  de  la 
caustique. 

201.  Quand  on  considère  dans  l'équation  (10)  les  coor 
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données  £,  n  comme  des  constantes  données,  elle  prend  la 

forme 

«*  t/ +  */»)_« 
~dï       -0' 

et  elle  exprime  que  la  fonction  p'-f&p  acquiert  une  valeur 
maximum  ou  minimum;  de  sorte  que,  si  Ton  mène  à  un 
point  quelconque  de  la  courbe,  autre  que  m,  les  droites  Fml9 
rmi9  on  aura  constamment 

rmt  +  ÀJ.Fro!  >  ou  <  rm  +  k.Fm; 

mais  évidemment  le  premier  membre  de  cette  inégalité  ne 
comporte  pas  de  maximum ,  et  par  conséquent  l'équation  (10) 
établit  l'existence  d'un  minimum  [02]» 

Lorsque  l'on  considère  au  contraire  £,  »  comme  les  coor- 
données courantes  de  l'enveloppe  à  laquelle  chaque  droite 
enveloppée  est  tangente,  on  a,  par  la  définition  de  l'an- 

tang X'  =  -r»  ou -^  sin  X'  — -?  cos  V  =  0.  fil) 

d*        dx  dx  v 

De  plus,  si  Ton  différentie  les  équations 

fi  =(*-•)•  +  »-<%  P»  =  (ç-*r  +  (,  -  tf, 

par  rapport  à  la  variable  indépendantes,  et  qu'on  substitue 
dans  le  résultat  pour  x  —a,  y — /3,  £ — jj,  m — y  leurs  valeurs 
p  cos  X,  p  sin  X,  p'  cos  X',  p'  sin  X' ,  il  vient 

dp 

— =cos>  +  y'sin>, 

dx 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (9), 

dx        dx      dx  dx 

Élevons  au  carré  les  deux  membres  des  équations  (11), 
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(1 2) ,  pour  en  prendre  ensuite  la  somme,  et  désignons  par  do- 
la  différentielle  de  Tare  de  la  caustique,  nous  aurons  la  for- 
mule 

d&  —  \dw  +  kdxJ  oxxdx-^\dx+kdxr 

analogue  à  celle  qui  a  été  trouvée  [191]  pour  les  développées, 
et  de  laquelle  nous  tirerons' 

*t  —  *•  =  =*=  [p'i  —  p'o  +  *  0>i  —  M  )  • 
c*>  Po>  p'o  ;  *i>  Pu  p\  désignant  deux  systèmes  de  valeur,  des 
grandeurs  ?,  p,  //,  pour  des  points  qui  se  correspondent  sur 
la  courbe  réfringente  et  sur  sa  caustique. 

202.  Afin  de  donner  une  application  de  ces  formules,  ad- 
mettons que  la  ligne  réfringente  soit  une  droite  que  nous 
prendrons  pour  axe  des  x  :  le  point  rayonnant  sera  placé 
sur  Taxe  des  y  ;  et  par  ce  moyen,  l'équation  (10)  deviendra 


(5  —  w)-l/afl  +  p  =  kx.\/(t  —  *P++9 
d'où 

il^.,/p +  (!_*■)  *•:=  +  *,.  (*3) 

x 

L'équation  en  ly  %  doit  résulter  de  l'élimination  de  x  en- 
tre cette  dernière  équation  et  sa  dérivée  par  rapport  à  x, 

qui  est 

ç^  +  0  —  A«)^«  =  0,  (14) 

et  d'où  l'on  tire 

(C-xJpzr-xIF+Cl -*•)*■]•  («) 

La  comparaison  des  équations  (13)  et  (15)  donne 

[js*  +  (*-*,)*t]I==  +  *i^, 
ou 

et  si  maintenant  on  élimine  x  entre  les  équations  (1 4),  (16), 

il  vient  

ft +  (^7=7.3?  =  (*«)*> 
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équation  de  la  développée  d'une  section  conique  qui  a  son 
centre  à  l'origine  et  son  foyer  au  point  rayonnant. 

$  3.  Théorie  des  contacts  des  divers  ordres  entre  les  lignes  planes. 

203.  Soient 

y— fa      if)     y  =  ?*  (?) 

les  équations  de  deux  courbes  ayant  un  point  commun  (x,  y) 
par  suite  de  l'équation  de  condition 

fxzzzfX,  (m) 

qui  subsiste  pour  la  valeur  particulière  x.  On  a  [99] 

f(X  +  M)—f(x+*x)  =  \f  (X  +  tàx)  —  ?'(X+  6A*)]  .àX,    (t) 

ty  0  désignant  des  nombres  compris  entre  zéro  et  l'unité  ;  et 
si  les  fonctions  f,  <p  n'éprouvent  pas  de  solutions  de  conti- 
nuité dans  l'intervalle  de  x  à  x  -f  A#,  si  de  plus  Ax  désigne 
une  quantité  très  petite  du  premier  ordre  [45],  le  premier 
membre  de  l'équation  précédente,  ou  la  différence  mt  pt 
(fig.  56)  des  ordonnées  pt  f*t,  pt  mi7  est  aussi  en  général  une 
quantité  très  petite  du  premier  ordre. 

Mais  dans  le  cas  où  les  deux  courbes  (f),  (<p)  se  touche- 
raient en  m,  c'est-à-dire,  auraient  en  m  une  tangente  com- 
mune par  suite  de  L'équation  de  condition 

fx  =  jx,  (m') 

il  viendrait 

les  nombres  tl9  0t  (  qui  diffèrent  en  général  de  t  et  de  6)  de- 
vant toujours  tomber  entre  0  et  1 .  Alors,  la  distance  mt  ft, 
se  trouverait  être  une  quantité  très  petite  de  l'ordre  de  Ax2 
ou  du  second  ordre. 
Il  est  facile  de  voir  que  la  distance  du  point  m,  à  la  ligne 
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(9),  ou  la  normale  m,  n,  abaissée  du  point  mi9  très  voisin 
de  m,  sur  la  ligne  (9)  passant  par  m,  est  en  général  du  même 
ordre  de  grandeur  que  la  différence  m,  fx,  :  donc  cette  dis- 
lance mt  jtxt  est  une  quantité  très  petite  du  premier  ordre 
quand  la  courbe  (9)  ne  satisfait  qu'à  la  condition  de  passer 
par  le  point  m;  et  elle  devient  une  quantité  très  petite  du 
second  ordre,  lorsque  la  courbe  (9)  est  prise  parmi  celles  qui 
touchent  la  courbe  (f)  au  point  m. 

Donc  à  fortiori  on  peut  toujours  prendre  le  point  mi  assez 
voisin  de  m,  pour  que  sa  distance  à  la  ligne  (9)  soit  moindre 
que  sa  distance  à  toute  autre  courbe  passant  aussi  par  le 
point  m,  mais  qui  ne  toucherait  pas  en  ce  point  la  courbe 
(f).  On  dit  alors  qu'il  y  a  entre  les  courbes  (/*),  (<p)  un  contact 
du  premier  ordre. 

On  peut  toujours  prendre  àx  assez  petit  pour  que  les  si- 
gnes des  différences 

f  (x  +  ttx)—  ?'  (x+Qte;),  fix  +  UM)  —  f*  {x  -+-  0,  m) 
soient  respectivement  les  mêmes  que  ceux  des  différences 

fx  —  f'w,  f'x  —  ?"x  : 
donc,  en  vertu  de  l'équation  (£),  la  différence 

/•(*+**)  —  f(x  +  *x)  (a) 

changera  de  signe  avec  A#,  pour  des  valeurs  suffisamment 
petites  de  Ar,  et  la  courbe  (9)  coupera  la  courbe  (/*),  lors- 
qu'elle aura  simplement  avec  (f)  le  point  commun  m  ;  au 
contraire,  la  valeur  de  la  même  différence  donnée  par  l'é- 
quation (<}')  conservera  le  même  signe  pour  des  valeurs  de 
àx  suffisamment  petites  et  de  signes  contraires,  en  sorte  que 
la  courbe  (9),  ayant  avec  {f)  au  point  m  un  contact  du  pre- 
mier ordre,  cessera  de  couper  en  m  la  courbe  (/*). 

Au  lieu  du  système  des  équations  (m),  (m')  on  peut 

écrire 

fx  =  ?x,  f[x  +  dx)  =  t(x+  dx)\ 
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ce  qui  revient  à  dire,  dans  le  langage  propre  à  la  méthode 
infinitésimale,  que  deux  courbes  [f),  (<p)  entre  lesquelles 
existe  au  point  (x,  y)  un  contact  du  premier  ordre,  ont  deux 
points  communs  infiniment  voisins  (x,  y),  (x+dx,  y  -\-dy). 
204.  Admettons  maintenant  que  Ton  ait,  outre  les  équa- 
tions (m),  (m1), 

f"x  =  f"x:  (m') 

la  différence  (A)  sera  donnée  par  l'équation 

f(x+*x)^(x+*x)  =  [f'(x+ttLx)-?''(xW%tixK  jyj;  (n 

et  elle  deviendra  une  quantité  très  petite  du  troisième  ordre, 
Ax  désignant  toujours  une  quantité  très  petite  du  premier 
ordre.  Dans  ce  cas,  les  deux  courbes  (/*),  (y)  ont  non-seule- 
ment la  même  tangente,  mais  le  même  cercle  oscillateur  ; 
et  par  analogie,  on  dit  que  ces  deux  courbes  sont  osculalri- 
ces  Tune  de  l'autre. 

La  distance  m,  n,  devient,  comme  la  différence  (A),  une 
quantité  très  petite  du  troisième  ordre  lorsque  les  deux  cour- 
bes s'osculent  en  m,  tandis  qu'elle  n'était  qu'une  quantité 
très  petite  du  second  ordre,  lorsqu'on  n'assujettissait  les  deux 
courbes  qu'à  la  condition  de  se  toucher  au  même  point. 

Donc  à  fortiori  on  peut  prendre  le  point  rof  assez  voisin 
de  m  pour  que  sa  distance  à  la  ligne  (y)  osculatrice  en  m 
soit  moindre  que  sa  distance  à  toute  autre  courbe  qui  tou- 
cherait mais  n' osculerait  pas  la  courbe  (f)  au  point  m.  On 
dit,  en  conséquence,  que  les  courbes  osculatrices  (/*),  (©)  ont 
en  m  un  contact  du  second  ordre. 

La  différence  (A),  donnée  par  l'équation  (£"),  change  de 
signe  avec  Ax,  pour  des  valeurs  absolues  de  Ax  suffisam- 
ment petites  :  donc  la  courbe  osculatrice  (<p)  coupe  en  géné- 
ral la  courbe  (f)  au  point  m,  en  même  temps  qu'elle  la 
touche. 
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Au  lieu  du  système  des  équations  (m),  m'),  (iw"),  on  peut 

écrire 

fx—i&  =  0,d(fx—  fx)  =  0,<P  (fx  —  ffX)  =  0, 
ou 

fx  =  fX,  f(x  +  dx)  =  f  (x  +  dx)9  f{x+  2<te)  =  ?  (x  +  îdx); 

ce  qui  revient  à  dire,  que  deux  courbes  (/*),  (<p),  entre  les- 
quelles existe  au  point  (x,  y)  un  contact  du  second  ordre, 
ont  trois  points  communs  infiniment  voisins 

(xf  y),  {x+dx,y  +  dy),  (x  +  %dx,  y  +  îtfy  +  d'y). 

205.  En  généralisant  cette  analyse  on  établira,  comme 
conditions  d'un  contact  du  n*  ordre  au  point  (x,  y)  entre  les 
courbes  (/*),  (9),  lesn-f-1  équations 

fX  =  jtf,  /**  =  f'x,  /"=  fnWy /»*=?<•>  x. 

Pour  des  valeurs  très  petites  du  premier  ordre  attribuées 
à  te,  la  différence  (A)  devient  une  quantité  très  petite  de 
Tordre  n  + 1 ,  lorsque  le  contact  au  point  (x,  y)  entre  les 
courbes  (/*),  (<p)  est  de  Tordre  n  :  d'où  Ton  conclut  à  fortiori 
que  le  point  [x  -f-  Ar,  y  -{-  Ay)  peut  être  pris  assez  voisin 
de  [Xj  y)  sur  la  courbe  (/*),  pour  que  sa  distance  à  la  courbe 
(y)  soit  moindre  que  sa  distance  à  toute  autre  courbe  passant 
aussi  par  (#,  y),  et  qui  n'aurait  en  ce  point  avec  la  courbe 
{f)  qu'un  contact  d'un  ordre  inférieur. 

Les  lignes  (/*),  (<p)  se  coupent  ou  ne  se  coupent  pas  au 
point  (x,  y),  selon  qu'elles  ont  en  ce  point  un  contact  d'ordre 
pair  ou  d'ordre  impair. 

Dans  le  langage  propre  à  la  méthode  infinitésimale,  on 
peut  dire  que  deux  courbes  dont  le  contact  au  point  (x,  y) 
est  de  l'ordre  w,  ont  n  points  communs,  infiniment  voisins. 

Étant  données  une  courbe  (f)  entièrement  déterminée,  et 
une  courbe  (9)  dans  l'équation  de  laquelle  entrent  n  para- 
mètres arbitraires,  on  pourra  disposer  de  ces  paramètres  de 
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manière  à  établir  entre  les  deux  courbes,  en  un  point  donné 
(#,  y),  un  contact  de  Tordre  n —  1 . 

C'est  ainsi  qu'on  dispose  des  deux  paramètres  a,  b  qm 
entrent  dans  l'équation  d'une  droite 

y  =  ax  +  b, 

de  manière  que  la  droite  devienne  la  tangente  d'une  courbe 
donnée,  en  un  point  donné  :  le  contact  de  la  courbe  et  de 
la  droite  étant  alors  du  premier  ordre. 

C'est  encore  ainsi  qu'on  dispose  des  trois  constantes  a7  b, 
c  qui  entrent  dans  l'équation  générale  d'un  cercle 

de  manière  à  le  rendre  oscillateur  d'une  courbe  donnée  en 
un  point  donné,  ou  de  manière  à  établir  entre  la  courbe  et 
le  cercle  un  contact  du  second  ordre. 


CHAPITRE  IV. 

DES   POINTS   SINGULIERS  DES   LIGNES   PLANES,  ET   DE  LA  CORRES- 
PONDANCE ENTRE   LA   GÉOMÉTRIE  tfT  l' ALGÈBRE. 

206.  On  doit  entendre  par  points  singuliers  d'une  courbe, 
dans  le  sens  géométrique,  tous  ceux  où  le  tracé  de  la  cour- 
be, abstraction  faite  du  système  arbitraire  de  coordonnées 
auquel  on  la  rapporte,  offre  quelque  accident  qui  les  parti- 
cularise ;  par  opposition  aux  autres  points,  en  nombre  infini, 
que  nul  caractère  géométrique  ne  distingue  de  ceux  qui  les 
précèdent  ou  qui  les  suivent  immédiatement.  Ainsi,  le  point 
où  la  courbe  subit  une  inflexion  est  un  point  singulier  dont 
l'existence  ne  dépend  ni  de  la  direction  arbitraire  des  axes 
des  coordonnées ,  ni  même  de  la  nature  des  coordonnées 
qu'on  emploie  pour  définir  la  courbe  analytiquement.  Au 
contraire,  le  point  où  l'ordonnée  passe  par  une  valeur  maxi- 
mum ou  minimum  n'est  pas  pour  cela  seul  un  point  singu- 
lier ;  car,  si  l'on  changeait  la  direction  des  axes,  ce  qui  ne 
changerait  rien  à  la  courbe,  la  propriété  de  répondre  à  une 
valeur  maximum  ou  minimum  de  l'ordonnée,  passerait  à 
un  autre  point  ;  et  celui  qui  en  jouissait  en  premier  lieu, 
pourrait  ne  plus  offrir  aucun  caractère  qui  le  singularisât. 

207.  Parmi  les  courbes  susceptibles  d'être  définies  au 
moyen  d'une  équation  entre  leurs  coordonnées,  il  faut  dis- 
tinguer les  courbes  qu'on  appelle  algébriques,  pour  lesquel- 
les, dans  un  système  de  coordonnées  parallèles  à  des  axes 
fixes,  l'ordonnée  est  une  fonction  algébrique  de  l'abscisse,  et 
les  courbes  transcendantes  dont  l'ordonnée,  dans  un  pareil 
système,  ne  s'exprime  en  fonction  de  l'abscisse  qu'à  l'aide 
des  signes  transcendants  de  l'analyse.  Les  sections  coniques 
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sont  des  courbes  algébriques  :  la  cycloïde  et  les  spirales  sont 
des  courbes  transcendantes. 

L'équation  d'une  courbe  algébrique  peut  toujours,  par 
l'évanouissement  des  dénominateurs  et  des  radicaux,  se  ra- 
mener à  la  forme 

F(*f»)-0,  (a) 

F  désignant  une  fonction  entière  et  rationnelle,  tant  par  rap- 
port à  y  que  par  rapport  à  x.  Le  degré  de  cette  équation 
est  donné  par  la  somme  des  exposants  de  x  et  de  y  dans  le 
terme  pour  lequel  cette  somme  a  la  plus  grande  valeur.  Si 
Ton  passe  d'un  système  de  coordonnées  parallèles  à  un  au- 
tre, le  degré  de  l'équation  ne  change  pas,  parce  que  les 
coordonnées  prises  dans  un  système  sont  des  fonctions  li- 
néaires des  coordonnées  prises  dans  l'autre  système.  Le  degré 
des  équations  des  courbes  algébriques  est  donc  un  caractère 
essentiel  de  ces  courbes,  d  après  lequel  on  peut  les  classer 
sans  que  la  classification  soit  arbitraire,  bien  que  la  forme 
des  équations  change  avec  l'origine  des  coordonnées  et  la 
direction  arbitraire  de  chacun  des  axes,  qui  peuvent  faire 
entre  eux  un  angle  quelconque. 

Une  droite  ne  peut  avoir  avec  une  courbe  algébrique  un 
nombre  de  points  d'intersection  plus  grand  que  l'exposant 
du  degré  de  son  équation.  Le  nombre  des  points  d'intersec- 
tion de  deux  courbes,  Tune  du  degré  m,  l'autre  du  degré  m\ 
ne  peut  pas  surpasser  m  m'.  Ce  sont  encore  là  des  caractè- 
res géométriques  très  remarquables,  qui  dérivent  immé- 
diatement des  principes  fondamentaux  de  la  théorie  des 
équations  algébriques. 

208.  Une  courbe  algébrique  ne  s'interrompt  pas  brusque- 
ment dans  son  cours,  ou  ne  peut  pas  avoir  de  points  singu- 
liers de  l'espèce  de  ceux  qu'on  a  appelés  point  d 'arrêt  ou  de 
rupture,  et  que  présentent  certaines  courbes  transcendantes, 
par  exemple  [16]  celle  qui  aurait  pour  équation 
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Cela  résulte  de  ce  qu'une  équation  algébrique  à  une  seule 
inconnue  et  à  coefficients  réels,  ayant  toujours  un  nombre 
pair  de  racines  imaginaires,  ne  peut  perdre  à  la  fois  qu'un 
nombre  pair  de  racines  réelles,  lorsqu'on  fait  passer  par  une 
suite  de  valeurs  réelles  l'une  des  quantités  qui  entrent  dans  la 
composition  de  ses  coefficients.  Il  suit  de  là,  et  de  la  forme 
connuedes  racines  imaginaires,  que  quand  l'ordonnée  y  d'une 
courbe  algébrique  passe  du  réel  à  l'imaginaire,  pour  une 
certaine  valeur  de  x,  des  valeurs  réelles  de  y  en  nombre 
pair  deviennent  égales.  Si  ces  valeurs  sont  au  nombre  de 
deux,  comme  il  arrive  ordinairement,  deux  portions  de  la 
courbe  viennent  se  rejoindre  en  un  point  qui  peut  ne  pré- 
senter d'ailleurs  aucune  particularité,  lorsqu'on  change  la 
direction  des  axes,  et  qui  par  conséquent  n'est  pas,  en  gé- 
néral, un  point  singulier. 

On  conclut  de  là  que,  pour  avoir  l'expression  complète 
d'une  courbe  algébrique,  par  une  équation  entre  ses  coor- 
données rectilignes,  il  faut  débarrasser  l'équation  des  radi- 
caux, ou  conserver  tous  les  doubles  signes  inhérents  à  chaque 
radical  pair.  Autrement  on  introduirait  arbitrairement  des 
solutions  de  continuité,  tenant  à  la  direction  des  lignes  auxi- 
liaires que  l'on  aurait  prises  pour  axes  des  coordonnées,  et 
que  ne  peut  point  comporter  la  description  de  la  courbe,  con- 
sidérée en  soi.  Tel  est  le  fondement  de  la  correspondance 
entre  l'algèbre  et  la  géométrie  :  l'algèbre  n'associant  par  le 
double  signe  inhérent  aux  radicaux  pairs  qu'elle  emploie, 
que  des  branches  ou  portions  de  ligne  qui  appartiennent 
effectivement  au  même  lieu  géométrique. 

D'ailleurs  cette  correspondance  que  l'on  admet  souvent 
dans  un  sens  trop  absolu,  parce  qu'elle  apparaît  surtout  dans 
la  discussion  des  courbes  algébriques  les  plus  simples,  objet 
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d'un  enseignpment  classique,  n'a  plus  lieu  généralement 
quand  il  s'agit  de  courbes  à  équations  transcendantes.  Ainsi 
le  radical  du  second  degré  qui  entre  dans  l'équation  de  la 
cycloïde  [1 76]  doit  être  pris  alternativement  avec  le  signe  + 
et  avec  le  signe  —  ;  et  si  Ton  employait  à  la  fois  les  deux 
signes,  on  construirait  deux  cycloïdes  distinctes  qui  ne  peu- 
vent point  être  réputées  former  le  même  lieu  géométrique 
ou  deux  branches  de  la  même  courbe. 

De  même  on  peut  [181]  rejeter  ou  admettre  indifférem- 
ment les  valeurs  négatives  de  r  et  de  9  dans  la  construction 

de  la  spirale  hyperbolique  r  =  -  :  car  en  les  admettant  on 

ne  fait  qu'appliquer  une  convention  permise  ;  et  en  les  re- 
jetant on  ne  rompt  aucune  analogie  géométrique,  ni  on  n'in- 
troduit aucune  solution  de  continuité  incompatible  avec  les 
conditions  géométriques  de  la  description  de  la  courbe. 

Inversement,  lorsque  l'ordonnée  d'une  ligne  algébrique 
reçoit  une  expression  de  forme  transcendante  ;  lorsqu'elle  est 
exprimée,  par  exemple,  au  moyen  d'une  série,  l'expression 
transcendante  comporte  ordinairement  des  solutions  de  con- 
tinuité étrangères  au  tracé  géométrique.  C'est  ce  qui  arrive 
pour  l'équation  {q)  du  n°  113,  dont  le  second  membre  re- 
présente l'ordonnée  d'une  ligne  droite,  mais  entre  certaines 
limites  seulement;  et  nous  verrons  que  les  exemples  du 
même  fait  analytique  peuvent  être  multipliés  à  l'infini. 

209.  Lors  donc  qu'il  est  question  de  la  correspondance 
de  la  géométrie  et  de  l'algèbre,  il  faut  prendre  le  mot  d'al- 
gèbre dans  le  sens  étroit,  et  entendre  qu'il  s'agit  seulement 
des  lignes  exprimées  par  une  équation  algébrique  entre  des 
coordonnées  rectilignes,  menées  parallèlement  à  des  axes 
fixes.  Cette  correspondance  résulte  des  propriétés  des  équa- 
tions algébriques,  rappelées  ci-dessus,  et  de  ce  fait  primitif 
que,  dans  un  pareil  système  de  coordonnées,  toute  équation 
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du  premier  degré  à  deux  variables  représente  une  droite 
indéfiniment  prolongée. 

Le  sentiment  de  ce  rapport  avait  induit  Descartes  à  donner 
la  dénomination  de  courbes  géométriques  à  toutes  celles  que 
représentent  des  équations  algébriques  à  deux  variables, 
dans  un  système  de  coordonnées  parallèles  à  des  axes  fixes. 
Il  appelait  par  opposition  courbes  mécaniques  les  courbes 
exprimées  dans  un  pareil  système  de  coordonnées  par  des 
équations  transcendantes,  telles  que  les  spirales  ou  la  cy- 
cloïde :  mais  ces  dénominations  vicieuses  ont  cessé  d'être 
en  usage.  Il  n'y  a  aucune  difficulté  à  appeler  courbes  algé- 
briques celles  que  Descartes  qualifiait  exclusivement  de  géo- 
métriques ;  tandis  qu'il  est  impossible  de  fixer  par  une  défi- 
nition précise  le  caractère  des  courbes  géométriques,  bien 
que  Ton  conçoive  que  cette  dernière  dénomination  est  phi- 
losophiquement applicable  à  certaines  courbes  et  non  à  d'au- 
tres. Ainsi  la  cycloïde  comme  l'ellipse  sont  évidemment  des 
courbes  dont  la  génération  peut  être  conçue  et  dont  les  pro- 
priétés nombreuses  peuvent  être  étudiées  d'après  des  con- 
sidérations de  pure  géométrie,  indépendamment  de  l'emploi 
de  l'algèbre  et  de  toute  convention  sur  un  système  de  coor- 
données arbitraires  :  ce  sont  donc  à  ce  titre  des  courbes  géo- 
métriques. Au  contraire,  si  l'on  écrivait  au  hasard  une  équa- 
tion algébrique  à  deux  variables,  de  degré  quelconque,  ou 
une  équation  transcendante  déforme  bizarre,  il  n'arriverait 
que  très  accidentellement  que  le  lieu  d'une  pareille  équation 
jouit  de  propriétés  géométriques  d'après  lesquelles  on  pour- 
rait concevoir  et  définir  la  génération  de  la  courbe,  indé- 
pendamment des  axes  arbitraires  auxquels  on  les  rapporte, 
et  de  la  relation  entre  les  valeurs  numériques  de  ses  coor- 
données, qui  résulte  de  l'équation  écrite.  Une  telle  courbe 
serait  encore  algébrique  ou  transcendante,  comme  l'ellipse 
ou  la  cycloïde,  mais  ne  devrait  pas  être  réputée  géométrique. 
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210.  Les  courbes  algébriques  ne  peuvent  pas  plus  avoir 
de  points  saillants  que  de  points  de  rupture  :  car,  si  Ton 
élimine  y  entre  l'équation  d'une  courbe  algébrique 

F(*,j)=0,  (a) 

délivrée  de  radicaux  et  de  dénominateurs,  et  sa  dérivée  im- 
médiate 

dF       (/F 

on  obtiendra  pour  résultante  une  équation  algébrique  en 
x,  y',  délivrée  aussi  de  radicaux  et  de  dénominateurs;  en 
sorte  que  la  courbe  dérivée,  dont  x  est  l'abscisse  et  y'  l'or- 
donnée,  ne  pourra  avoir  de  points  de  rupture  ;  ce  qui  arrive- 
rait nécessairement  s'il  y  avait  des  points  saillants  sur  la 
courbe  primitive. 

Il  ne  peut  non  plus  y  avoir  sur  une  courbe  algrébrique  de 
points  singuliers  où  le  rayon  de  courbure  passe  brusque- 
ment d'une  valeur  finie  à  une  autre  :  car  le  rayon  de  cour- 
bure est  une  fonction  algébrique  des  dérivées  y',  y*\  et  la 
dérivée  \f  est,  aussi  bien  que  y',  une  fonction  algébrique  de 
x.  Il  en  faut  dire  autant  de  la  dérivée  t/(,),  n  étant  quelcon- 
que. 

Donc  les  solutions  de  continuité  d'un  ordre  quelconque, 
que  peut  éprouver  une  fonction  algébrique,  résultent  tou- 
jours du  passage  par  l'infini  de  l'une  de  ses  fonctions  déri- 
vées et  des  dérivées  subséquentes,  et  jamais  de  ce  que  les 
fonctions  dérivées,  à  partir  d'un  certain  ordre,  passent  brus- 
quement d'une  valeur  finie  à  une  autre. 

211.  Les  points  de  rupture  et  les  points  saillants  des 
courbes  à  équations  transcendantes  ne  peuvent  être  déter- 
minés que  par  une  discussion  spéciale,  appropriée  à  la  na- 
ture des  fonctions  transcendantes  qui  entrent  dans  l'équation 
de  la  courbe.  C'est  ainsi  que  Ton  reconnaît,  par  la  nature 


DES   POINTS   SINGULIERS.  353 

1 

de  la  fonction  e",  qui  devient  nulle  ou  infinie  pour  £=0, 

selon  que  x  converge  vers  zéro  en  passant  par  des  valeurs 

positives  ou  négatives,  que  la  branche  de  la  courbe  (1)  dont 

les  abscisses  sont  positives,  s'arrête  brusquement  au  point 

x  =  0,  y  =  —  1 .  Considérons  la  courbe  qui  aurait  pour 

équation 

x 
V  = ;: 

la  fonction  y  s'évanouit  pour  x  =  0,  soit  qu'on  fasse  passer 
x  par  une  série  de  valeurs  positives  ou  par  une  série  de  va- 
leurs négatives  ;  car  l'expression  de  y  devient  dans  les  deux 

cas  —  =  0,  j  =  0.  Donc  la  courbé  passe  par  l'origine  et 

s'étend  du  côté  des  abscisses  négatives  comme  du  côté  des 
abscisses  positives.  En  passant  aux  fonctions  dérivées  on  a 


4  +  e*       xe 


Si  maintenant  on  pose  x=0,  on  trouve  y1  =  0  ou  t/'  =  1  ,t 
selon  qu'on  fait  passer  x  par  des  valeurs  positives  ou  néga- 
tives pour  arriver  à  la  limite  zéro.  L'origine  des  coordonnées 
est  donc  un  point  saillant  de  la  courbe  :  la  branche  dont  les 
abscisses  sont  positives  venant  toucher  l'axe  des  x  en  ce 
point,  tandis  que  la  tangente  à  l'autre  branche  au  même  point 
est  inclinée  de  45°  sur  cet  axe.  On  trouverait  de  même  que 
l'origine  est  un  point  saillant  de  la  courbe  donnée  par  l'é- 
quation 

y  =  x  arc  tang  - ,  (4) 

x 

qui  a  pour  dérivée 


y'  -arc  tang  --j-^i 


33 
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car,  selon  que  x  converge  vers  zéro  en  passant  par  des  va- 
leurs positives  ou  négatives,  il  vient  à  la  limite  y'  =  \  *, 
y'  c=  —  i  tu  Au  reste,  par  les  raisons  que  nous  avons  indi- 
quées, la  discussion  de  ces  sortes  de  courbes  intéresse  peu 
la  géométrie,  et  ne  doit  pas  nous  arrêter  longtemps. 

212.  La  courbe  dont  y  est  l'ordonnée  subit  une  inflexion, 
lorsque  sa  dérivée  y'  passe  par  une  valeur  maximum  ou 
minimum,  soit  qu'il  s'agisse  d'un  maximum  ou  minimum 
ordinaire,  auquel  le  principe  de  Kepler  est  applicable,  soit 
qu'il  s'agisse  d'un  maximum  ou  minimum  singulier,  cor- 
respondant à  une  solution  de  continuité  de  la  fonction  y. 
Les  règles  pour  la  détermination  des  maxima  et  minima 
des  fonctions  explicites  ou  implicites  d'une  seule  variable 
s'appliquent  donc  directement  à  la  détermination  des  points 
d'inflexion  des  courbes,  sans  qu'il  soit  besoin  de  chercher 
pour  cela  des  procédés  particuliers.  Le  point  d'inflexion  est 
caractérisé  ordinairement  par  l'équation  y"  =  0,  et  acciden- 
tellement par  l'équation  y"  =  ±  <x>  ;  mais  il  peut  se  faire 
que  l'une  ou  l'autre  de  ces  équations  soit  satisfaite,  sans 
que  la  courbe  subisse  d'inflexion  au  point  correspondant. 
,   Lorsque  la  courbe  sera  donnée  par  une  équation  algé- 
brique (a),  délivrée  de  radicaux  et  de  dénominateurs,  on  éli- 
minera y  entre  cette  équation  et  sa  dérivée  immédiate  (a'): 
l'équation  résultante,  déterminant  implicitement  y  en  fonc- 
tion de  xy  servira  à  déterminer  les  valeurs  de  x  qui  répon- 
dent à  des  maxima  ou  à  des  minima  de  la  fonction  y'7  et 
par  suite  à  des  points  d'inflexion  de  la  courbe  proposée. 
Considérons  la  courbe  représentée  par  l'équation 

y*  =  ax%  -+-  bx$,  (3) 

qui,  suivant  que  le  coefficient  a  est  supposé  positif,  nul  ou 
négatif  (b  étant  toujours  positif),  prend  l'une  des  trois  for- 
mes indiquées  par  les  fig.  57,  58  et  59.  On  tire  de  l'équa- 
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tion  (3) 

(s^+j^    -_*(«+ W    -„_     xv 

y  4(a-hto)  ,y  («  +  **)*  •  y         64.(a-+-ia;)'' 

Les  valeurs  de  x  qui  rendent  t/'  un  maximum  ou  un  mt- 
nimum  sont  données  par  l'équation  a  + 1  te  =  0.  Si  a  est 
positif,  la  valeur  de  x  qu'on  en  tire  rend  y'  ety  imaginaires. 
Cette  valeur  ne  peut  donc  correspondre  à  un  point  d'inflexion 
de  la  courbe. 

Si  a  =  Ô,  y"  passe  par  l'infini  au  lieu  de  s'évanouir,  pour 
x  z=  0,  et  la  courbe  proposée,  qui  devient  la  parabole  de 
Neil  [197],  ne  peut  encore  avoir  de  points  d'inflexion, 
puisque  les  valeurs  négatives  de  x  rendent  y'  et  y  imagi- 
naires. 

Mais,  si  le  coefficient  a  est  négatif,  la  courbe  subit 
deux  inflexions  aux  points  dont  la  commune  abscisse  est 

r—  _*a 
x W 

L'équation  (1)  donne 

et  la  courbe  transcendante  que  cette  équation  représente 
a  par  conséquent  un  point  d'inflexion  correspondant  à  l'abs- 
cisse x={. 

La  recherche  des  points  de  courbure  maximum  ou  mini- 
mum se  ramène,  ainsi  qu'on  l'a  vu  [194],  à  la  détermina, 
tion  des  valeurs  de  x,  y,  qui  rendent  un  maximum  ou  un 
minimum  le  rayon  de  courbure  p,  en  même  temps  qu'elles 
satisfont  à  l'équation  de  la  courbe  proposée.  Si  cette  équa- 
tion est  algébrique,  on  pourra  toujours  arriver  par  l'élimi- 
nation à  une  autre  équation  algébrique  en  xy  p  ;  et  l'on  n'aura 
plus  qu'à  appliquer  les  règles  ordinaires  à  la  détermination 
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des  valeurs  de  x  qui  rendent  la  fonction  implicite  p  un  maxi- 
mum ou  un  minimum. 

213.  On  appelle  points  multiples  ceux  où.  plusieurs  bran- 
ches de  la  même  courbe  viennent  se  rencontrer,  soit  qu'elles 
ne  fassent  que  se  couper,  soit  qu'elles  se  touchent  :  auquel 
cas  il  y  a  intersection  en  même  temps  que  contact,  selon 
que  le  contact  Se  trouve  d'ordre  pair  ou  d'ordre  impair  [205]. 
Une  seule  branche,  en  se  repliant  sur  elle-même,  peut  offrir 
également  des  points  multiples.  Le  point  multiple  est  dou- 
ble, triple,  quadruple, selon  que  la  rencontre  a  lieu 

entre  deux,  trois,  quatre, ......  branches  ou  portions  de  la 

même  courbe;  et  alors,  dans  le  voisinage  immédiat  du  point 

multiple,  l'ordonnée  a  deux ,  trois,  quatre, valeurs 

réelles  correspondant  à  la  même  abscisse. 

Soit  toujours 

F(0,y)  =  O  (a) 

l'équation  de  la  courbe  que  nous  supposerons  algébrique, 
cette  équation  étant  délivrée  de  radicaux  et  de  dénomina- 
teurs :  sa  dérivée  du  premier  ordre 

donnera  ai/'  une  valeur  réelle  et  unique,  toutes  les  fois  que 
3x'  di  ne  s'évanouiront  P85  simultanément.  Donc,  pour 
que  la  courbe  puisse  offrir  un  point  multiple  par  simple  in- 
tersection, il  faut  d'abord  qu'on  ait 

dF      A  dF      A 

5*=o'5ir0;  (b) 

et  par  suite  la  dérivée  du  second  ordre 

ePF   ,  a  <PF     ,  ,   d*F    „  ,  dF   m     ^ 

se  réduira  à 
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pour  les  valeurs  de*  a,  t/>  qui  satisfont  simultanément  aux 
équations  (a)  et  (è).  Lorsqu'on  en  tirera  pour  y'  deux  valeurs 
réelles  et  inégales,  la  courbe  aura  un  point  double  par  sim- 
ple intersection. 

Soit  proposée,  par  exemple,  l'équation 

»*-£(**-**)>  (*) 

qui  représente  une  courbe  (fig.  60)  connue  sous  le  nom  de 
lemniscate  :  les  équations  {b)  et  (c)  deviendront 

a?(af-—  x»)  —  x$<=0,  y=Qfy'*  «  — ^ — . 

a? 

On  en  conclut  que  l'origine  des  coordonnées  est  un  point 
double  où  deux  arcs  de  la  courbe  se  coupent  à  angles  droits, 
les  deux  tangentes  étpnt  inclinées  de  45°  sur  l'axe  des  abs- 
cisses. D'ailleurs  les  deux  arcs  qui  se  coupent  s'infléchissent 
au  point  d'intersection,  et  par  conséquent  l'origine  est.  un 
point  de  la  courbe,  doublement  singulier;  car  les  équations 
en  y*,  x  et  y",  a?  sont 

x^^-SaV  9a' 

y    —  *(#—&)*  '"     ~ (a*— X*)'" 
et  elles  donnent  y n  =  0  pour  x  —  0,  tandis  que  y"  '  conserve 
une  valeur  finie. 

On  trouverait  de  même  que  l'origine  est  un  point  double 
de  la  courbe  (3)  :  les  deux  tangentes  faisant  avec  Taxe  des 
abscisses  des  angles  qui  ont  pour  tangentes  trigonométri- 
ques  l/û  et  —  |/S.  Le  paramètre  a  est  supposé  positif 
{fig.  57). 

214.  Cette  règle  peut  quelquefois  s'appUquer  aux  courbes 
transcendantes,  et  servir  à  déterminer  des  points  saillants 
multiples.  Par  exemple,  soit  proposée  la  courbe 
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(y—  sarctang-  J  —  ff*cos0  =  O:  (5) 

on  trouve  que  les  valeurs  x  =  0,  y  =  0  satisfont  aux  équa- 
tions (a)  et  (6),  et  Ton  a 

d»F      ft    «PF  _/      .       4         a?    \ 

cPF      ^/      A       4         x    \*  .  4(y— xarctangi) 
— -=î(arctang — — ;)   +         „  ^.^ 

+  (a*  —  2)  cos  x+  tesin  a\ 
L'équation  (c)  devient,  pour  les  valeurs  x  =  0,  y  =  0r 

^  +  ^  +  ^-4=0, 

et  elle  donne  à  y'  les  quatre  valeurs  distinctes 

*  +  |    *_4   _ï+i    -1-4 

On  reconnaît  ainsi  que,  pour  la  courbe  (5),  l'origine  des 
coordonnées  est  un  point  saillant  où  quatre  arcs  viennent 
se  rencontrer  sous  des  angles  finis.  Le  point  saillant  de  la 
courbe  (2)  ne  pourrait  pas  être  trouvé  de  la  même  manière  ; 
car,  bien  que  y'  prenne  à  l'origine  deux  valeurs  distinctes, 

j-  se  réduit  à  la  constante  1 ,  et  ne  peut  s'évanouir  pour  les 

valeurs  #  =  0,  y  =  0. 

215.  L'équation  (c)  deviendra  illusoire,  si  Ton  a  à  la 

fois 

d*F      A    d«F       A  d*F      „  , . 

5i-0'5£*=s,^-°-  {d) 

On  prendra  alors  la  dérivée  de  cette  équation,  qui  se  ré- 
duit à 

d'F  d'F  d3F  d'F 

—  +  3— —  y'  +3— —  y'»  +  —  v"  =  0.  (e) 

<to'^    da?dyy         dxdy*y    *  dy' y  U 

Quand  celle-ci  acquerra,  pour  les  valeurs  de  x,  y  qui  satis- 
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font  aux  équations  (a),  (b)r  (tf),  trois  racines  réelles  et  iné- 
gales, la  courbe  proposée  aura  un  point  d'intersection 
triple;  tandis  que  le  point  n'appartiendra  qu'à  une  seule 
branche  de  la  courbe,  comme  ceux  qui  le  précèdent  et  qui 
le  suivent  immédiatement,,  si  l'équation  (e)  n'a  qu'une  seule 
racine  réelle. 

Ce  dernier  cas  se  présente  pour,  là  courbe  dont  l'équation 
est 

y«—  x(x—*y=zQ:  (6) 

on  y  satisfait  en  prenant  x  =  1 ,  y  =  0  :  valeurs  qui  véri- 
fient aussi  les  équations  [b)  et  (d)  ;  mais  l'équation  (e)  se 
réduit  pour  les  mêmes  valeurs  à 

ï's-*=0,  (7) 

et  elle  n'admet  qu'une  racine  réelle.  Il  est  d'ailleurs  mani- 
feste, par  la  forme  de  l'équation  (6),  que  y  ne  peut  avoir 
qu'une  seule  valeur  réelle  pour  toutes  les  valeurs  de  s,  et 
qu'ainsi  la  courbe  ne  saurait  offrir  de  points  multiples. 

Dans  le  cas  où  tous  les  coefficients  de  l'équation  (e)  s'éva- 
nouiraient encore,  on  passerait  de  la  même  manière  à  une 
équation  du  quatrième  degré  en  y'.  Si  celle-ci  avait  quatre 
racines  réelles  et  inégales ,  le  point  correspondant  aux  va- 
leurs de  a;,  y  qui  vérifient  les  équations  (a)  et  (6),  serait  un 
point  d'intersection  quadruple  ;  si  elle  n'avait  que  deux  ra- 
cines réelles  et  inégales,  le  point  serait  double  ;  si  elle  avait 
deux  racines  réelles  inégales  et  deux  racines  réelles  égales, 
l'existence  de  deux  racines  inégales  accuserait  encore  l'exis- 
tence de  deux  branches  qui  se  coupent  au  point  correspon- 
dant (x,  y)  :  nous  verrons  tout  à  l'heure  les  conséquences 
que  l'on  peut  tirer  de  la  présence  des  deux  racines 
réelles  égales. 

Il  est  clair  que  rien  n'empêche  de  poursuivre  cette  discus- 
sion indéfiniment,  et  qu'il  en  résulte  une  méthode  dirette 
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pour  déterminer  sans  ambiguïté,  sur  toutes  les  courbes  al- 
gébriques, les  points  multiples  par  simple  intersection  (ou 
par  intersection  non  accompagnée  de  contact),  et  leur  degré 
de  multiplicité  ou  le  nombre  des  branches  qui  se  coupent  en 
ces  points  singuliers. 

216.  Lorsque  l'équation  en  y,  à  laquelle  on  arrive  en  ap- 
pliquant la  méthode  précédente,  est  de  degré  pair,  et  qu'elle 
a  toutes  ses  racines  imaginaires,  le  point  dont  les  coordon- 
nées satisfont  par  hypothèse  aux  équations  (a)  et  (6),  est 
un  point  conjugué,  c'est-à-dire  un  point  isolé  et  néanmoins 
associé  à  la  courbe  que  l'équation  (a)  représente,  en  ce  sens 
que  le  lieu  de  l'équation  est  donné  par  le  système  d'une 
ligne  continue  et  d'un  point  isolé.  Une  ligne  peut  avoir  plu- 
sieurs points  conjugués,  ou  même  en  avoir  une  infinité,  si 
son  équation  est  transcendante*.  Une  équation  à  deux  va- 
riables peut  aussi  ne  représenter  qu'un  point  ou  un  système 
de  points  isolés  ;  mais  ceci  n'arrive  que  parce  qu'elle  équi- 
vaut à  plusieurs  équations  distinctes.  Telles  sont  les  équa- 
tions de  la  forme 

[?toyT+[M*,y)]\=o, 
qui  équivalent  au  système  des  deux  équations 
r(*-y)=o,  *(*,y)=o. 
L'origine  des  coordonnées  est  un  point  conjugué  de  la 
courbe  représentée  par  l'équation  (3),  quand  on  attribue 
au  paramètre  a  une  valeur  négative.  Les  équations  (b)  et 
(c)  deviennent  dans  ce  cas 

8y=0,2ar+  3bx*  =  0,/1  —  Mx  —  a=  0; 
les  deux  premières  sont  vérifiées  par  les  valeurs  x  =  0, 
y  =  0  ;  et  quand  on  fait  dans  la  troisième  x  =  0,  a  <  0, 
on  n'en  peut  tirer  pour  y1  que  des  valeurs  imaginaires. 
D'ailleurs,  lorsqu'on  met  l'équation  (3)  sous  la  forme 
j'=  +  x]/bx  +  a, 
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on  voit  clairement  :  i°  qu'elle  est  vérifiée  par  x  =  0,  y=0; 
2°  que  si  Ton  suppose  a  négatif  et  b  positif,  l'ordonnée  y 
reste  imaginaire  pour  des  valeurs  de  x  positives  ou  néga- 
tives, tant  soit  peu  différentes  de  zéro,  et  ne  devient  réelle 

que  quand  x  surpasse  —  y. 

On  peut  remarquer  que  le  point  conjugué  0  [fig .  59)  con- 
serve en  quelque  sorte  la  trace  du  nœud  Omn  (fig.  57)  qui 
a  disparu  par  le  changement  de  signe  du  paramètre  a;  et 
Ton  se  rend  ainsi  compte,  autant  que  le  sujet  le  comporte, 
de  la  signification  géométrique  des  points  conjugués. 

Il  est  aisé  de  voir  pourquoi  l'on  obtient  les  points  conju- 
gués en  même  temps  que  les  points  multiples.  En  effet,  un 
point  conjugué  est  celui  où  deux  racines  imaginaires  conju- 
guées de  l'équation  (a) 

y  =  ?x  +  fr  y/=\9  (*,) 

deviennent  égales  entre  elles,  et  en  même  temps  réelles,  par 
l'évanouissement  de  la  fonction^.  On  peut  donc  considérer 
le  point  conjugué  comme  le  point  d'intersection  de  deux 
branches  imaginaires  de  la  courbe  (a).  Pour  chacune  de  ces 
branches,  l'équation  (a')  donnerait  à  y1  une  valeur  imagi- 
naire unique  :  il  doit  y  avoir  deux  valeurs  imaginaires  de  y' 
pour  le  système  de  valeurs  de  or,  y  commun  aux  deux  bran- 
ches imaginaires,  ou  pour  les  coordonnées  réelles  du  point 
conjugué  ;  donc  il  faut  que  l'équation  (a')  ne  puisse  plus 
servir  à  déterminer  une  valeur  unique  de  y',  et  partant  que 
les  équations  (b)  soient  satisfaites  pour  les  valeurs  de  x,  y 
qui  correspondent  au  point  conjugué. 

Dans  le  sens  algébrique,  la  courbe  (6)  a  un  point  conju- 
gué, correspondant  aux  coordonnées  x  =  l,  y  =  0,  et  aux 
racines  imaginaires  de  l'équation  (7)  ;  mais  ce  point  conju- 
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gué  se  trouve  accidentellement  coïncider  avec  un  des  points 
de  la  branche  réelle  de  la  courbe.  Quelques  auteurs  expri- 
ment cette  circonstance  en  disant  que  le  point  conjugué 
n'est  plus  visible,  ce  qui  signifie  qu'il  n'a  plus  d'existence 
géométrique . 

21 7.  On  conçoit  que  la  valeur  de  #  qui  correspond  à  un 
point  conjugué  de  la  courbe  (a),  peut  aussi  correspondre 
accidentellement  à  un  point  conjugué  de  la  courbe  dérivée 
qui  a  pour  abscisse  x  et  pour  ordonnée  courante  t/',  ou 
même  à  un  point  conjugué  de  la  courbe  dérivée  du  second 
ordre,  dont  l'ordonnée  courante  est  y",  et  ainsi  de  suite.  Par 
exemple,  l'origine  est  manifestement  un  point  conjugué  de 
la  courbe 

y*  =  ax*  H-  &F5,  ou  y  =  ±  x*  \/bx  -h  a, 

quand  on  suppose,  comme  ci-dessus,  b  >  0,  a  <  0  :  ce  sera 
aussi  un  point  conjugué  de  la  courbe  dérivée 

_     x($bx  +  ba) 
*  ~  ±2  Vbx  +  a1 

et  en  effet,  l'équation  (c)  se  réduisant  dans  ce  cas  à  y  '*  =  0, 
n'a  pas  ses  racines  imaginaires,  mais  réelles  et  égales. 

Généralement,  lorsque  les  coordonnées  #,  y  d'un  point 
conjugué  ne  correspondent  pas  à  des  racines  imaginaires  de 
l'équation  finale  en  y',  à  laquelle  conduit  la  méthode  expo- 
sée plus  haut,  elles  correspondent  à  des  racines  réelles  de  la 
même  équation,  doubles  ou  d'un  degré  pair  de  multiplicité. 
Pour  le  démontrer,  remarquons  que  quand  deux  branches 
de  la  courbe,  au  lieu  de  se  couper,  se  touchent  au  point 
(x,  t/),  les  valeurs  correspondantes  de  y',  qui  étaient  inégales 
dans  le  cas  d'intersection  des  branches,  doivent  devenir 
égales,  sans  cesser  d'être  réelles  ;  et  les  deux  branches  ac- 
quérant une  tangente  commune,  on  peut  dire  aussi  qu'elles 
ont  deux  points  communs  infiniment  voisins.  Par  la  même 
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raison,  lorsqu'il  correspond  une  valeur  réelle  de  la  tangente 
aux  coordonnées  du  point  conjugué,  on  peut  dire  que  les 
branches  imaginaires  (at),  (*,)  ont  deux  points  réels  com- 
muns, infiniment  voisins,  ou  que  ces  branches  se  touchent, 
et  par  conséquent  l'équation  en  y'  doit  acquérir  des  racines 
égales.  Cela  se  voit  d'ailleurs  par  la  forme  même  des  équa- 
tions (at),  (af)  ;  puisque,  si  la  valeur  dey1  tirée  de  («,)  est 
réelle  pour  l'abscisse  x  du  point  conjugué,  c'est  que  la  va* 
leur  x  annule,  non-seulement  la  fonction  $x,  mais  aussi  sa 
dérivée  ty'x;  et  alors  la  valeur  de  y'  tirée  de  fa)  est  la  même 
que  celle  que  l'on  tire  de  (at).  La  fonction  y'  acquiert  donc 
au  point  conjugué  deux  valeurs  égales  :  elle  pourrait  en  ac- 
quérir 4,  ou  6,  ou  nu  nombre  pair  quelconque,  selon  le 
nombre  des  branches  imaginaires  conjuguées  deux  à  deux, 
qui  auraient  pour  point  commun  de  contact  le  point  conju- 
gué. 

218.  Nous  dirons  qu'il  y  a  entre  deux  branches  de  courbe 
un  contact  de  première  espèce,  lorsque  les  deux  branches 
sont  situées  de  part  et  d'autre  de  la  tangente  commune 
(fig.  61),  et  un  contact  de  seconde  espèce,  lorsque  les  deux 
branches  sont  situées  d'un  même  côté  de  la  tangente  (fi g .  62). 
Si  les  deux  branches  se  raccordent  au  point  de  contact,  sans 
se  prolonger  au  delà,  le  point  multiple  par  contact  se  change 
en  un  point  de  rebroussement,  de  première  ou  de  seconde 
espèce  {fig.  63  et  64),  selon  que  la  tangente  commune 
tombe  entre  les  deux  branches  qui  se  raccordent,  ou  les 
laisse  toutes  deux  d'un  même  côté.  La  cycloïde  et  les  déve- 
loppées des  sections  coniques  nous  ont  déjà  offert  des  exem- 
ples de  rebroussements  de  première  espèce.  La  courbe 

(y  —  ax*)*  =  b*  x1,  ouy=zax*±  bx*  {/xf 

éprouve  à  l'origine  un  rebroussement  de  seconde  espèce  : 
car  l'équation  de  cette  courbe  donne 
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45 

/  =  iax  ±  |  bx  v/x,  y"  =  2a  +  —  *  \/x\ 

4 

et  quand  on  fait  x  =  0,  d'où  y  =  0,  y '  =  0,  les  deux  va- 
leurs de  y*  deviennent  égales  à  la  constante  la  :  par  consé- 
quent les  valeurs  de  y  sont  de  même  signe  pour  les  deux 
branches  qui  se  raccordent,  et  ces  deux  branches  tournent 
leur  concavité  dans  le  même  sens  {fig.  65). 

Imaginons  qu'une  droite  se  meuve  dans  le  plan  d'une 
courbe  plane,  en  s'appuyant  sur  cette  courbe  ou  en  la  tou- 
chant constamment  :  le  point  de  contact  peut  être  considéré 
comme  un  point  en  mouvement  sur  la  droite  mobile.  Le 
sens  de  la  vitesse  de  ce  point  change,  ou  le  point  rebrousse 
sur  la  droite  mobile,  quand  cette  droite  touche  la  courbe 
en  un  point  de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde 
espèce  :  en  outre,  le  sens  de  la  rotation  de  la  droite  mobile 
sur  le  plan  change,  comme  aux  points  d'inflexion,  si  le  re- 
broussement est  de  seconde  espèce. 

219.  En  résumé,  lorsque  l'équation  en  y'  dont  il  a  été 
question  jusqu'ici,  a  des  racines  réelles  égales,  ces  racines 
peuvent  correspondre  ou  à  des  points  multiples  par  contact, 
ou  à  des  points  de  rebroussement,  ou  bien  enfin  à  des  points 
conjugués.  Le  même  caractère  analytique  doit  appartenir  à 
ces  trois  sortes  de  points  singuliers  :  en  effet,  on  peut  tou- 
jours représenter  par  (aj,  («,)  deux  branches  de  la  courbe 
(a),  branches  qui  sont  réelles  ou  imaginaires,  selon  que  la 
fonction  tyx  est  imaginaire  ou  réelle.  On  désigne  par  yx  une 
fonction  réelle,  et  dans  le  cas  actuel  on  admet  que  la  valeur 
qui  annule  tyx  annule  aussi  ty'x.  Soit  £  cette  valeur  :  si,  pour 
des  valeurs  de  x  tant  soit  peu  plus  grandes  ou  plus  petites 
que  £,  tyx  reste  imaginaire,  il  y  a  un  contact  ordinaire,  de 
première  ou  de  seconde  espèce,  entre  les  deux  branches.  Si 
tyx  est  imaginaire  pour  des  valeurs  de  a  tant  soit  peu  plus 
petites  que  £  et  réelle  pour  des  valeurs  de  x  tant  soit  peu 
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plus  grandes,  ou  vice  versa,  le  point  singulier  est  un  point 
de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce  ;  et  en- 
fin si  la  valeur  de  tyœ  reste  réelle  pour  les  valeurs  de  x  im- 
médiatement supérieures  et  inférieures  à  \>  les  deux  bran- 
ches sont  imaginaires  et  le  point  singulier  devient  un  point 
conjugué.  Rien  n'est  plus  facile  que  de  distinguer  ces  trois 
cas,  lorsque  la  fonction  <|œ  est  donnée  explicitement  par  la 
résolution  algébrique  de  l'équation  proposée  :  autrement  il 
faut  recourir  à  des  essais,  ou  construire  la  courbe  par  points 
dans  le  voisinage  du  point  singulier  dont  on  veut  reconnaître 
la  nature.  L'analyse  dont  nous  avons  fait  usage  réduit,  au- 
tant que  le  sujet  le  comporte,  les  cas  d'ambiguïté,  et  met  en 
évidence  la  raison  de  cette  ambiguïté,  dans  les  circonstances 
où  die  est  inhérente  à  la  question. 

220.  Les  points  de  contact  ou  de  rebroussement  de  pre- 
mière espèce  se  distinguent  encore  de  ceux  de  seconde  es- 
pèce par  un  caractère  remarquable  ;  car,  soient  £,  V  les  va- 
leurs de  x  et  de  y  '  qui  correspondent  au  point  de  contact  ou 
de  rebroussement  de  première  espèce  :  pour  les  valeurs  de 
x  voisines  de  £,  y'  a  deux  valeurs,  l'une  un  peu  plus 
grande,  l'autre  un  peu  plus  petite  que  W;  et  de  là  il  est  aisé 
de  conclure  que  la  courbe  dérivée  dont  les  coordonnées  cou- 
rantes sont  x,  y',  a  au  point  (S,  m')  sa  tangente  perpendicu- 
laire aux  x,  à  moins  que  le  point  (£,•*/)  ne  soit  lui-même  ac- 
cidentellement un  point  de  contact  ou  de  rebroussement  de 
première  espèce,  et  que  la  tangente  en  ce  point  ($,  n')  ne  se 
trouve  parallèle  aux  x.  Donc  la  dérivée  y"  est  infinie  ou 
nulle,  et  ordinairement  infinie  pour  les  valeurs  de  x  qui 
correspondent  à  des  points  de  contact  ou  de  rebroussement 
de  première  espèce.  fl  y  a  sous  ce  rapport  réciprocité  entre 
les  points  dont  il  s'agit  et  les  points  d'inflexion,  pour  lesquels 
la  dérivée  y"  est  ordinairement  nulle  et  peut  être  exception- 
nellement infinie. 
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Le  point  qui  correspond  sur  la  courbe  dérivée  à  un  point 
de  rebroussement  de  seconde  espèce ,  peut  être  lui-même 
un  point  de  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  es- 
pèce; et  il  n'y  a  plus  moyen  d'assigner  d'une  manière  gé- 
nérale un  ordre  n  de  dérivation  tel  que  la  dérivée  yw  doive 
être  nécessairement  infinie  ou  nulle. 

221 .  Nous  terminerons  ce  chapitre  en  indiquant  les  con- 
nexions qui  existent  entre  les  points  singuliers  d'une  courbe 
plane  et  ceux  de  sa  développée.  La  formule 

' ~ 

montre  que  p  devient  infini,  ou  que  la  courbure  est  nulle 
quand  y"  s'évanouit,  ce  qui  arrive  en  général  aux  points 
d'inflexion  de  la  développante*  Ainsi  les  normales  à  la  dé- 
veloppante aux  points  d'inflexion  sont  en  général  des 
asymptotes  de  la  développée  (fig.  66).  Au  contraire,  les 
points  d'inflexion  de  la  développée  correspondent  à  des 
points  de  rebroussement  de  seconde  espèce  sur  la  dévelop- 
pante (fig.  67). 

Les  points  singuliers  de  la  développante  où  le  rayon  de 
courbure  passe  par  une  valeur  maximum  ou  minimum,  cor- 
respondent en  général  à  des  rehaussements  de  première 
espèce  sur  la  développée  {fig.  52  et  53).  U  pourra  arriver 
exceptionnellement  que  ces  points  de  la  développante  soient 
des  points  pour  lesquels  y"  s'évanouit  sans  qu'il  y  ait  in- 
flexion ;  et  alors  les  normales  en  ces  points  seront  des 
asymptotes  de  la  développée. 

Aux  points  où  la  développante  éprouve  des  rebroussements 
de  première  espèce,  y"  devient  ordinairement  infini,  p  est 
nul,  et  la  développée  rencontre  à  angles  droits  la  dévelop- 
pante (fig.  54  et  69).  Mais  il  peut  aussi  arriver  accidentelle- 
ment que  y"  s'évanouisse,  que  p  devienne  infini,  ou  que  la 
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perpendiculaire  à  la  tangente  commune  au  point  de  rebrous- 
sèment  de  la  développante  soit  une  asymptote  de  la  déve- 
loppée. 

Si  la  développante  n'est  pas  une  courbe  algébrique,  à  ses 
points  d'arrêt  ou  de  rupture  correspondront  des  points  d'ar- 
rêt ou  de  rupture  de  la  développée  ;  les  points  saillants  de  la 
première  courbe  entraîneront  l'existence  de  points  de  rup- 
ture pour  la  seconde.  La  développée  offrira  encore  une  rup- 
ture, ou  ses  coordonnées  courantes,  considérées  comme 
fonctions  de  l'abscisse  a?  de  la  développante,  éprouveront 
une  solution  de  continuité  du  premier  ordre  [36],  lorsque  la 
fonction  y,  qui  entre  dans  l'expression  des  valeurs  de  ces 
coordonnées,  éprouvera  une  solution  de  continuité  du  même 
ordre,  ou  lorsque  l'ordonnée  y  de  la  développante  subira 
une  solution  de  continuité  du  troisième  ordre  ;  de  sorte  qu'en 
définitive,  il  y  aura  autant  de  ruptures  dans  la  développée 
que  de  solutions  de  continuité  du  premier,  du  second  et  du 
troisième  ordre  dans  la  fonction  y  qui  représente  l'ordonnée 
de  la  développante.  En  conséquence,  la  solution  de  conti- 
nuité du  troisième  ordre  de  la  fonction  quelconque  y  est  re- 
présentée géométriquement  par  une  solution  de  continuité 
du  premier  ordre  dans  la  fonction  qui  mesure  la  courbure 
de  la  ligne  dont  y  est  l'ordonnée,  ou  par  une  rupture  de  la 
développée  de  cette  ligne.  Comme  on  peut  tracer  la  déve- 
loppée de  la  développée,  et  ainsi  à  l'infini,  il  s'ensuit  que  la 
solution  de  continuité  d'un  ordre  quelconque  peut  être  défi- 
nie géométriquement,  ou  qu'elle  est  susceptible  de  se  mani- 
fester par  un  caractère  sensible  et  géométrique. 

La  développante  de  toute  courbe  fermée  et  non  sinueuse, 
telle  que  le  cercle  ou  l'ellipse,  est  une  courbe  du  genre  des 
spirales,  formée  d'un  double  système  de  spires  (fig.  68).  En 
effet,  rien  n'arrête,  dans  un  sens  ni  dans  l'autre,  le  mouve- 
ment révolutif  de  la  tangente  à  la  développée,  en  vertu  du- 
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quel  chaque  point  de  la  tangente  mobile  vient  à  son  tour 
s'appliquer  sur  la  développée.  Soit  m  le  point  de  la  déve- 
loppée où  vient  s'appliquer,  dans  ce  mouvement  de  rotation 
continu,  le  point  de  la  tangente  mobile  qui  décrit  la  déve- 
loppante que  Ton  considère  :  il  est  évident  que  les  deux  sys- 
tèmes de  spires,  inversement  disposés,  dont  se  compose  la 
développante,  viendront  se  raccorder  en  m  en  formant  un 
rehaussement  de  première  espèce. 

La  développante  d'une  courbe  à  asymptote  et  sans  in- 
flexion, telle  que  la  logarithmique  ou  une  branche  d'hyper- 
bole, offrira  un  point  de  rebroussement  de  première  espèce 
et  un  point  de  rupture.  Soit  MN  {fig .  69)  la  développée,  AS 
son  asymptote,  m  le  point  de  la  développée  où  vient  s'appli- 
quer le  point  de  la  tangente  mobile  qui  décrit  la  dévelop- 
pante fxmv  :  évidemment,  cette  dernière  courbe  subira  en 
m  un  rebroussement  de  première  espèce.  En  outre,  pendant 
que  la  tangente  mobile  se  déplace  en  roulant  sur  la  déve- 
loppée dans  le  sens  m  M,  elle  tend  indéfiniment  vers  la  posi- 
tion S  À,  sans  jamais  l'atteindre  :  donc  il  y  a  un  point  p  situé 
sur  AS,  dont  le  point  décrivant  s'approche  d'un  mouvement 
de  plus  en  plus  ralenti,  sans  jamais  l'atteindre,  et  qui  par 
suite  est  un  véritable  point  d'arrêt  de  la  développante. 

Ainsi,  les  points  d'arrêt  peuvent  appartenir  à  des  courbes 
dont  le  tracé  est  déterminé  d'après  des  conditions  géomé- 
triques :  en  sorte  que  l'existence  de  ces  points  singuliers 
n'est  pas  seulement  la  conséquence  des  singularités  que  peut 
oflrii*  la  marche  d'une  fonction  dont  l'origine  serait  pure- 
ment analytique  [209]. 


CHAPITRE  V. 

PRINCIPES  DE  LA   THÉORIE  DES   LIGNES   A   DOUBLE   COURBURE. 

222.  Une  ligne  est  déterminée  dans  l'espace  au  moyen 
de  deux  équations  entre  les  coordonnées  x,  y,  z  qui  expri- 
ment les  distances  d'un  point  pris  sur  la  ligne  à  trois  plans 
fixes,  perpendiculaires  entre  eux  ;  et  réciproquement,  le 
système  de  deux  semblables  équations  peut  être  représenté 
par  une  ligne  tracée  dans  l'espace,  dont  x,  y,  z  désigneraient 
les  coordonnées  rectangulaires.  La  ligne  .est  encore  repré- 
sentée graphiquement  par  les  deux  courbes  planes  qui 
sont  ses  projections  sur  deux  des  plans  coordonnés,  tels  que 
ceux  des  x  y  et  des  x  z.  Les  équations  des  lignes  de  projec- 
tion sont  celles  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  alternative- 
ment z  et  y  entre  les  équations 

/  (x,  »,  *)  -  «,  f  (*,  y,  *)  -  0.  (I) 

au  moyen  desquelles  la  ligne  est  déterminée  dans  l'espace. 

On  peut  considérer  cette  ligne  comme  l'intersection  de 
deux  surfaces  cylindriques  qui  auraient  respectivement  pour 
hases  les  lignes  de  projection  sur  les  plans  des  x  y  et  des  x  z, 
et  dont  les  droites  génératrices  seraient  respectivement  pa- 
rallèles aux  axes  des  z  et  des  y. 

En  général,  les  lignes  ainsi  déterminées  dans  l'espace  ne 
sont  pas  planes,  c'est-à-dire  que%  non-seulement  elles  n'ont 
pas  tous  leurs  points  compris  dans  le  môme  plan,  mais  qu'un 
arc  de  la  courbe,  si  petit  qu'on  le  suppose,  ne  peut  pas  être 
appliqué  sur  un  plan.  On  les  nomme  alors  lignes  à  double 
courbure  :  cette  dénomination  sera  expliquée  et  justifiée  par 
ce  qui  doit  suivre. 

En  vertu  des  deux  équations  de  la  courbe,  une  seule  des 
t.  i.  24 
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trois  variables  #,  t/,  z  peut  être  considérée  comme  indépen- 
dante :  les  deux  autres,  ainsi  que  leurs  dérivées  de  tous  les 
ordres,  en  sont  des  fonctions  explicites  ou  implicites.  Mais, 
pour  l'avantage  de  la  symétrie  des  formules,  avantage  d'au- 
tant plus  précieux  que  les  formules  sont  plus  compliquées, 
il  sera  bon  de  traiter  x,  y,  z  comme  trois  fonctions  d'une 
même  variable  indépendante  t.  Afin  de  fixer  les  idées,  on 
peut  imaginer  que  t  désigne  le  temps,  et  que  la  courbe  est 
tracée  par  un  point  mobile  dont  le  mouvement  est  défini 
par  trois  équations  entre  x,  y,  z,  t.  Si  Ton  forme  deux  com- 
binaisons de  ces  équations  prises  deux  à  deux,  et  que  Ton 
élimine  t  entre  les  deux  équations  de  chaque  groupe,  on 
aura  les  deux  équations  de  la  courbe. 

223.  Concevons  que  Ton  ait  mené  la  corde  qui  joint  deux 
points  (x,  y,  z),  (x  +  Ax,  y  +  At/f  z  -{-  Az),  l'un  et  l'autre 
pris  sur  la  courbe  :  en  vertu  de  principes  connus,  cette  corde 
a  pour  longueur 

l/àx*  +ày*  +  A*1; 

et  les  équations  de  ses  projections  sur  les  plans  des  x  y  et 
des  x  z  sont 

£,  y),  t  désignant  les  coordonnées  courantes.  Enfin  elle  forme 
avec  des  parallèles  aux  axes  des  x,  des  y  et  des  z,  menées 
par  le  point  (x,  y,  z)  dans  le  sens  des  coordonnées  positives, 
des  angles  qui  ont  respectivement  pour  cosinus 

V&&+  tf  +  bz*'  V  to?  +  ày*  +  *z*'  Vàrf  +  byt  +  ïz*' 

Quand  le  second  point  se  rapproche  indéfiniment  du  pre- 
mier, la  corde  approche  indéfiniment  d'une  position  déter- 
minée, qui  est  celle  de  la  tangente  à  la  courbe  dans  l'espace  : 
en  même  temps  les  projections  du  second  point  sur  chaque 
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plan  coordonné  se  rapprochent  indéfiniment  des  projections 
du  premier  point,  et  la  projection  de  la  corde  tend  à  pren- 
dre une  position  déterminée,  qui  est  celle  de  la  tangente  à 
la  ligne  de  projection.  Donc  les  tangentes  aux  lignes  de  pro- 
jection sont  les  projections  de  la  droite  qui  touche  dans  l'es- 
pace la  ligne  projetée  ;  et  cette  droite  tangente  est  détermi- 
née par  le  système  des  deux  équations 

dy  %  dz  , 

lesquelles  entraînent  la  suivante 

Il-  est  plus  symétrique  et  par  conséquent  plus  élégant  de 
comprendre  ces  trois  équations,  dans  la  formule 

dx  dV    _    ds  m 

laquelle  se  résoudra  à  volonté  en  deux  équations  distinctes, 
d'autant  de  manières  que  Ton  peut  former  de  combinaisons 
deux  à  deux  entre  trois  lettres.  Les  formules  de  cette  espèce 
se  présentent  souvent  dans  les  applications  de  l'analyse  à  la 
géométrie  aux  trois  dimensions. 

Si  l'on  désigne  par  a,  /3,  y  les  angles  que  la  tangente  à  la 
courbe  forme  avac  les  parallèles  aux  axes  des  x,  y,  z>  dans 
le  sens  des  coordonnées  positives,  on  a  aussi 

±dx  /i_        ±dy  ±dz 

ou  bien,  à  cause  de  cos*  a  -f-  cos*  /5  -f-  cos*  7  =  1, 

— =-^-  =  — =  -4-  l/ite1  +  dyl  +  dz\ 

COS  a        COS  j3         COS  y        ~~ 

On  entend  par  la  longueur  de  Tare  d'une  ligne  à  double 


372  LIVRE   IV.    —  CHAPITRE  V. 

courbure,  la  limite  dont  s'approche  indéfiniment  lalongueur 
d'une  portion  de  polygone  gauche,  inscrite  à  Tare  et  termi- 
née à  ses  deux  extrémités,  quand  le  nombre  des  côtés  aug- 
mente sans  cesse  et  que  chaque  côté  décroît  indéfiniment. 
D'après  cette  définition,  si  s  désigne  la  longueur  de  Tare 
d'une  ligne  à  double  courbure,  mesurée  à  partir  d'un  point 
pris  arbitrairement  sur  la  ligne,  on  a 


ds  =  +  \/dx*  +  dy*  +  dz*,  [a) 

selon  que  l'arc  croit  ou  décroit,  et  que  la  différentielle  ds  est 
positive  ou  négative.  Ainsi  l'on  peut  écrire 

dx  dy  d% 

COS  a  =:  + —,  COS8  =  ±  -p,  COSy  =  ±— . 
~~  ds  ds  ds 

Nous  regardons  l'équation  (a)  comme  la  définition  analy- 
tique de  la  grandeur  s,  conformément  à  la  remarque  déjà 
faite  [174].  On  y  parviendrait  aussi,  en  imaginant  que  la 
portion  de  surface  cylindrique  qui  contient  l'arc  s  et  sa  pro- 
jection u  sur  le  plan  x  yy  s'étale  sur  le  plan  mené  par  la  tan- 
gente à  l'une  des  extrémités  de  l'arc  s  et  par  la  tangente 
à  l'extrémité  correspondante  de  l'arc  u.  Dans  cette  opé- 
ration l'arc  5  devient,  sans  changer  de  longueur,  un  arc 
de  courbe  plane  ;  Tare  u  devient,  aussi  sans  changer  de  lon- 
gueur, une  portion  de  ligne  droite  ;  et  l'on  a,  d'après  ce  qui 
a  été  établi  pour  les  courbes  planes, 

du*  =  dx%  +  dy*,  ds*  =  diï  +  d%*, 
d'où 

ds*  «  dx*  ■+■  dy*  +  dz*. 

244.  On  entend  par  plan  tangent  à  une  ligne  dans  l'es- 
pace, tout  plan  qui  contient  la  tangente  à  cette  ligne  :  ainsi, 
la  ligne  a  en  chaque  point  une  infinité  de  plans  tangents. 

Il  y  a  aussi,  en  chaque  point,  une  infinité  de  normales 
à  la  courbe  ou  de  droites  perpendiculaires  à  la  tangente  ;  le 
plan  qui  les  comprend  toutes  est  le  plan  normal  à  la  courbe 
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eu  ce  même  point.  Si  l'on  désigne  par  l,  v,  K  les  coordonnées 
courantes  du  plan  normal  au  point  (<r,  y,  z),  son  équation 
est,  selon  les  principes  de  la  géométrie  analytique,  et  en 
vertu  des  équations  (2), 

(Ç  —  x)dx  +  (ri—  y)dy  +  (ç  —  z)dz=*  0.  (b) 

La  différentiation  des  équations  (1)  donne 
df  df  df  di  dt  dt 

dx       ^dyy^dz  'dx  dy^^dz  * 

d'où  Ton  tire,  au  moyen  des  équations  (2)  et  (3), 
dt  dt  dt 

-/   COS  a   +    -/   COS   (3   +    -p  COS   y   =   0, 

dx  dy  dz 

dt  dt  di 

-cos«+  -   cas  13+  -cos7  =  0. 

Soit,  pour  abréger, 

dy*  dz      dz'  dy~     y 

dz' dx      dx' dz 
dfdt_df  ^  =  N. 
dx'  dy      dy'  dx 

les  équations  (5)  donneront 

COS  a COSjp COS  7 i 

"ï     ir — ir-  -vl'+m'+n*' 

Les  équations  de  la  tangente  seront  aussi,  en  vertu  des  équa- 
tions (4), 

g  —  x n  —  y ï  —  z 

L    —     M    —     N    ' 


(») 


(5) 
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et  celle  du  plan  normal  deviendra  ' 

L(ç-s)  +  M(n-y)  +  N(:-*)  =  0. 

225.  Concevons  qu'à  partir  du  point  (*,  y,  z)  indiqué  par 
la  lettre  m  (fig.  70),  on  prenne  sur  la  courbe  une  suite  de 
points  mi9  ntlf  m„ ,  très  rapprochés  les  uns  des  au- 
tres, et  qu'on  les  joigne  par  des  cordes,  de  manière  à  former 
un  polygone  gauche,  dont  le  périmètre  approche  d'autant 
plus  de  se  confondre  avec  la  courbe,  que  les  sommets  sont 
plus  rapprochés.  Deux  côtés  consécutifs  mmi9  mi  m,  déter- 
minent un  plan  qui  se  déplace  un  peu  dans  l'espace,  en  con- 
tinuant de  passer  par  le  point  m,  quand  les  points  mft,  mt 
se  rapprochent  de  plus  en  plus  de  m,  et  qui  se  déplace 
d'autant  moins  (sauf  les  cas  de  solution  de  continuité)  que 
les  points  m,  m0mt  sont  déjà  plus  rapprochés.  Ce  plan 
tend  en  général  vers  une  position  déterminée  que  le  calcul 
assignera,  quand  on  établira  l'équation  du  plan  en  traitant 
les  distances  mmi,ml  mt  comme  des  quantités  infiniment 
petites.  On  dit  alors  que  le  plan  a  été  assujetti  à  passer  par 
trois  points  infiniment  voisins  ;  et  à  moins  que  la  courbe  n'é- 
prouve au  point  m  une  solution  de  continuité  du  second  ou 
du  troisième  ordre,  il  est  indifférent  de  prendre  les  points 
mft,  m,  tous  deux  en  deçà  ou  tous  deux  au  delà,  ou  l'un  en 
deçà  et  l'autre  au  delà  du  point  m. 

Nous  entendons  par  solutions  de  continuité  de  la  courbe 
les  solutions  de  continuité  des  coordonnées  a?,  y,  z,  considé- 
rées comme  fonctions  d'une  variable  indépendante  t,  quand 
d'ailleurs  ces  solutions  de  continuité  ne  dépendent  point  de 
la  direction  arbitraire  des  axes  coordonnés. 

Le  plan  qui  passe  par  deux  points  infiniment  voisins  tu,  m, , 
passe  par  la  tangente,  ou  se  trouve  compris  parmi  les 
plans  tangents  à  la  courbe  au  point  m.  Le  plan  qui  passe 
par  trois  points  infiniment  voisins  m,  rop  mt,  s'appelle  le 
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plan  oscillateur  de  la  courbe  au  point  m,  par  analogie  avec 
le  cercle  oscillateur  d'une  courbe  plane,  que  Ton  peut  con- 
sidérer comme  déterminé  par  la  condition  d'avoir  avec  la 
courbe  trois  points  communs,  infiniment  voisins  [204]. 

Soit  A  un  plan  quelconque  mené  par  le  point  m,  et  mt  un 
point  de  la  courbe,  distant  de  m  d'une  quantité  très  petite 
du  premier  ordre  [45]  :  la  distance  de  m,  au  plan  A  est  en 
général  une  quantité  de  même  ordre  que  la  corde  mml9  ou 
une  quantité  très  petite  du  premier  ordre.  Soit  B  un  plan 
tangent  à  la  courbe  mmi  :  la  distance  de  m,  au  plan  B  est  une 
quantité  très  petite  du  second  ordre.  Enfin  désignons  par  C 
le  plan  oscillateur  en  m  :  la  distance  de  m1  au  plan  C  devient 
une  quantité  très  petite  du  troisième  ordre.  Donc  à  fortiori 
on  peut  toujours  prendre  le  point  mt  assez  voisin  de  m  pour 
qu'il  se  trouve  plus  rapproché  d'un  plan  tangent  quelcon- 
que que  d'un  autre  plan  quelconque,  et  plus  rapproché  du 
plan  oscillateur  que  de  tout  autre  plan  tangent.  Pour  abré- 
ger, nous  omettons  la  démonstration  rigoureuse  de  ces  di- 
verses propositions,  qui  résulterait  de  calculs  analogues  à 
ceux  des  n"  303  et  suivants,  et  qui  ne  nous  sera  pas  néces- 
saire dans  ce  qui  doit  suivre. 

226.  Si  l'on  désigne  par  S,  yï,  K  les  coordonnées  couran- 
tes du  plan  oscillateur  au  point  (#,  y,  s),  son  équation  sera 
de  la  forme 

X(f-*)  +  Y{n-y)  +  Z(?-»)=0,  (c) 

X,  Y,  Z  désignant  des  coefficients  inconnus  qu'il  s'agit  de 
déterminer.  Cette  équation  doit  subsister  quand  on  y  rem- 
place a?,  y,  z  par  x  +  dx,  y  +  dyy  z  +  dz,  et  ainsi  l'on  a 

enfin  ces  deux  équations  doivent  encore  subsister  quand  on 
y  remplace  à  la  fois 
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par 

X  +  dx,y  +  dyy  %  +  dz;  dx  +  dfo?f  rfy  +  d*y,  dz"+  d'z, 

ce  qui  donne 

Xd^  +  Y^y+Zd^^O.  (O 

Lorsque  Ton  combine  ces  trois  équations  de  manière  à  éli- 
miner deux  des  trois  inconnues  X,  Y,  Z,  la  troisième  s'en 
va  en  même  temps,  et  il  reste  pour  l'équation  du  plan  oscil- 
lateur 

(dyd*z  -  dzd%y)  (ç  —  x)  +  (dzd*x  —  dxd*z)  (*  —  y) 
+  (dxd*y  —  dyd*x)  (ç  —  z)  -  0; 

mais,  afin  d'abréger  récriture,  on  peut  conserver  l'équation 
du  plan  oscillateur  sous  la  forme  (c),  en  posant  les  équations 
auxiliaires 

X  =  dyffz  —  dzéPy,  Y  =  dzffx  —  âxd*z,  Z  =  dxffy  —  dycFx.  fr) 

227.  Nous  avons  trouvé  pour  l'équation  du  plan  normal 
au  point  (x,  y,  z), 

(€  -  x)  dx  +  („  -y)  dy  -h  ({  —  z)  dz  =  0 .  (b) 

Si  l'on  veut  avoir  l'équation  du  plan  normal  mené  par  un 
point  infiniment  voisin,  il  faut  ajouter  au  premier  membre 
de  l'équation  précédente  sa  différentielle  par  rapport  à  tou- 
tes les  variables.  Pour  les  points  situés  sur  la  droite  d'inter- 
section des  deux  plans  normaux  infiniment  voisins,  on  a 
donc,  outre  l'équation  précédente,  celle  qui  s'en  déduit  par 
la  différentiation,  savoir 

(Ç  —  x)  d*x  +  (*  —  y)  (Py  -f-  (ç  —  z)  éPz  —  (da?  +  df+  dz9)  =  0, 

ou 

(f— x)  <Px  +  („  -  y)  (Py  +  (ç  -  z)  #z  —  d*  =  0.      (*') 

Cette  ligne  d'intersection  des  deux  plans  normaux  pénètre 
le  plan  osculateur  en  un  point  ($,  yî,  £),  dont  les  coordon- 
nées doivent  satisfaire  aux  trois  équations  (6),  (6'),  (c).  Ce 
point  est  le  centre  d'un  cercle  qui  passe  par  trois  points  de 


DES   LIGNES  A  DOUBLE  COURBURE.  377 

la  courbe  infiniment  voisins,  ou  le  centre  du  cercle  oscilla- 
teur. En  effet,  puisque  dans  la  détermination  géométrique 
du  cercle  oscillateur  d'une  courbe  plane  n'entrent  que  deux 
éléments  consécutifs  et  infiniment  petits  de  la  courbe,  et  que 
deux  éléments  consécutifs  d'une  courbe  quelconque  sont 
compris  dans  un  même  plan,  ou  plutôt  déterminent  ce  plan, 
qui  est  le  plan  oscillateur,  la  construction  du  cercle  oscilla- 
teur s'adapte  aux  courbes  quelconques,  comme  aux  courbes 
planes.  Si  l'on  pose 

,•=  (6 -*)•+(,;- y)1 +  (ç-sjl, 
le  rayon  p  du  cercle  osculateur  fera  avec  les  parallèles  aux 
axes  des  x,  y,  z,  des  angles  A,  p,  v,  données  par  les  équa- 
tions 

+  pCOSl  =  Ç  —  ff>±P  COSfi  =  u  — y,±/>COBvz=Ç  —  s. 

La  courbure  de  la  ligne,  dans  son  plan  osculateur,  a  pour 
mesure  -  ;  et  l'angle  de  contingence  dr  [193]  est  lié  à  p  par 
l'équation 

P      as 
258.  Les  équations  (6),  (6'),  (c)  donnent  immédiatement 
par  l'élimination  des  binômes  £  — x,  n — y, 

ds'ÇLiy  —  Ydx) 

Ç  ~~  *  ~  X  (dy<Pz—d*<ry)  +  Y  {dzd'x—dxd'x)  -\  Z  (dxd*y-  dyd*x) 
_d$*ÇHdy  —  Ydx) 
~~    X»-t-Y*  +  Z»    ; 

et  Ton  en  déduit  par  le  simple  échange  des  lettres, 

d»*(Us— \d%) 
X»  +  Y»  +  Z*  ' 

dïÇldz—  Zdy) 


_    _dt?(JÀx  —  \dz) 

"     y=  X«  +  Y*  +  Z*  ' 


ç  —  x  = 


X1  +  Yf  +  Z 


t  > 
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puis  il  vient 

_  .  (fet^lX1*  Y1  +  V)  d*—  ÇLdx  +  Yrfy-r  Zdij* 
p~  X^Y'  +  Z1 

ou  bien,  en  vertu  de  l'équation  (c'), 

p=3=±Vi*i-Y*  +  Z*'  {?) 

Par  un  calcul  analogue  à  celui  du  n°  196,  on  trouve 
X»  +  Y1  +  V  =  A»  (dV  +  dV  +  «P*1  —  dV  ), 

%+r*r=*.J(^)-+(tg)-+((..g),|. 

ce  qui  permet  de  donner  à  l'expression  du  rayon  de  cour- 
bure les  deux  formes 

ds% 

On  trouverait  encore  directement 

\dy  —  Xdx  =<rz(dx*  +  dp)  —  dz  (dxd%x  +  dycPy) 
=s  A  (A»  —  cte')  —  dz  (dstfs  —  tfs*x) 

=  <Pzd*  —  did*(Pi  =  <b\f .  -p , 

as 

et  par  suite 

dx  dy  dz 

a.—  tf.—  d.-r- 

Donc 

dx  dy  dz 

_ .        .  ds  .  *  * 

cosXr=db|5 — --,coSf*  =  ±  p — T-,cosv  =  dbp — -. 
as  ds  r     a* 

Enfin  la  formule  (d)  donne  pour  la  valeur  de  l'angle  de 
contingence  cfr, 
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229.  Admettons,  ce  qui  est  toujours  permis,  que  le  plan 
oscillateur  devienne  parallèle  à  celui  des  xy  ;  on  aura 
dz  =  0,  d*z  =  0,  d'où  X  =  0,  Y  =  0, 

(daF  +  df)j 
P     *—  dxd}y  —  dy<Px; 

mais  ceci  est  l'expression  du  rayon  de  courbure  de  la  pro- 
jection de  la  courbe  sur  le  plan  x  y  [196]  ;  et  Ton  trouverait 
aussi  pour  £ —  x,  *) — y  des  valeurs  qui  s'accordent  avec 
celles  des  coordonnées  du  centre  de  courbure  d'une  courbe 
plane  ;  d'où  il  faut  conclure  que  le  rayon  de  courbure  d  une 
ligne  quelconque  tracée  dans  l'espace,  se  confond  en  gran- 
deur et  en  direction  avec  le  rayon  de  courbure  de  la  projec- 
tion de  cette  courbe  sur  le  plan  oscillateur. 

230.  Désignons  par  A',  pK,  v'  les  angles  que  fait  la  normale 
au  plan  oscillateur  avec  des  parallèles  aux  axes  des  x,  des  y 
et  des  z  :  nous  aurons 

Désignons  aussi  par  dO  l'angle  infiniment  petit  que  forment 
entre  elles  les  normales  aux  deux  plans  oscillateurs  infini- 
ment voisins,  dont  l'un  se  rapporte  au  point  (a,  y,  z)  et  l'au- 
tre au  point  (x  +  dx,  y  +  dy,  z  -f-  dz)  :  on  aura,  d'après  ce 
qui  vient  d'être  démontré, 

dôf=  (rf.cos  >')*+  (d.coB  f/)1  •+■  (d.cos  v')f 

V'^f^rzO  +  VViWtZV     VVXM-YH-ZV 
_(Xf+Y1+Z*)  ((W+W+dW-frdlL+YdY+ZdZ)* 
—  (X*+Yf+ZV 

_  (XtfY-YtfX)'  +  (ZrfX-XrfZ)»  +  (YrfZ-ZdY)' 
~  (XM-Y^ZV 
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On  trouve  d'ailleurs 
dZ=dyd*z—dzd*y,  dXz=dzd*x—dxd*z,  dZ£=dxd*y-dyd% 
XrfY  —  YdX_ZrfX—  XrfZ_YrfZ—  ZrfY 

dz  dy  dx 

^dz{<Pxd*y—<Pydtx)+dy  Wzd*x—d*xd*z)+dx[d'yd*z—<Pzd'y), 

et  par  suite 

d$dz{d*xd*y—d'yd*aHdyldhd*x-^xd*z)+dx(d*yd*z--d*zdty) 
ds  (dy(Pz—dzdPy)%  +  (dzd*x — dxd*z)*+{dxiPy— dy&x? 

Or,  de  même  que  l'expression 

dx_\ 
a*       /» 

où.  rft  désigne  F  angle  de  contingence  formé  par  deux  tan- 
gentes infiniment  voisines,  mesure  la  courbure  de  la  ligne 
dans  son  plan  oscillateur,  ou  sa  première  courbure,  de  même 

l'expression 

do 

ds9 

dans  laquelle  dO  désigne  l'angle  de  flexion  formé  par  deux 
plans  oscillateurs  consécutifs,  mesurera  la  seconde  cour- 
bure de  la  ligne;  ce  qui  justifie  la  dénomination  de  lignes 
à  double  courbure,   donnée  aux  lignes  qui  ne  sont  pas 


Pour  concevoir  la  rectification  d'une  ligne  à  double  cour- 
bure, on  peut  imaginer  que  le  premier  plan  oscillateur  se 
rabat  sur  le  second,  que  ces  deux-ci  se  rabattent  sur  le  troi- 
sième, et  ainsi  de  suite,  de  manière  à  transformer  la  ligne 
en  courbe  plane  ;  puis,  que  la  première  tangente  se  rabat 
sur  la  seconde,  ces  deux-ci  sur  la  troisième,  et  ainsi  de  suite, 
de  manière  à  transformer  la  courbe  plane  en  ligne  droite  ; 
sans  que  la  longueur  des  éléments  de  la  courbe  primitive  ait 
été  altérée  dans  cette  double  opération. 

Donc,  par  une  opération  en  sens  inverse  ou  par  deux 
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flexions  consécutives,  on  passerait  de  la  ligne  droite  à  une 
courbe  tracée  dans  l'espace  d'une  manière  quelconque. 

On  voit  que  l'expression  de  la  seconde  courbure  dépend 
des  différentielles  du  troisième  ordre  des  coordonnées  x, 
y,  z  ;  tandis  que  celle  de  la  première  courbure  dépend  seu- 
lement des  différentielles  du  premier  et  du  second  ordre. 

231 .  La  seconde  flexion  s'évanouit  et  change  de  signe  en 
général,  quand  on  a 

dz(<Pxd*y  —  (Pyd*x)  +  dy  <d*zd*w  —  d*xd*%) 

-t-  dx  (d*yd*z  —  ePzd'y)  =  0  :  (e) 

on  dit  alors  que  la  ligne  éprouve  une  inflexion  simple.  Si 
cette  équation  de  condition  se  trouve  satisfaite  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  y,  z,  la  courbe  est  plane.    ' 

Quand  on  prend  la  coordonnée  x  pour  variable  indépen- 
dante, l'équation  (e)  se  ramène  à  la  forme  très  simple 

ynx'"  —  *"y'"  =  0. 
D'après  les  équations  (d)  et  (pt),  la  première  flexion  s'éva- 
nouit lorsqu'on  a  à  la  fois 

d*w       d*v       d*z 
X=»,Y=0>X  =  0,ou^  =  J  =  5ï.  m 

Ces  équations  de  condition  se  réduisent  à  y"  =  0,  z*=  0, 
si  Ton  prend  x  pour  variable  indépendante.  Il  est  évident 
d'après  cela  que,  quand  les  équations  {f)  sont  satisfaites, 
l'équation  (e)  l'est  pareillement  ;  maisil  n'en  faut  pas  con- 
clure avec  quelques  auteurs  que  l'inflexion  dans  la  première 
courbure,  caractérisée  par  les  équations  (f)9  entraîne  né- 
cessairement l'existence  d'une  inflexion  double.  Il  en  résulte 

seulement  que  l'expression  de  gj,  donnée  ci-dessus,  se  pré- 
sentera sous  la  forme  £  ;•  et  afin  d'en  déterminer  plus  commo- 
dément la  vraie  valeur,  prenons  x  pour  variable  indépen- 
dante :  nous  aurons 
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*_       y'*'"— *"y'" 

ds  ~  (y'  x"  —  *'  y")*  +  y"«  +  **** 

Les  deux  termes  de  cette  fraction  s'évanouissent  pour 
y"  =  0,  z"  =  0,  et  il  en  serait  de  même  de  leurs  dérivées 
du  premier  ordre  par  rapport  à  la  variable  indépendante 
x  ;  mais  si  Ton  passe  aux  dérivées  du  second  ordre,  il  vien- 
dra 

do  y'"  x*  —  z'ntf 

d~S  =  [y>  z»  —  Z'  y")*  +  y-*  +  f' 

valeur  qui  ne  pourrait  devenir  indétenninée  que  si  Ton  avait 
à  la  fois  y1"  =  0,  z"'  =  0,  et  qui  est  en  général  différente 
de  zéro. 

La  même  chose  se  voit  par  une  figure  ;  car  soient  tm,  m, 
ml%m%{fig.  70)  quatre  sommets  consécutifs  du  polygone 
gauche,  à  côtés  infiniment  petits,  que  Ton  substitue  à  la 
ligne  à  double  courbure  :  on  peut  regarder  le  plan  qui  passe 
par  les  points  tro,  m,  mt>  comme  le  plan  oscillateur  en  m, 
et  celui  qui  passe  par  les  points  m,  mi7ml9  comme  le  plan 
oscillateur  en  ml  [225].  Ces  deux  plans  se  coupent  suivant 
une  droite  mO.  Maintenant  rien  n'empêche  que,  sans  chan- 
ger l'inclinaison  des  deux  plans,  et  en  déplaçant  seulement 
leur  ligne  d'intersection,  on  amène  le  côté  mml  dans  le  pro- 
longement du  côté  £nm  ;  ce  qui  fait  évanouir  l'angle  de 
contingence  en  m,  tout  en  conservant  à  l'angle  de  seconde 
flexion  sa  valeur. 

Mais  quand  les  équations  (f)  sont  satisfaites  pour  toutes 
les  valeurs  de  x,  y,  z,  la  ligne  est  droite,  et  par  conséquent 
l'angle  de  seconde  flexion  s'évanouit  aussi  bien  que  l'angle 
de  contingence. 

232.  Une  courbe  tracée  dans  l'espace  peut  être  considé- 
rée comme  l'enveloppe  de  toutes  ses  tangentes  [189],  ou  de 
toutes  les  droites  avec  lesquelles  sa  tangente  vient  successi- 
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vement  coïncider,  en  se  déplaçant  dans  l'espace  d  après  une 
loi  donnée  par  la  forme  de  la  courbe.  Mais  la  réciproque 
n'est  pas  vraie  ;  et  une  droite  qui  se  meut  arbitrairement 
dans  l'espace  peut  ne  pas  avoir,  et  n'a  pas  en  général  de 
ligne  enveloppe  qu'elle  vienne  successivement  toucher  en 
divers  points,  dans  ses  différentes  positions.  Soient,  pour 
plus  de  généralité, 

les  équations  d'une  ligne  quelconque,  équations  dans  les- 
quelles £,  y),  Ç  désignent  les  coordonnées  courantes,  et  a  un 
paramètre  arbitraire  dont  la  variation  continue  détermine 
les  changements  continus  que  la  ligne  peut  éprouver  dans 
sa  forme  et  dans  sa  position  :  les  équations  de  la  ligne  en- 
veloppe, si  elle  existe,  sont  données  en  £,  n,  Ç  par  l'élimina- 
tion de  a  entre  les  deux  équations  précédentes  et  leurs  déri- 
vées par  rapport  à  a, 

Mais  on  aurait  ainsi  plus  d'équations  qu'il  n'en  faut  pour  dé- 
terminer les  deux  équations  de  l'enveloppe  cherchée  ;  à  moins 
que  la  valeur  de  «  en  £,  *i,  Ç,  tirée  des  premières  équations 
(a),  («'),  ne  fût  égale,  pour  toutes  les  valeurs  des  coordon- 
nées, à  celle  qu'on  obtiendrait  en  éliminant  a  entre  les  deux 
dernières  équations  des  mêmes  groupes. 

Appliquons  ceci  aux  droites  d'intersection  de  deux  plans 
infiniment  voisins,  normaux  à  une  courbe  donnée  :  ces  droi- 
tes sont  évidemment  perpendiculaires  aux  plans  oscillateurs 
correspondants  ;  et  l'angle  qu'elle  forment  entre  elles,  quand 
elles  deviennent  infiniment  voisines,  est  précisément  celui 
que  nous  avons  désigné  ci-dessus  par  dO.  Nous  avons  trou- 
vé [227],  pour  les  équations  en  £,  n,  ç,  de  celle  de  ces  droi- 
tes qui  correspond  au  point  (x,  y,  z), 
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(5  —  W)  dx  +  (t»  -  y  )  dy  +  («  —  z)  dz  =  0 ,  (*) 

G  —  *)**  +  (*— y)  d*j +  ({-*)<*■*  -**,=:  0.     p) 

La  variable  indépendante  f ,  dont  on  conçoit  que  x,  y,  z 
sont  fonctions  [222],  tient  lieu  du  paramètre  variable  que 
nous  désignions  tout  à  l'heure  par  a  ;  ou,  ce  qui  revient  au 
même,  on  peut  supposer  que  *  varie  avec  t.  Or,  nous  re- 
marquerons que  Téquation  (b')  a  déjà  été  déduite  de  l'équa- 
tion (b)  par  une  différentiation  relative  à  x,  y,  z,  considérés 
comme  fonctions  de  U  Donc,  si  Ton  différentie  de  nouveau 
par  rapport  à  t  les  équations  (b)  et  (6'),  on  n'introduira 
qu'une  équation  nouvelle,  savoir  : 

(Ç  -  x)  dlx  +■  (u  —  y)  d*y  +  ({  —  z)  d%z 

—  3  (dxd*x  +  dydÈy  +  dzd*z)  =  0  ;  (V) 

et  par  conséquent  nous  tombons  dans  le  cas  exceptionnel 
de  l'existence  d'une  enveloppe.  Donc  il  existe  une  courbe 
qui  a  pour  tangentes  les  normales  aux  plans  oscillateurs  de 
la  première  courbe,  chacune  de  ces  normales  étant  Tinter- 
section  de  deux  plans  normaux  consécutifs.  Selon  la  remar- 
que de  Fourier,  l'anglede  contingence  ou  de  première  flexion, 
sur  la  seconde  courbe,  est  égal  à  l'angle  de  seconde  flexion, 
au  point  correspondant  sur  la  première  courbe  ;  et  récipro- 
quement l'angle  de  contingence  de  la  première  courbe  est 
égal  à  l'angle  de  seconde  flexion  au  point  correspondant  de 
la  seconde  courbe.  Pour  établir  la  réciproque,  qui  seule  a 
besoin  de  preuve,  nous  remarquerons  que  les  tangentes  de 
la  première  courbe  comprennent  des  angles  égaux  à  ceux 
que  forment  les  plans  normaux,  et  que  le  plan  normal  de  la 
première  courbe  est  le  plan  osculateur  de  la  seconde.  En 
effet,  l'équation  (b)  est  celle  du  plan  normal  ;  et  en  vertu  des 
équations  (&'),  (6"),  cette  équation  subsiste  quand  on  y  rem- 
place x,  y,  z  par  x  -f-  dxy  y  +  efy,  z  -f-  dz,  puis  par  x  -f-  idx 
-f  d*x,  y  -f  2dy  +  <Py,  z  +  2dz  +  d*z  ;  de  sorte  qu'il  com- 
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prend  trois  points  infiniment  voisins  pris  sur  la  courbe  dont 
les  coordonnées  courantes  sont  £,  »,  ç. 

233.  Quand  on  désigne  par  £,  »,  ç  les  coordonnées  du 
centre  de  courbure,  on  a,  pour  déterminer  ces  trois  coordon- 
nées [227],  les  équations  (b),  (b%  et  en  outre  l'équation  du 
plan  oscillateur 

xfê-a?)  +  Y(«-y)  +  Z(ç-*)=:0.  (C) 

Si  donc  on  conçoit  que  les  coordonnées  x,  y,  z  et  leurs 
différentielles  des  deux  premiers  ordres  aient  été  exprimées 
en  fonction  d'un  variable  indépendante  t,  il  n'y  aura  plus 
qu'à  éliminer  t  entre  ces  trois  équations  pour  avoir  deux 
équations  en  £,  *,  ç  seulement,  qui  seront  celles  de  la  ligne 
sur  laquelle  se  trouvent  tous  les  centres  de  courbure  de  la 
courbe  proposée. 

Puisque  Ç,  »,  ç  sont  des  fonctions  de  t,  nous  pouvons  diffé- 
rentier  l'équation  {b)  en  faisant  tout  varier,  et  ainsi  il  vien- 
dra, à  cause  de  l'équation  (b'), 

dçdw  +  dr4y  +  dçdz  =  0  :  (g) 

d'où  il  suit  que  la  tangente  à  la  nouvelle  courbe,  menée  par 
le  point  (£,  »,  Ç),  est  perpendiculaire  à  la  tangente  menée  à  la 
courbe  proposée,  au  point  (#,  y,  z),  et  comprise  dans  son 
plan  normal. 

De  même  l'équation 

(?  -  a)*  +  („  —  y)«  +  (ï  —  ,)t  =  ff 

quand  on  y  fait  tout  varier,  et  qu'on  a  égard  à  l'équation 
(b),  donne 

<E-«) d\  +  („  _ y)  dn  +  (?  -  z)  d,  =  fa, 
d'où  l'on  lire,  en  posant  dP  +  du*  +  d& =<&«, 
±dp __%~x  di       »  — y   dn        Ç  —  x   </; 


T  I 
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Le  second  membre  de  cette  dernière  équation  exprime  le 
cosinus  de  l'angle  que  le  rayon  de  courbure  p  forme  avec  la 
tangente  à  la  courbe  qui  est  le  lieu  des  centres  de  courbure 
de  la  proposée.  Quand  la  proposée  est  plane,  cet  angle  s'é- 
vanouit, et  Ton  a  dp  =  +  (h.  De  ce  résultat,  comparé  à 
l'équation  (g),  on  conclut  que  le  lieu  des  centres  de  cour- 
bure est  en  même  temps  la  développée  de  la  courbe  pro- 
posée. 

Pour  montrer  qu'il  n'en  est  plus  de  même  quand  la  pro- 
posée cesse  d'être  plane,  ou  que  la  direction  du  rayon  de 
courbure  ne  se  confond  plus  avec  celle  de  la  tangente  à  la 
ligne  des  centre  de  courbure,  il  suffit  de  prouver  que  le  sys- 
tème des  rayons  de  courbure  n'a  pas  d'enveloppe,  ou  qu'on 
ne  peut  pas  tracer  dans  l'espace  une  ligne  que  tous  ces  rayons 
viennent  toucher. 

A  cet  effet,  remarquons  que  la  direction  de  la  droite  p  est 
donnée  par  l'intersection  du  plan  normal  et  du  plan  oscu- 
lateur  ;  qu'ainsi  les  deux  équations  de  cette  droite  en  |,  n,  ç 
sont 

(ï  —  x)  dx  +  (>î  —  y)  dy  +  ({  —  %)  dz  —  0,  (6) 

X  (?—  x)  +  Y  (*,  —  y)  +  Z  (ç-  z)  =  0.  (c) 

Pour  avoir  l'équation  de  l'enveloppe  des  droites  p,  si  elle 
existe,  il  faut  joindre  à  ces  équations  leurs  dérivées  par  rap- 
port à  la  variable  indépendante  t.  On  obtient  ainsi,  en  ayant 
égard  à  l'équation  (c'), 

(l  —  w)#x  +  (*  —  y)dty  +  (ç—z)<Pz  —  <&=-0,     (6') 
(ç~a?}rfX  +  (iî-y)dY  +  (ç-z)rfZ  =  0.  <*\) 

Or,  des  quatre  équations  (6),  (c),  (6')  et  (c\)  on  déduit,  par 
l'élimination  des  binômes  £ — x,  n  —  y,  K — s,  une  équa- 
tion de  condition  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coordon- 
nées x,  y,  z  et  leurs  différentielles,  pour  que  les  droites  p 
puissent  avoir  une  enveloppe.  Par  exemple,  les  équations 
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(b),  (c),  (b')  domient  les  valeurs  de  I — x,  m  —  y,  £ — z, 
déjà  écrites  au  n°  228,  et  ces  valeurs,  substituées  dans  l'é- 
quation (c\)9  la  rendent  identique  avec  l'équation  (e),  la- 
quelle exprime,  comme  on  Ta  vu,  que  la  proposée  est  une 
courbe  plane,  quand  elle  est  vérifiée  pour  toutes  les  valeurs 
de  Xj  t/,  z. 

On  arriverait  au  même  résultat,  mais  moins  simplement, 
en  exprimant  que  le  second  membre  de  (g±)  doit  se  réduire 
à  l'unité  pour  toutes  les  valeurs  de  x,  y,  z. 

De  ce  que  la  ligne  des  centres  de  courbure  n'est  plus  une 
développée  quand  la  courbe  proposée  cesse  d'être  plane,  il 
ne  faudrait  pas  conclure  que  les  lignes  à  double  courbure  ne 
peuvent  avoir  de  développées  :  mais  comme  la  construction 
des  développées,  pour  les  lignes  à  double  courbure,  se  rat- 
tache à  la  théorie  des  surfaces  courbes,  nous  n'en  traiterons 
que  plus  loin. 

234-  Appliquons  les  formules  données  dans  ce  chapitre 
à  la  ligne  désignée  sous  le  nom  d'hélice,  qui  est  tracée  sur 
la  surface  d'un  cylindre  droit  à  base  circulaire,  de  manière 
que  la  tangente  à  la  courbe  forme  un  angle  constant  avec 
les  génératrices  du  cylindre,  ou  (ce  qui  revient  au  même), 
de  manière  que  la  courbe  se  change  en  ligne  droite  par  le 
développement  de  la  surface  cylindrique  sur  un  plan.  Soient 
R  le  rayon  du  cylindre  dont  nous  supposerons  que  l'axe  se 
confond  avec  celui  des  z;  <p  l'angle  compris  entre  le  plan  des 
x  z  et  celui  des  plans  menés  par  l'axe  dans  lequel  se  trouve 
le  point  (#,  y,  z)  de  la  courbe  ;  a  la  tangente  trigonométri- 
que  de  l'angle  constant  formé  par  la  tangente  à  la  courbe 
avec  la  génératrice  du  cylindre  :  la  définition  de  l'hélice 
donnera  immédiatement 

x  =  R  cos  y,  y  =  R  sin  y,  z  =  «Ry  ;  (A) 

du  moins  en  admettant  qu'on  a  fait  passer  l'axe  des  x  par 
le  point  où  l'hélice  pénètre  le  plan  x  j/. 
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On  en  conclut,  pour  les  équations  en  coordonnées  rectan- 
gulaires des  projections  de  la  courbe  sur  les  plans  des  a  z  et 
des  y  z, 

ff  =  Rcos  — ,  y  =  Rsin  — ;  (i,) 

quant  à  l'équation  de  la  projection  de  la  courbe  sur  le  plan 

x  y,  elle  se  confond  évidemment  avec  celle  de  la  trace  du 

cylindre 

af  +  ^aR1.  (A.) 

On  aurait  encore  l'équation 

J-tagâ-  (M 

qui  est  celle  de  la  surface  engendrée  par  une  droite  qui  se 
mouvrait  en  restant  parallèle  au  plan  x  y ,  de  manière  à 
s'appuyer  constamment  sur  l'hélice  et  sur  1  axe  du  cylin- 
dre. 

Il  est  bon  de  remarquer  que  le  système  des  équations  (fcf) 
ne  représente  qu'une  seule  hélice,  savoir  celle  qui  est  dé- 
finie au  moyen  de  l'angle  <p  par  les  équations  (fe);  tandis  que 
le  système  des  équations  (fet),  (fe8),  ou  celui  qui  serait  for- 
mé de  la  combinaison  de  l'équation  {hz)  avec  Tune  des  équa- 
tions (fej,  sont  propres  à  représenter  en  outre  l'hélice  qu'on 
obtiendrait  en  remplaçant ,  dans  les  équations  (h) ,  <p  par 
ît  +  ?•  Cette  superfétation  qui  a  lieu  pour  certains  systèmes 
de  projections  et  non  pour  d'autres,  est  analogue  à  celle  que 
nous  avons  signalée  à  propos  de  la  cycloïde  [1 76]. 

On  trouve  pour  les  équations  de  la  tangente 

g  — s *  —  y g  — g 

sinj         cos?  a    9 

et  pour  celle  du  plan  normal 

(Ç  —  x)  sin  f  —  (u  —  y)  cos  ?  —  a  (ï — z)  =  0  • 
On  en  conclut  que  le  plan  normal  forme  un  angle  constant 
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avec  celui  des  a?  y,  ce  qui  ressort  d'ailleurs  de  la  définition 

de  la  courbe. 

Les  coordonnées  £,  m  du  point  où  la  tangente  à  l'hélice  au 

point  (a?,  y,  z)  pénètre  le  plan  $  y9  sont  données  par  les 

équations 

*  •        ™    •  z 

ç  —  a?=r-sinp =Rj  sin  y,  u  —  y  =— -cos  j  =  —  R?  cos  j, 

d'où  l'on  tire 

Soient  A  tw  B  A  (/fy .  7 1  )  l'intersection  du  cylindre  et  du  plan 
x  y  ;  A  le  point  où  l'hélice  pénètre  ce  plan  ;  mp  la  projection 
de  la  tangente  à  l'hélice  au  point  qui  se  projette  en  m  sur  le 
plan  x  y  ;  ft  le  point  où  cette  tangente  pénètre  le  plan  :  la 
droite  mp  touchera  le  cercle  eh  m  ;  et  il  résulte  de  l'équation 
précédente  que  la  portion  de  droite  mp  a  la  même  longueur 
que  l'arc  A  m.  Donc,  si  la  tangente  à  l'hélice  se  meut  en 
touchant  constamment  cette  courbe,  le  point  ft  où  elle  pé- 
nètre le  plan  x  y  décrit  sur  ce  plan  une  développante  du  cer- 
cle donné  par  l'intersection  du  cylindre  et  du  plan  :  et  la 
développante  a  son  rehaussement  [221]  au  point  où  le  plan 
est  pénétré  par  l'hélice. 

235.  On  a,  en  prenant  l'angle  ?  pour  variable  indépen- 
dante, ce  qui  est  conforme  à  la  nature  de  la  courbe, 

(fcp  =  — Rsinptf?,  dy  =Rcos^^  âx^aRâ?; 
d*x  =  —  R  cosfdf*±(Py=2 — Rsinydy1,  <P*=0; 
d*v  =  R  sin  }df*>  d*y  =  —  R  cos  jd?1,  d'z  =  0 . 

Désignons  de  plus  par  i  l'angle  constant  dont  la  tangente  est 
a  :  il  viendra 

d*  = ,df,  fip*=  0; 

C08t 

au  moyen  de  quoi  la  formule  (/>,)  donnera  pour  la  mesure  de 
la  première  courbure 
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i  cos'i 

et  Ton  aura  aussi  pour  la  mesure  de  la  seconde  courbure, 
d'après  les  formules  du  n°  230, 

dB sin  i  cos  i 

Ts~ '        R       ' 

L'équation  du  plan  oscillateur  devient 

tangt  [(ç—  x)sin?  —  (*  —  y)  cos?]  +  ç  —  %  =  0, 

ou  plus  simplement,  en  vertu  des  équations  (fe), 

Ç  —  z  =  a  (v  cos  o  —  Ç  sin  y)  ; 

et  Ton  reconnaît  qu'il  y  a  une  inclinaison  constante  sur  ce- 
lui des  x  y. 

On  a  pour  les  coordonnées  £,  to,  Ç  du  centre  de  courbure 

S  =  —  a*  R  cos  f,  n  =  —  a*  R  sin  ?,  Ç  —  a  R?,  (15) 

valeurs  tout  à  fait  analogues  à  celles  de  x.  y,  z  en  fonctions 
de  <p,  et  qui  montrent  que  la  ligne  des  centres  de  courbure 
est  une  seconde  hélice,  tracée  sur  un  cylindre  qui  a  aussi 
pour  axe  Taxe  des  z  et  dont  le  rayon  est  a2R.  D'ailleurs  cette 
ligne  se  trouve,  comme  la  première  hélice,  sur  la  surface 
définie  par  l'équation  (fes)  ;  et  comme  les  équations  (h),  (r) 
donnent  les  mêmes  valeurs  pour  z  et  pour  £,  il  s'ensuit  que 
les  deux  hélices  ont  le  mémo  pas,  ou  que  les  variables  z,  ? 
reçoivent  le  même  accroissement  quand  l'arc  9  augmente 
d'une  circonférence. 

Il  résulte  encore  de  la  comparaison  des  équations  (ft),  (1) 
que  le  rayon  de  courbure  p  est  dirigé  suivant  le  rayon  du 
cylindre  (fe,)  ou  suivant  la  droite  mobile  qui  décrit  la  surface 
{h9)  ;  et  par  conséquent  qu'il  coupe  à  angle  droit  l'axe  de 
l'hélice.  Comme  on  a  de  plus 

dfr  =  ±:  R  sin  * .  dy,  p  =  const . , 
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on  conclut  on  outre  de  la  formule  {gt)  que  le  rayon  p  coupe 
à.  angle  droit  la  tangente  à  la  ligne  des  centres  de  courbure. 
Au  surplus,  ceci  résulte  sans  calcul  de  ce  que  p  est  dirigé 
suivant  le  rayon  du  cylindre  sur  lequel  est  placée  la  seconde 
hélice,  lieu  des  centres  de  courbure. 

Enfin,  dans  le  cas  actuel,  la  ligne  des  centres  de  cour- 
bure se  confond  avec  l'enveloppe  des  droites  d'intersection 
des  plans  normaux  consécutifs,  ou  avec  la  ligue  dont  la  se- 
conde flexion  est  égale  à  la  première  flexion  de  la  courbe 
proposée,  et  réciproquement. 


CHAPITRE  VI. 

DES  PLANS   TANGENTS  AUX   SURFACES  COURBES. 

236.  Nous  passons  aux  applications  du  calcul  différentiel 
à  la  théorie  des  surfaces  :  applications  importantes,  même 
au  point  de  vue  de  la  pratique,  dont  le  développement  ap- 
partient surtout  à  Monge  et  aux  élèves  de  son  école,  et  dans 
lesquelles  consistent  les  perfectionnements  les  plus  essen- 
tiels apportés  à  la  science  de  l'étendue,  depuis  les  anciens. 

Étant  donnée  l'équation  d'une  surface  rapportée  aux  coor- 
données rectilignes  x,  t/,  s,  que  (pour  plus  de  simplicité), 
nous  supposons  rectangulaires,  deux  des  variables,  telles 
que  #,  y,  peuvent  être  réputées  indépendantes  ;  et  la  troi- 
sième variable  z,  fonction  des  deux  premières,  admet  deux 
dérivées  partielles  du  premier  ordre  p,  ç,  en  sorte  qu'on  a 
pour  l'expression  de  sa  différentielle  totale 

dz  =  pdx  +  qdy, 

les  accroissements  infiniment  petits  dx,  dy  restant  indépen- 
dants l'un  de  l'autre. 

Mais  si  Ton  conçoit  qu'on  ait  tracé  sur  la  surface  une 
ligne  quelconque  passant  par  le  point  (x,  y,  s),  il  y  aura 
pour  les  points  situés  sur  cette  ligne  une  dépendance  entre 
y  et  x,  et  par  suite  entre  dy  et  dx,  telle  qu'on  pourra  po- 
ser 

dy  =  y'dx,  dz  ==  (p  +  qy')  dx, 

y1  désignant  une  fonction  de  x,  déterminée  en  vertu  du  tra- 
cé de  la  courbe. 

Appelons  I,  n,  ç  les  coordonnées  courantes  de  la  tangente 
à  la  courbe  dont  il  s'agit,  menée  par  le  point  (#,  y,  z)  :  les 
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équations  de  cette  tangente  seront  [223] 

,— yssyTiE—  x)t-z  =  (p  + qy')(Z—  œ\.  (4) 

Si  donc  on  élimine  entre  elles  y,  l'équation  résultante  ap- 
partiendra à  la  surface  sur  laquelle  se  trouvent  toutes  les 
tangentes  que  Ton  peut  mener,  par  le  point  {x,  t/,  s),  aux 
courbes  quelconques  tracées  sur  la  surface  donnée.  L'élimi- 
nation donne 

Ç  —  *  =  p(|  —  x)  +  q{n-y),  (2) 

équation  d'un  plan  qui  aurait  £,  »,  f  pour  coordonnées  cou- 
rantes, et  auquel  on  donne  le  nom  de  plan  tangent,  parce 
qu'il  est  le  lieu  de  toutes  les  tangentes  des  courbes  tracées 
sur  la  surface,  et  passant  par  le  point  de  contact. 

La  proposition  cesserait  en  général  d'être  exacte,  si  les 
deux  fonctions  p,  ç,  ou  seulement  Tune  d'entre  elles,  après 
avoir  été  ramenées  à  ne  contenir  que  x  et  t/,  au  moyen  de 
la  valeur  de  %  en  #,  y,  donnée  par  l'équation  de  la  surface, 
se  présentaient  sous  l'une  des  formes  indéterminées  £,  s  : 
car  alors  [1 39]  les  valeurs  de  p,  q  dépendent  en  général  de 
la  liaison  entre  y  et  x,  ou  sont  fonctions  de  y'.  On  ne  peut 
donc  plus  éliminer  y'  entre  les  équations  (1)  tant  que  la  com- 
position des  fonctions  p,  q  en  y*  m'est  pas  donnée  ;  et  lors- 
qu'elle l'est,  l'élimination  ne  conduit  plus  en  général  à  une 
équation  linéaire  en  £,  n,  Ç.  Le  point  (x,  y}  z)  est  alors  un 
point  saillant  de  la  surface  donnée,  et  le  lieu  des  tangentes 
devient  une  surface  conique,  c'est-à-dire  une  surface  du 
genre  de  celles  que  décrit  une  droite  en  tournant  d'une  ma- 
nière quelconque  autour  d'un  point  fixe.  Si,  par  exemple, 
on  fait  tourner  un  arc  de  cercle,  moindre  qu'une  demi  cir- 
conférence, autour  de  sa  corde,  les  deux  points  extrêmes  de 
l'arc  sont  des  points  saillants  de  la  surface  engendrée  par  ce 
mouvement  de  rotation,  et  le  lieu  des  tangentes  aux  courbes 
tracées  sur  la  surface,  à  partir  de  chacun  de  ces  points,  est 
la  surface  d'un  cône  droit. 
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Le  plan  tangent  peut  n'avoir  qu'un  point  commun  avec 
la  surface,  ce  qui  est  une  propriété  des  surfaces  convexes 
en  tous  leurs  points,  comme  celles  de  la  sphère  et  de  l'ellip- 
soïde. Mais  plus  généralement  ce  plan  peut  couper  la  sur- 
face, et  même  la  couper  suivant  une  ligne  passant  par  le 
point  de  contact,  ce  qui  n'empêche  pas  qu'il  ne  soit  le  heu 
des  tangentes  à  toutes  les  courbes  tracées  en  ce  point  sur  la 
surface.  Cette  ligne  d'intersection  sépare  sur  la  surface  les 
lignes  qui  s'élèvent  au-dessus  du  plan  tangent  de  celles  qui 
s'abaissent  au-dessous  du  même  plan. 

Par  exemple,  si  le  cercle  MN  M'N'  (fig.  73)  tourne  autour 
de  la  droite  PP'  comprise  dans  son  plan,  il  engendre  une 
surface  connue  sous  le  nom  d'anneau  ou  de  surface  annu- 
laire :  dans  la  portion  de  la  surface  engendrée  par  la  rotation 
du  demi-cercle  MNM'  le  plan  tangent  n'a  qu'un  point  de 
commun  avec  la  surface,  tandis  que  dans  l'autre  portion, 
engendrée  par  la  rotation  du  demi-cercle  MN'M',  la  surface 
est  coupée  par  son  plan  tangent. 

237.  Soit  F  (x,  y,  z)  =  0  l'équation  de  la  surface,  et  ex- 
primons les  dérivées  p,  q  au  moyen  des  dérivées  partielles 
de  la  fonction  F  :  l'équation  du  plan  tangent  deviendra 

dF  dF  d¥ 

c'estrà-dire  qu'on  la  déduit  de  dF  =  0,  en  remplaçant  les 
différentielles  dx,  dy,  dzpar  les  différences  \ — x>  n  —  y. 
f—  s  [172]. 

La  droite  menée  par  le  point  de  contact,  perpendiculaire- 
ment au  plan  tangent,  est  la  normale  à  la  surface,  et  les 
plans  qui  comprennent  la  normale  se  nomment  plans  nor- 
maux. L'intersection  de  la  surface  et  de  l'un  quelconque  de 
ses  plans  normaux  est  qualifiée  de  section  normale,  et,  par 
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opposition,  les  autres  sections  planes  de  la  surface  sont  ap- 
pelées sections  obliques. 

Les  deux  équations  de  la  normale  se  tirent  de  la  for- 
mule 

£  «—  x        n  —  y        Ç  —  z 

dx  dy  dz 

eu 

P  9 

Soient  X,  p7  v  les  angles  de  la  normale  avec  des  parallèles 
aux  axes  des  x,  t/,  z,  ces  angles  étant  mesurés  du  côté  des 
coordonnées  positives,  et  posons 


nous  aurons 

i    dV  1    rfF  4    <*F 

ou  bien 

±2)  ±  0  il 

COS  X  =— ==£=—-,  COS  fi  —       .       *  =,  COS  v  ^    ..  x    -     ==.  (3) 

i^i+i>f+?f  i/*+/>*+?f          i/i+^tj"  w 

Les  lettres  X,  p,  v  désignent  encore  les  angles  du  plan  tan- 
gent avec  ceux  des  yz,  des  xz  et  des  xy.  Toutes  ces  formules 
sont  d'un  usage  très  fréquent. 
238.  Soit 

dF=Xdx*  Ydy+Zdz  =  0  (4) 

l'équation  différentielle  commune  à  une  série  de  surfaces 

F  (*,»,«)  =  «,  (5) 

qui  ne  diffèrent  que  par  la  valeur  du  paramètre  a  :  les  équa- 
tions de  la  normale  pourront  s'écrire  sous  la  forme 

Y(6-»)-Xln-y)  =  0,Z(6-*)-Xft-*)=0; 
et  ce  seront  les  équations  des  droites  qui  touchent  au  point 
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(x,  y,  z)  des  lignes  tracées  dans  l'espace,  ayant  la  propriété 
de  satisfaire  aux  équations  différentielles. 

Y_X^-0,Z-x£  =  0. 
dx  dx 

Donc  ces  lignes  ont  aussi  la  propriété  de  rencontrer  sous 
F  incidence  normale  toutes  les  surfaces  représentées  par  l'é- 
quation (5)  ou  par  l'équation  (4),  conformément  à  ce  qui  a 
été  annoncé  [129  et  151]. 

239.  Appliquons  les  formules  précédentes  à  l'équation 
aP  +  tf     z* 
a  c* 

qui  appartient  (comme  il  est  facile  de  le  voir  d'après  sa  for- 
me) à  la  surface  engendrée  par  la  révolution  d'une  hyper- 
bole autour  de  son  axe  non  transverse  :  surface  que  l'on  dé- 
signe sous  le  nom  (l'hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe, 
pour  la  distinguer  de  Ykyperboloïde  de  révolution  à  deux 
nappes,  décrit  par  la  rotation  d'une  hyperbole  autour  de  son 
axe  transverse. 
On  trouve  pour  l'équation  du  plan  tangent 

Lorsqu'on  y  considère  £,  yî,  f  comme  des  constantes,  et  x, 
y ,  z  comme  les  coordonnées  courantes,  cette  équation  appar- 
tient à  un  plan  qui  coupe  l'hyperboloïde  suivant  une  cour- 
be, lieu  des  points  de  contact  de  l'hyperboloïde  avec  tous  les 
plans  tangents  assujettis  à  passer  par  le  point  (|,  n,  £). 

Si  le  plan  tangent  (7)  coupe  l'hyperboloïde  en  même  temps 
qu'il  le  touche,  les  équations  de  la  ligne  d'intersection  sont 
données  en  £,  n,  f  par  la  combinaison  de  l'équation  (7)  avec 
la  suivante, 
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Or,  la  combinaison  des  équations  (6),  (7),  (8)  donne 

(^(^)-m=(-D('^)-o^)' 

ouhien 

et  cette  dernière  équation  se  décompose  en 

Xn  —  yÇ g  —  Ç     Xn  —  y? z  —  Ç 

a*  b    '      <e     ~"        b    • 

L'une  ou  l'autre  de  ces  équations,  associée  à  l'équation 
(7),  représente  une  droite.  Donc  le  plan  tangent  coupe  la 
surface  suivant  deux  droites  menées  par  le  point  de  contact  : 
chacune  de  ces  droites  se  déplace  avec  le  point  (x,  y,  z),  et 
conséquemment  Fhyperboloïde  peut  être  décrit  par  chacune 
de  ces  droites  mobiles. 

Rien  n'empêche  de  faire,  dans  les  équations  (6)  et  (7), 
2  =  0,  ce  qui  revient  à  prendre  pour  le  point  de  contact  un 
des  points  du  cercle  x*  -j-  î/s  =  <**>  suivant  lequel  lliyperbo- 
loïde  est  coupé  par  le  plan  xy.  L'équation  (7)  se  réduit  alors 
à  x\  +  yn  =  a*,  et  elle  exprime  évidemment  que  les  droites 
mobiles  dont  il  était  question  tout  à  l'heure  ont  pour  pro- 
jection sur  le  plan  xy  des  droites  tangentes  au  cercle  engen- 
dré par  la  rotation  de  l'un  ou  de  l'autre  des  sommets  de 
l'hyperbole.  On  donne  à  ce  cercle  le  nom  de  cercle  de  gorge 
ou  de  ligne  de  striction. 

240.  Mettons  Véquation  d'une  surface  sous  la  forme 
z—f(x,y)  :  on  aura  [157] 

f(x  +  àx,  y  +  Ay)  =zf(x,y)  +  p\x  +  qby 
AFftx  +  toXty  +  toy)  ^  %        d*f(x+*±x,y+tey) 
1 L  dx*  ~*  "*  dxdy  7 


+«o 
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0  désignant  un  nombre  compris  entre  zéro  et  l'unité.  Soit 
Ç—  *=  m  (t  —  z)  +  n  (*  —  y)  (2') 

l'équation  d'un  plan  quelconque,  assujetti  à  passer  par  le 
point  (x$  y,  z)  :  son  ordonnée  *>  correspondant  aux  abscisses 
4  =  x  +  A#>  *i  =  y  +  Ay ,  a  pour  valeur 

Ç  =  S  -(-  mAfl?  +  nAy  =  /"(x,  y)  +  m*x  +  nAy, 

d'où 

/"  {x  +  As, y  -h  Ay)  —  Ç=  (/)  — m)  Ax  + (y  —  n>  Ay 

</y(s  +  0Ax,  y  +  eA?/) ^t     ^ d*f(x+c*x,y  +  e*y) 

dif  y  ï 

Ax,  Ay  étant  des  quantités  très  petites  du  premier  ordre  et 
d'ailleurs  quelconques,  la  différence  des  ordonnées  de  la 
surface  et  du  plan 

f(X  +  AX,     +Ay)->  (A) 

est  une  quantité  très  petite  du  premier  ordre,  tant  que  les 
termes 

(p  —  m)  Aff  +  (q  — -n)  Ay, 

vis-à-vis  desquels  on  peut  négliger  la  seconde  partie  de  la 
valeur  de  (A) ,  ne  s'évanouissent  pas  ;  mais  si  Ton  a  m = p, 
n  =  ç,  ou  si  le  plan  (2')  se  confond  avec  le  plan  tangent  (2), 
la  différence  (A)  se  réduit  à  une  quantité  très  petite  du  se- 
cond ordre.  D'ailleurs  on  reconnaît  aisément  que  la  perpen- 
diculaire abaissée  du  point  (x  +  &x,  y  +  Ay ,  z  +  Az)  sur 
le  plan  (2')  est  en  général  une  quantité  de  l'ordre  de  (A). 
Donc  on  peut  considérer  le  plan  tangent  comme  un  plan  qui 
se  rapproche  de  la  surface,  dans  le  voisinage  du  point  de 
contact,  plus  que  ne  le  ferait  tout  autre  plan  passant  parle 
môme  point  [203]. 


CHAPITRE  VD. 

CARACTÈRES   ANALYTIQUES   DES   PRINCIPALES   FAMILLES   DE 
SURFACES. 

241 .  On  sait  que  toute  liaison  mathématique  ou  empiri- 
que entre  les  variables  x,  y,  z,  désignée  d'une  manière 

générale  par 

F(a?,y,*)=0,  (I) 

donne  lieu  à  la  construction  d'une  surface,  quand  on  con- 
sidère x,  y,  z  comme  les  trois  coordonnées  qui  fixent  la  po- 
sition d'un  point  dans  l'espace.  Mais  en  général  la  surface 
ainsi  construite  ne  serait  pas  définie  géométriquement  ;  et 
maintenant  qu'il  s'agit  non  plus  de  figurer  dans  l'étendue 
les  conceptions  de  l'analyse,  mais  d'appliquer  l'analyse  à  la 
théorie  de  l'étendue,  nous  n'avons  réellement  à  considérer 
que  les  surfaces  caractérisées  par  des  propriétés  géométri- 
ques. 

Il  peut  se  faire  que  la  définition  géométrique  d'une  sur- 
face se  traduise  immédiatement  par  une  équation  entre  ses 
coordonnées  courantes  ;  ainsi  l'équation 

exprime  immédiatement  ce  caractère  géométrique  par  lequel 
on  peut  définir  la  surface  d'une  sphère  :  savoir,  que  tous 
ses  points  sont  à  une  distance  constante  d'un  autre  point 
pris  ici  pour  origine  des  coordonnées.  Mais,  plus  ordinaire- 
ment, la  définition  géométrique  d'une  surface  consiste  à  as- 
signer la  loi  de  la  description  de  la  surface  par  une  ligne  : 
soit  que  la  ligne  se  meuve  simplement  dans  l'espace  sans 
changer  de  forme ,  soit  qu'elle  change  de  forme  en  môme 


400  UVRE  IV.  — CHAPITRE  VU. 

temps  qu'elle  se  déplace.  Dans  ce  cas,  l'équation  (1)  est 

censée  donnée  par  l'élimination  du  paramètre  a  entre  les 

équations 

f  [x,  y,  *,  «)  =  0,  f  (x,  y,z,  «)  =  0,  (2) 

qui  sont  celles  d'une  ligne  tracée  dans  l'espace  :  cette  ligne, 
à  laquelle  on  donne  le  nom  de  génératrice,  variant  conti- 
nuellement, ou  de  position  et  de  forme,  ou  au  moins  de  po- 
sition, avec  le  paramètre  «- 

On  dit  encore  que  la  surface  (1)  est  le  lieu  géométrique 
de  toutes  les  lignes  que  donne  le  système  des  équations  (2), 
quand  on  y  fait  varier  sans  discontinuité  le  paramètre  a. 

Ainsi,  le  cône  droit  que  l'on  considère  dans  les  éléments 
de  géométrie  est  la  surface  décrite  par  une  droite  qui  se  meut 
en  passant  constamment  par  un  point  fixe,  et  en  faisant  avec 
une  autre  droite  menée  par  le  même  point  un  angle  cons- 
tant. On  pourrait  encore  regarder  la  surface  du  cône  comme 
décrite  par  un  cercle  de  rayon  variable,  dont  le  centre  se 
meut  sur  Taxe  du  cône  tandis  que  son  plan  reste  perpendi- 
culaire à  cet  axe,  et  dont  le  rayon  est  proportionnel  à  la  dis- 
tance du  sommet  du  cône  au  centre  du  cercle  mobile. 

242.  Ceci  conduit  à  la  distribution  des  surfaces  en  fa- 
milles, d'après  les  analogies  géométriques  de  leurs  modes 
de  description  ;  et  cette  distribution,  aussi  curieuse  en  elle- 
même  qu'utile  pour  l'intelligence  des  opérations  des  arts,  a 
de  plus  pour  nous  cet  intérêt,  qu'elle  se  lie  étroitement  à  la 
théorie  des  fonctions,  telle  que  nous  l'avons  conçue.  Il  ne 
faut  point  la  confondre  avec  la  classification  des  lignes  ou 
des  surfaces  algébriques  d'après  le  degré  de  leurs  équations, 
quoique  les  connexions  de  la  géométrie  et  de  l'algèbre  éta- 
blissent souvent  des  analogies  entre  les  lignes  ou  entre  les 
surfaces  associées  par  le  degré  de  leurs  équations  algébri- 
ques [207]. 

Par  exemple,  le  cône  droit  dont  il  était  question  tout  à 
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Fheure  appartient  à  la  famille  des  surfaces  coniques,  qui  ont 
pour  caractère  générique  d'être  décrites  par  une  droite  as- 
sujettie à  passer  constamment  par  un  point  fixe.  De  même 
le  cylindre  droit  dont  on  s'occupe  dans  les  éléments  appar- 
tient à  la  famille  des  surfaces  cylindriques,  engendrées  par 
une  droite  qui  se  meut  en  restant  constamment  parallèle  à 
elle-même.  Pour  diriger,  dans  l'un  et  dans  l'autre  cas,  le 
mouvement  de  la  droite  génératrice,  rien  n'empêche  de 
substituer  au  cercle  qui  donne  le  cylindre  et  le  cône  ordi- 
naires, une  courbe  quelconque,  algébrique  ou  transcendante, 
ou  tracée  dans  l'espace  d'une  manière  absolument  arbi- 
traire. En  général,  on  appelle  lignes  directrices  celles  sur 
lesquelles  s'appuie  la  ligne  génératrice  pour  décrire  une  sur- 
face déterminée. 

La  distribution  des  surfaces  en  familles  diffère  d'une  clas- 
sification proprement  dite  [18]  en  ce  sens  que  la  même  sur- 
face peut  se  ranger  dans  diverses  familles,  selon  les  analo- 
gies diverses  que  son  mode  de  description  manifeste.  Ainsi, 
on  peut  encore  considérer  le  cône  et  le  cylindre  ordinaires 
comme  appartenant  à  la  famille  des  surfaces  de  révolution, 
qui  ont  pour  caractère  générique  d'être  décrites  par  une  li- 
gne plane,  que  l'on  nomme  ligne  méridienne,  tournant  au- 
tour d'un  axe  fixe  compris  dans  le  plan  de  la  méridienne, 
ou  dans  le  plan  méridien.  La  ligne  méridienne  se  réduit  à 
une  droite,  parallèle  ou  oblique  à  Taxe  de  rotation,  dans  le 
cas  du  cylindre  ou  du  cône  droits,  mais  elle  peut  être  une 
courbe  tracée  arbitrairement  dans  le  plan  méridien. 

Ainsi,  on  conçoit  que  des  surfaces  dont  les  équations  ne 
sont  pas  algébriques  et  ne  peuvent  même  s'écrire  avec  des 
signes  mathématiques,  sont  pourtant  susceptibles  de  jouir 
de  propriétés  communes  et  d'être  géométriquement  étudiées, 
sous  le  rapport  des  caractères  génériques  qui  ont  servi  à  les 
grouper. 

I.  $6 
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Classe  des  surfaces  réglées. 

243.  On  appelle  surfaces  réglées  toutes  celles  que  peut 
décrire  une  droite  en  se  mouvant  dans  l'espace  d'une  ma- 
nière quelconque.  On  renversera  cette  définition  en  disant 
que,  par  un  point  quelconque  pris  sur  une  surface  réglée, 
on  peut  mener  une  droite  qui  s'applique  en  tous  ses  points 
sur  la  surface.  Le  plan  tangent  à  une  surface  réglée,  com- 
prenant toutes  les  tangentes  aux  lignes  menées  sur  la  surface 
par  le  point  de  contact,  comprend  la  génératrice  menée  par 
ce  point,  puisqu'une  ligne  se  confond  avec  sa  tangente, 
quand  elle  devient  droite. 

Les  équations  de  la  droite  génératrice,  étant  mises  sous 
la  forme 

ne  doivent  contenir  qu'un  paramètre  arbitraire,  sans  quoi 
il  n'existerait  pas  de  surface,  lieu  de  toutes  les  génératrices: 
ainsi  Ton  a 

de  sorte  que  le  système  des  deux  équations 

yi=  aX  +  ^«,  Z  =  XfOL  +  7ra,  (3) 

où  y,  ty,  7T  entrent  comme  caractéristiques  de  fonctions  arbi- 
traires, est  propre  à  représenter  une  surface  réglée  quel- 
conque. 

En  général,  les  deux  génératrices  infiniment  voisines, 
pour  lesquelles  le  paramètre  variable  prend  les  valeurs  «  et 
a-f-da,  ne  se  rencontrent  pas  :  ce  qui  revient  à  dire  [232 
qu'il  n'existe  pas  dans  l'espace  de  ligne  qui  soit  l'enveloppe 
de  toutes  les  droites  génératrices  ;  car  les  équations  de  l'en- 
veloppe, si  elle  existait,  résulteraient  de  l'élimination  de  a 
entre  les  équations  (3)  et  leurs  dérivées  prises  par  rapport 
à  a, 
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X  +  ^'a=  0,  Xf'a  +  it'a  =  0. 

Mais,  pour  que  ces  deux  dernières  équations  puissent  exis- 
ter ensemble,  il  faut  qu'on  ait 

équations  de  condition  qui  ne  laisse  arbitraires  et  indépen- 
dantes que  deux  des  fonctions  <p,  <|s  *. 

Quand  elle  n'est  pas  satisfaite,  et  que  les  droites  généra- 
trices n'ont  pas  d'enveloppe,  la  surface  réglée  est  qualifiée 
de  surface  gauche  :  au  cas  contraire,  elle  est  qualifiée  (par 
une  raison  que  nous  expliquerons  bientôt)  de  surface  déve- 
loppable. 

Î44.  Si  les  fonctions  <p,  <J>,  «  étaient  données,  l'équation 
de  la  surface  réglée  correspondante  résulterait  de  l'élimi- 
nation de  a  entre  les  deux  équations  (3).  On  peut  donc  con- 
sidérer dans  ces  deux  équations  les  variables  a  et  z  comme 
fonctions  des  deux  variables  indépendantes  x,y.  En  prenant 
les  dérivées  de  la  première  équation  par  rapport  à  chacune 
des  variables  indépendantes,  on  a 

£  (*+  *'*)  =  -«,  j  (x  +  y «)  =  <;  (5) 

et  en  opérant  de  même  sur  la  seconde 

£  [Wf'a  +  *'a)  =  p  —  ^j  (x?'a  +  *'«)  =  q .  (6) 

On  en  conclut 

dx    dy  q 

de  sorte  qu'on  peut  aussi  représenter  une  surface  réglée  quel- 
conque par  le  système  des  deux  équations 

y  Z=L  «X  +  ^3Cf  p  +  Oq  =  f9, 

où  entrent  les  dérivées  du  premier  ordre  p  et  q,  mais  où 
n'entrent  plus  que  deux  signes  de  fonctions  arbitraires  <p  et  <J>. 
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La  seconde  de  ces  équations  donne,  par  deux  différentia- 
tions  relatives  à  a;  et  à  y, 

^(?'a  —  q)=r +  <*,-£  (f'*--q)  =  s  +  at, 

d'où,  en  vertu  de  l'équation  (7), 

r  +  ca 
—  a  =  -^—  ,ou«tf  +  8oa  +  r=0.  (8) 

8  +  at  * 

Donc  une  surface  réglée  quelconque  peut  encore  être  repré- 
sentée par  le  système 

où  entrent  les  dérivées  partielles  du  second  ordre  r,  s,  t,mais 
où  n'entre  plus  que  le  signe  de  fonction  arbitraire  <p.  Enfin, 
si  nous  différentions  l'équation  (8)  par  rapport  à  x  et  à  y,  il 
viendra 

2— (*  +  at)  =  —  (<*W  +  2aXU  +  u), 
dx 

da 
8  -r-  (i  +  <rf)  =  —  (A  +  îoto  +  ta), 

et  par  conséquent 

a*t0  4.  joui  -4-  u  A 

—  a  =  -r ,ou«,r+  3«f«;  +  3ata+  w  =  0.    (9) 

ast?4.2<zf0.f  ta 

Si  maintenant  on  élimine  *  entre  les  équations  (8)  et  (9),  on 
aura  une  équation  aux  différences  partielles  du  troisième 
ordre,  délivrée  de  tout  signe  de  fonction  arbitraire,  ayant 
la  même  généralité  que  le  système  des  équations  (3),  et 
convenant  comme  celles-ci  aux  surfaces  réglées  quelcon- 
ques. 

On  arrive  très  directement  au  même  résultat  en  considé- 
rant que,  sur  une  surface  réglée  quelconque,  trois  plans 
tangents  infiniment  voisins  se  coupent  suivant  une  même 
droite,  qui  est  l'une  des  génératrices,  lorsque  les  trois  points 
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de  contact  infiniment  voisins  sont  pris  sur  cette  génératrice 
même. 
En  effet,  l'équation  du  plan  tangent 

?-*=/>(*—*)  +  ?(*  — y) 
a  pour  dérivées  des  deux  premiers  ordres 

d*p(ç-x)  +  d*qb-y)-(dxdp+dydq)=zO;\      K    } 

et  elles  devront  chacune,  par  leur  combinaison  avec  l'équa- 
tion du  plan  tangent,  déterminer  la  même  ligne  droite  ;  ce 

qui  entraîne 

dx  dy   dz 

t  —  x      î  —  y      ç  —  *' 
et  ce  qui  réduit  les  équations  (10)  à 

dpdx  +  dqdy  =  0,  d%pdx  +  d*qdy  =  0, 
ou  bien  à 

u  h-  îtoy'  +  wy"  +  {tu  +9wy'  +  vy'*)  y'  =  0. 
Il  faudra  en  outre  que  Ton  tire  de  ces  deux  équations  la 
même  valeur  de  la  tangente  y'  de  l'angle  que  la  projection 
de  la  génératrice  sur  le  plan  xy  fait  avec  Taxe  des  x  ;  et  en 
effet  les  deux  équations  précédentes  ne  diffèrent  respecti- 
vement des  équations  (8)  et  (9)  que  par  le  changement  de 
*  en  y. 

Ordre  des  surfaces  développables. . 

245.  Quand  les  droites  génératrices  ont  une  enveloppe, 
et  que  l'équation  (4)  est  satisfaite,  les  équations  (6)  devien- 
nent, par  la  substitution  de  la  valeur  de  n'a, 

d'où  Ton  tire,  en  vertu  des  équations  (5), 

p  =  ya  —  aj'a,  q  =  f  a  • 
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Si  la  fonction  9  était  donnée,  on  éliminerait  a.  entre  ces  der- 
nières équations,  et  l'on  en  tirerait 

p—nq.  (n) 

Tant  que  la  fonction  <p  reste  arbitraire,  la  fonction  II  qui  s'en 
déduit  conserve  la  même  indétermination  ;  et  réciproque- 
ment l'indétermination  de  II  maintient  l'indétermination  de 
<p  :  les  surfaces  développables  sont  donc  caractérisées  indif- 
féremment ,  ou  par  le  système  des  équations  (3)  et  (4)  qui 
renferment  les  coordonnées  %%  y,  z  et  trois  fonctions  arbi- 
traires, dont  deux  indépendantes  ;  ou  par  l'équation  (n)  qui 
ne  renferme  que  les  dérivées  p  et  q  sous  un  signe  unique  de 
fonction  arbitraire. 

On  fait  disparaître  le  signe  II  en  passant  aux  dérivées  du 
second  ordre,  et  il  vient,  comme  on  l'a  déjà  trouvé  [168]. 

rt  —  *f=0. 

Le  plan  tangent  à  une  surface  développable  touche  la 
surface  sur  tout  le  prolongement  de  la  droite  génératrice 
comprise  dans  ce  plan  tangent.  En  effet,  la  condition  pour 
le  plan  tangent  de  passer  par  une  génératrice  donnée  éta- 
blit, pour  tous  les  points  de  contact  situés  sur  cette  généra- 
trice, la  même  équation  de  condition  entre  les  dérivées/),  q; 
et  si  l'on  y  joint  l'équation  (II),  les  quantités  p,  q  se  trou- 
vent individuellement  déterminées ,  et  ont  mêmes  valeurs 
pour  tous  ces  points  de  contact. 

De  cette  proposition  établie  pour  les  surfaces  développa- 
bles il  faut  conclure  inversement  que,  pour  les  surfaces  gau- 
ches, le  plan  tangent  qui  comprend  toujours  la  génératrice 
menée  par  le  point  de  contact,  ne  touche  pas  la  surface,  et 
par  conséquent  la  coupe  en  tout  autre  point  de  la  droite 
génératrice. 

246.  Les  surfaces  développables  sont  ainsi  appelées  parce 
qu'elles  peuvent  s'étaler  ou  se  développer  sur  un  plan  sans 
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déchirure  ni  duplicature,  ou  sans  qu'une  ligne  quelconque, 
tracée  sur  la  surface,  ait  été  raccourcie  ou  allongée  dans  au- 
cun de  ses  éléments.  Considérons  en  effet  une  suite  de  géné- 
ratrices infiniment  voisines,  rop,  mx\ix ,  m,^, ,...  {fig.  72), 
qui  se  coupent  deux  à  deux,  de  manière  à  avoir  pour  ligne 
enveloppe  le  polygone  gauche  infinitésimal  f^p, L'é- 
lément plan  wifxm,  pourra  tourner  autour  de  la  droite  m^p, , 
pour  venir  se  rabattre  sur  le  plan  de  l'élément  contigu 
tn1fiimt  ;  ces  deux  éléments,  ainsi  ramenés  dans  un  même 
plan ,  se  rabattront  à  leur  tour  sur  le  plan  de  l'élément 
mtfitmz,  et  ainsi  de  suite.  Nous  reviendrons  dans  le  chapitre 
suivant,  par  d'autres  considérations,  sur  cette  propriété  des 
surfaces  développahles  et  sur  les  conséquences  qu'on  en 
peut  tirer. 

La  ligne  f^p,,...  ou  l'enveloppe  des  génératrices  rop, 
m^,,  mtii%,  etc.,  se  nomme  Y  arête  de  rebroussement  de  la 
surface  développable  qui  est  le  lieu  de  toutes  ces  génératri- 
ces. Chaque  ligne  à  double  courbure  peut  donc  être  consi- 
dérée comme  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  déve- 
loppable, décrite  par  une  droite  qui  se  meut  en  restant  tan- 
gente à  cette  ligne.  En  conséquence ,  pour  compléter  la 
théorie  des  lignes  à  double  courbure,  il  convient  de  la  rat- 
tacher à  celle  des  surfaces  développables,  ainsi  que  nous  le 
ferons  plus  loin. 

L'arête  de  rebroussement  peut  se  réduire  à  un  point, 
comme  cela  arrive  pour  les  surfaces  coniques  qui  sont  évi- 
demment développables.  Quand  le  point  d'intersection  de 
toutes  les  génératrices  s'éloigne  à  l'infini ,  la  surface ,  sans 
cesser  d'être  développable,  devient  une  surface  cylindrique. 
Nous  allons  traiter  plus  particulièrement  de  ces  deux  familles 
de  surfaces  développables. 
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Famille  des  surfaces  cylindriques. 

247.  Mettons  les  équations  de  la  droite  génératrice  sous 

la  forme 

x=az  +  a,  y  =  ft*+p;  (U) 

on  aura  entre  les  paramètres  variables  a,  fir  une  liaison 

P=?*f  (?) 

doïi 

y  —  fc=?(a;  —  az)  («) 

Tant  que  les  coefficients  a,  b  et  la  fonctions  y  conservent 
leur  indétermination,  l'équation  (12)  convient  à  une  surface 
cylindrique  quelconque.  Si  Ton  assigne  aux  coefficients  a,  b 
des  valeurs  numériques,  on  assujettit  les  génératrices  à  faire, 
avec  les  parallèles  aux  axes  des  coordonnées,  des  angles  dé- 
terminés. 

Après  avoir  pris  les  dérivées  de  l'équation  (12)  par  rap- 
port à  chacune  des  variables  indépendantes  £,  y,  on  élimi- 
nera à  lqi  manière  ordinaire  la  fonction  ?',  et  il  viendra 

ap  +  bq=h,  (13) 

équation  aux  différences  partielles ,  qui  a  précisément  la 
même  étendue  que  l'équation  (12)  dont  elle  dérive.  D'après 
la  signification  géométrique  des  dérivées  p ,  q,  l'équation 
(13)  exprime  que  le  plan  tangent  est  toujours  parallèle  à  la 
droite  x=az>  y=bz;  et  l'on  aurait  pu  s'appuyer  sur  cette 
propriété  du  plan  tangent  aux  surfaces  cylindriques,  pour 
écrire  directement  l'équation  (13). 

248.  On  donne  le  nom  de  section  droite  à  la  courbe  d'in- 
tersection d'une  surface  cylindrique  et  d'un  plan  perpendi- 
culaire à  ses  génératrices.  Pour  déterminer  cette  section 
droite,  ou,  plus  généralement,  pour  déterminer  la  fonction 
arbitraire  ?  qui  entre  dans  l'équation  (12),  on  peut  assu- 
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jettir  la  surface  à  passer  par  une  courbe  directrice  donnée 
[242].  Soient 

flx,y,z)=z0,  (fl     i 

f(*,f,s)  =  0,  (!)     i  ir'l) 

les  équations  de  la  directrice  :  on  éliminera  a?,  y,  z  entre  les 
équations  (il),  (£f),  et  il  viendra  pour  résultat  une  équa- 
tion de  la  forme 

F  («,0  =  0,  (F) 

qui  doit  être  identique  avec  (<p),  et  qui  détermine  par  con- 
séquent la  fonction  ç.  D'ailleurs,  si  Ton  remet  dans  l'é- 
quation (F),  pour  a  et  |3  leurs  valeurs  en  x,  y,  z,  il  viendra 

F  (a?  —  a*,y-te)  =  0,  (14) 

et  ce  sera  l'équation  de  la  surface  cylindrique  demandée. 

Dans  le  cas  où  la  courbe  directrice  serait  tracée  dans  le 
plan  xy  et  aurait  pour  équation, 

f(x,y)  =  0, 

l'équation  (F)  se  changerait  en  /*(«,  /3)  =  0,  et  l'on  aurait 
pour  l'équation  (14) 

f(x  —  az,y  —  bz)  ss  0.  (45) 

Cette  dernière  équation  exprime  que  la  section  de  la  sur- 
face par  un  plan  parallèle  à  celui  des  xy,  dont  l'ordonnée 
est  z,  se  projette  en  xy  suivant  une  ligne  identique  avec  la 
directrice,  et  qu'on  obtiendrait  en  faisant  glisser  la  direc- 
trice sur  le  plan  xy,  parallèlement  à  la  droite  dont  l'angle 

avec  Taxe  des  x  a  pour  tangente  j,  de  manière  que  tous  les 

points  de  la  directrice  décrivissent  des  portions  de  droites 
parallèles,  égales  en  longueur  à  «l/ô5+2?.  Par  conséquent, 
l'équation  (15)  a  un  sens  géométrique  déterminé;  et  elle 
ramène  à  des  constructions  faciles  tous  les  problèmes  que 
l'on  peut  se  proposer  concernant  les  surfaces  cylindriques, 
sans  qu'il  soit  besoin  de  faire  perdre  à  la  fonction  fde  sa 
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généralité,  en  lui  attribuant  une  expression  mathématique  ; 
au  lieu  que  l'équation  (14)  n'a  par  elle-même  aucun  sens, 
quand  l'élimination  entre  les  équations  (il),  (/*),  (f)  n'est 
pas  praticable,  ou  lorsque  les  fonctions  f  et  f  cessent  d'avoir 
une  expression  mathématique.  Toutefois,  du  moment  que 
la  courbe  directrice  est  donnée  par  le  tracé  de  ses  projections 
sur  deux  plans  rectangulaires,  la  géométrie  descriptive  en- 
seigne à  construire  par  points  la  courbe  d'intersection  de  la 
surface  cylindrique  et  d'un  plan  donné,  tel  que  celui  de  xy  : 
de  sorte  que  le  système  d'opérations  graphiques  usitées  dans 
cette  branche  de  la  géométrie  se  rattache  à  la  théorie  des 
fonctions  continues  quelconques,  comme  tenant  lieu  d'élimi- 
nations analytiquement  impossibles. 

Si  la  surface  cylindrique  doit  être  tangente  à  une  surface 
définie  par  une  équation  telle  que  (/*),  comme  dans  le  pro- 
blème des  ombres  lorsque  le  point  lumineux  s'éloigne  à 
l'infini,  on  tirera  de  (/*)  les  valeurs  àep,  q  en  a?,  y,  z,  et  on 
les  substituera  dans  l'équation  (13),  ce  qui  donnera  une 
seconde  équation  (f  )  appartenant  à  la  ligne  de  contact  du 
cylindre  et  de  la  surface  (f).  Rien  n'empêchera  de  prendre 
cette  ligne  de  contact  (/*,  f  )  pour  directrice,  et  d'achever  la 
solution  du  problème  comme  précédemment. 

Famille  des  surfaces  coniques. 

249.  Les  équations  de  la  droite  mobile  qui  décrit  une  sur- 
face conique  en  passant  constamment  par  le  point  (x0,  y0,  *,), 
peuvent  être  mises  sous  la  forme 

X  —  Xo  =  «  (y  —  I/o),  %  —  %o  —  j3  (X  —  Xo).  (*6) 

On  doit  supposer  les  paramètres  a,  (3  liés  par  une  équation 
telle  que  (?),  et  alors  il  vient 

x  —  xo        \y  —  yol 
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Tant  que  les  constantes  x0,  y0,  z0  et  le  signe  <j>  conservent  leur 
indétermination,  cette  équation  est  propre  à  représenter  une 
surface  conique  quelconque.  On  élimine  la  caractéristique  <p 
par  le  procédé  ordinaire,  et  l'on  tombe  sur  l'équation  aux 
différences  partielles 

%  —  z0  =  p  (x  —  x0)  +  g  (y  —  Jo).  (  1 8) 

On  y  parvient  encore  directement  en  considérant  que  le  plan 
tangent  à  la  surface  conique  doit  toujours  passer  par  le  point 
{x.,  y„  z0)j  centre  de  la  surface. 

Lorsqu'on  prend  ce  centre  pour  origine  des  coordonnées, 
l'équation  (1 7)  se  réduit  à 

;-'6H(S)- 

et,  d'après  sa  forme,  elle  est  homogène  par  rapport  aux  va- 
riables x,  yy  z.  Dans  la  même  circonstance,  l'équation  (18) 

devient 

Z=px  +  qy, 

ce  qui  s'accorde  avec  le  théorème  des  fonctions  homogènes 
[122]. 

Si  la  surface  conique  a  pour  courbe  directrice  la  ligne 
(fy  f),  on  éliminera  x,  y,  z  entre  les  équations  (16),  (/*),(f), 
ce  qui  conduira  à  une  équation  finale  (F),  laquelle  déter- 
mine implicitement  la  fonction  <p.  Remettant  pour  a,  (3  leurs 
valeurs  en  x9  y,  z,  on  aura  pour  l'équation  de  la  surface 
conique 

\y  —  3fo  x—Xol 
Dans  le  cas  où  la  fonction  f  ne  serait  pas  donnée  directe- 
ment, mais  devrait  être  déterminée  par  la  condition  que  la 
surface  conique  touchât  la  surface  (/*),  cas  qui  se  présente 
dans  le  problème  des  ombres  lorsque  le  point  lumineux  est 
à  une  distance  finie  du  corps  opaque  placé  sur  le  trajet  des 
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rayons,  on  tirerait  de  l'équation  (f)  les  valeurs  dep,  q  en  x, 
y,  z  ;  on  les  substituerait  dans  l'équation  (18),  et  Ton  obtien- 
drait ainsi  l'équation  (f  ). 

Ordre  des  surfaces  gauches  ayant  une  directrice  rectiligne. 

250.  Si  Ton  prend  pour  directrice  Taxe  des  z,  les  équa- 
tions de  la  génératrice,  mises  sous  la  forme 

Z  »  XfOL  +  a,  Z  »  yfx  +  a,  (20) 

satisferont  à  la  définition  des  surfaces  comprises  dans  cet 
ordre.  On  en  conclut 

*     *»  /y\ 

y      ?«  W 

d'après  quoi  l'on  peut  remplacer  le  système  des  équations 
(20)  par  l'une  quelconque  des  deux  suivantes 

*=y*\(*)+,r(l);  m 

les  fonctions  f  t,  <l>t  étant  liées  par  l'équation  de  condition 

f,(l)==!*,S)- 

Différentions  l'équation  (21)  par  rapport  à  x  et  à  y  :  il  vien- 
dra 

<='■©+;"© 

d'où 

px  +  gy 


©•  <»> 


*l-J, 


x 
et  en  différentiant  de  nouveau,  pour  éliminer  yt, 

x*r  +  ixys  +  y't  =  0.  (84) 
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Pour  tirer  l'équation  (24)  de  considérations  géométriques 
directes,  nous  remarquerons  que,  si  Ton  mène  par  le  point 
(j:,  y,  z)  deux  plans,  l'un  passant  par  Taxe  des  z,  l'autre 
tangent  à  la  surface  en  ce  point,  ces  deux  plans  qui  auront 
respectivement  pour  équations 

fflf  — *)-*(i— y)  =  0,  (%) 

t-X=p(i~x)+q(n-y),  (S6) 

se  couperont  suivant  une  génératrice.  Si  le  point  de  contact 
change,  sans  cependant  sortir  du  plan  (25),  le  nouveau  plan 
tangent  coupera  encore  le  plan  (25)  suivant  la  même  géné- 
ratrice. Donc  les  équations  (25),  (26)  subsistent  en  même 
temps  que  leurs  dérivées,  prises  par  rapport  aux  variables 

a,  y,  z,  savoir  : 

Çdy  —  ndx  =  0, 

(rdx  +  sdy)  (Ç  —  x)  +  (sdx  +  tdy)  (i  —  y)  =  0.        (26') 
En  vertu  de  l'équation  (25),  ces  deux  équations  deviennent 

Jt  —  ïj.(rdx  +  8dy)x+{sdx  +  tdy)y  =  0; 

QX  X 

et  si  Ton  élimine  entre  celles-ci  le  rapport  vjL  on  retombe 
sur  l'équation  (24). 

Ordre  des  surfaces  gauches  ayant  leurs  génératrices  parallèles  à  un  plan 

directeur. 

251 .  Le  plan  xy  étant  pris  pour  plan  directeur,  on  a  pour 
les  équations  de  la  génératrice 

d'où 

y  =  xyz  +  iz;  (27) 

et  les  fonctions  y,  4*  restent  arbitraires.  Une  première 
différentiation  donne,  par  l'élimination  de  la  fonction  <j*, 
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£  =  —  <pz  ;  et  Ton  trouve,  par  suite  d'une  seconde  diffé- 

rentiation, 

jV- 2/>î*  +  pV  =  0,  (28) 

On  peut  arriver  plus  directement  à  l'équation  qui  ca- 
ractérise les  surfaces  de  cet  ordre,  sans  particulariser  la  po- 
sition du  plan  directeur  par  rapport  aux  plans  coordonnés. 
Soient 

l'équation  du  plan  directeur,  et 

ÀK-*)+B(,-y)+C(:-*}  =  0  (29) 

celle  du  plan  parallèle  mené  par  le  point  (#,  y,  z)  :  la  géné- 
ratrice passant  par  ce  point  sera  l'intersection  du  plan  (29) 
et  du  plan  tangent  (26).  De  plus,  si  l'on  fait  varier  le  point 
de  contact  sur  la  même  génératrice,  le  nouveau  plan  tan- 
gent passera  encore  par  cette  génératrice,  qui  sera  en  con- 
séquence la  ligne  d'intersection  de  deux  plans  tangents  in- 
finiment voisins.  Donc  on  aura,  outre  l'équation  (26'),  la 
dérivée  de  (29) 

kdx  +  Bdy  +  C  [pdx  +  qdy)  =  0 .  (»') 

Si  l'on  chasse  des  quatre  équations  (26),  (26'),  (29),  (29') 

les  rapports 

5— x    n—y    dy 


ç_z>  ç_z»  fa' 
il  reste  l'équation  de  condition 

(B  +  Gq)*  r- 2  (B  +  Cq) (A  +  Cp) s  +  (A  +  Cp)*t=  0, 

que  l'on  identifie  avec  l'équation  (28)  en  posant  A  =  0, 
B = 0,  mais  qui  acquiert  une  forme  encore  plus  simple  dans 
l'hypothèse  C  =  0,  ou  lorsqu'on  prend  le  plan  directeur  per- 
pendiculaire à  celui  des  xy  :  car  elle  devient 

BV  —  2AB*  +  A^  =  0;  (30) 

et  enfin  elle  se  réduit  à  r—  0,  ou  à  f =0,  quand  on  prend 
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le  plan  directeur  parallèle  à  celui  des  xz  ou  à  celui  des  yz, 
ce  qui  ne  restreint  pas  l'étendue  de  la  solution. 

Famille  des  surfaces  conoïdes. 

252.  Quand  la  génératrice  d'une  surface  gauche  est  assu- 
jettie à  la  double  condition  d'avoir  un$  directrice  rectiligne 
et  de  rester  parallèle  à  un  plan  directeur,  la  surface  décrite 
est  un  conoïde.  En  d'autres  termes ,  la  famille  des  surfaces 
conoïdes  appartient  à  la  fois  aux  deux  ordres  de  surfaces 
gauches  dont  nous  venons  de  traiter.  Les  surfaces  conoïdes 
(à  l'exception  du  plan  qui  s'y  trouve  compris)  sont  nécessai- 
rement gauches  ;  car,  soient  AB  [fig.  74)  la  droite  directrice, 
mrij  mtnt,  mtn.,. . . .  des  génératrices  infiniment  voisines  : 
pour  que  deux  génératrices  consécutives  se  trouvent  dans 
le  même  plan,  il  faudrait  que  les  droites  infiniment  petites 
nn0  nxn%,....  fussent  parallèles  à  AB  ;  ce  qui  ne  peut  arri- 
ver qu'accidentellement ,  à  moins  que  la  ligne  polygonale 

nnji ne  se  change  en  une  droite  parallèle  à  AB,  et  alors 

la  surface  décrite  est  un  plan. 

La  surface,  quoique  gauche,  est  qualifiée  assez  impropre- 
ment de  conoïde  droit,  lorsque  la  droite  directrice  se  trouve 
perpendiculaire  au  plan  directeur.  On  peut  citer  comme 
exemple  la  surface  décrite  par  une  droite  qui  se  meut  en 
coupant  toujours  perpendiculairement  l'axe  d'un  cylindre 
droit,  et  en  s'appuyant  par  un  de  ses  points  sur  une  hélice 
tracée  à  la  surface  du  cylindre  [234].  On  donne  à  ce  conoïde 
le  nom  de  surface  hélicoïde  gauche. 

253.  Prenons  pour  plan  directeur  celui  des  xy,  et  pour 
origine  le  point  où  la  droite  directrice  pénètre  ce  plan  :  les 
équations  de  la  directrice  seront 

x  =  az,  y  =  bz,  (31) 

et  celles  de  la  génératrice 
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On  doit  toujours  concevoir  l'existence  de  la  liaison  (©)  entre 
les  paramètres  «,  /3  ;  ce  qui  donne  pour  l'équation  générale 
des  surfaces  conoïdes 

On  en  tire,  en  éliminant  à  la  manière  ordinaire  la  caracté- 
ristique y, 

p(x—  ûz)-h?(y  —  fc)«0.  (33) 

Le  sens  de  cette  dernière  équation  est  que  ,  si  Ton  mène 
dans  le  plan  tangent  au  point  (x,  y,  z)  une  droite  parallèle 
au  plan  xy,  elle  coupera  la  directrice  (31);  et  en  effet  la 
droite  menée  ainsi  dans  le  plan  tangent  se  confond  avec  une 
génératrice. 

Supposons  que  la  droite  mobile  ait  pour  directrice,  outre 
la  droite  (31),  une  autre  droite 

0=  mz  +  n,  y  =  m'z  +  nf  : 

la  fonction  <p  se  trouvera  particularisée  à  l'aide  d'une  élimi- 
nation semblable  à  celles  que  nous  avons  déjà  opérées,  et 
il  viendra 

(mb  —  cm9)  z*  +  (ro'  —  b)  x%  —  (m  —  a)  yz 
+  (bn  —  an9)  z  +n'x  —  ng  =  0, 

équation  de  la  surface  du  second  degré  à  laquelle  on  donne 
le  nom  deparaboloïde  hyperbolique. 

Quandle  conoïde  est  droit,  on  a  a=0,  fc=0  :  les  équa- 
tions (32)  et  (33)  deviennent  respectivement 


!?  (|)>p*+?y=o- 


La  surface  connue  en  stéréotomie  sous  la  dénomination 
de  voûte  d'arête  en  tour  ronde,  est  un  conoïde  droit  pour 
lequel  la  seconde  directrice,  qui  prend  le  nom  de  cintre,  est 
ordinairement  une  ellipse  dont  le  plan  est  vertical  et  l'un 
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des  axes  aussi  vertical.  Mettons  les  équations  de  cette  ellipse 
sous  la  forme 

*  =  **.  +  ?  =  '• 

on  trouvera  pour  l'équation  du  conoïde 
a1  y»      z» 

Famille  des  surfaces  de  révolution, 

254.  Parmi  les  surfaces  auxquelles  on  n'assigne  pas  pour 
caractère  distinctif  d'être  décrites  par  le  mouvement  d'une 
droite,  nous  ne  considérons  ici  que  la  famille  des  surfaces 
de  révolution  [242].  Soient 

*  —  x0  =  a  (z  —  *0),  y  —  tfo  —  *  (*  —  *o) 

les  équations  de  Taxe  de  révolution ,  mené  par  le  point 
(xOJ  t/#,  z0)  :  un  plan  perpendiculaire  à  cet  axe  a  pour  équa- 
tion 

<&  +  ày  +  %  —  «, 

et  ce  plan  coupe  la  surface  de  révolution  suivant  un  cercle 
qu'il  est  permis  de  considérer  comme  l'intersection  du  plan 
et  d'une  sphère  qui  aurait  son  centre  au  point  (x0,  y0,  zj. 
L'équation  de  cette  sphère  est 

(x  -  xo)*  +  (y~  j/o)1  +  (*  —  *<>)'  -  p. 

et  la  liaison  (<p),  qui  dépend  dans  sa  forme  du  tracé  de  la 
courbe  méridienne,  donne 

{X—  x0)»+  (y-r  yo)*  +  (z  -  zo)1  =  f  (ax  +  by  +  z)  :      (34) 

équation  propre  à  représenter  une  surface  quelconque  de  ré- 
volution, tant  que  les  constantes  x0,  t/0,  z0,  a,  b,  et  la  carac- 
téristique <p  conservent  leur  indétermination. 

t.  i.  27 
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En  prenant  les  dérivées  partielles  par  rapport  à  x  et  à  y, 

on  a 

2  \x— x,+p  (z  —  zo)]  =  (a  +  p).?'  (or  +  by  +  z), 

2  [y  —  y.  +  ?  (*—  *•)]  =  (*+?)•?'  (as+fy  +  *X; 
d'où  l'on  conclut  par  l'élimination  de  <p', 
p\y— y*— *(*— *.)]-q[x— x.— a(z— z,}]  =  6(ar  -^-«(y-y,).  (35) 
Cette  dernière  équation  exprime  que  la  normale  à  la  surface 
rencontre  Taxe  de  révolution.  Désignons  en  effet  par  £,  tq,  f 
les  coordonnées  courantes  de  la  normale  au  point  (x,  y,  z)  : 
les  équations  de  cette  normale  seront 

ç  —  x  +  p  (î  —  z )  «  0 ,  *  —  y  +  j  ({  —  2)  =  0  ; 
celles  de  Taxe  de  révolution,  rapportées  aux  mêmes  coor- 
données courantes  deviendront 

ï-a?#  =  a({-s0),*-iy=*(C-3#); 
et  si  Ton  chasse  £,  u,  ?  de  ces  quatre  équations,  on  tombera 
sur  l'équation  (35). 

Lorsqu'on  prend  Taxe  de  révolution  pour  celui  des  z,  ce 
qui  revient  à  faire  xo=0,  yo=0>  fl=0,  fc=0,  l'équation 
(35)  se  réduit  à 

py—  gx-0,  (36) 

et  l'équation  (34)  devient 

&  +  y%  +  (z-z.)*  =  fZ> 
ou,  ce  qui  est  la  même  chose,  à  cause  de  l'indétermination 
de  la  fonction  <p, 

x*  +  y1  =  ?z,  ou  bien  z  =  ^  (a?  +  y*); 

*  est  ajors  l'ordonnée  de  la  courbe  méridienne,  dont  l/xM-y1 
désigne  l'abscisse. 

On  assujettira  la  surface  de  révolution  à  passer  par  une 
courbe  (/*,  f  ),  au  moyen  du  procédé  d'élimination  déjà  indi- 
qué pour  les  surfaces  cylindriques  et  coniques. 

255.  Appliquons  ceci  à  la  détermination  de  la  surface 
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engendrée  par  la  rotation  autour  de  Taxe  des  z  de  la  droite 

x  =  mz  +  n,  y  =  m'z  +  n'.  (37) 

On  aura  à  combiner  ces  équations  avec 

d'où 

(m*  +  n)«+(m'*  +  n')*  =  j9, 

et  en  remettant  pour  a,  /3  leurs  valeurs, 

(mz  -H  n)f  +  (m'z  +  n')*  =x%  +  y*. 

Si  Ton  suppose  que  Ton  ait  pris  pour  axe  des  a?  la  plus 
courte  distance  de  Taxe  de  révolution  à  la  droite  (37),  celle- 
ci  se  trouvera  parallèle  au  plan  y  z,  et  il  faudra  poser  m=0, 
n'  =  0;  au  moyen  de  quoi  l'équation  de  la  surface  deve- 
nant 

tf  +  y*  —  m'**  =  n9, 

se  confondra  avec  l'équation  (6)  du  n°  239.  La  surface  en- 
gendrée est  donc  la  surface  réglée,  connue  sous  le  nom  d'hy- 
perboloïde  de  révolution  à  une  nappe. 

236.  Proposons-nous  encore  de  déterminer  la  surface  de 
révolution  autour  de  l'axe  des  z,  dont  la  section  par  le  plan 
y=ic  serait  l'ellipse 

-.  +  *-<:  (38) 

le  calcul  donnera,  pour  l'équation  de  la  surface  cherchée 

a?  +  y*       z^ a*  +c* 

a»       +  **~      a*      * 

L'intersection  de  cette  surface  et  du  plan  xz  est  l'ellipse 

#*      z* a*  +  c* 

â*  +  b*  «2     ' 

représentée  (fig.  75)  par  ABAT*',  tandis  que  l'ellipse  (38)  se 
projette  en  xz  suivant  l'ellipse  concentrique  et  semblable 
aba'V.  Or,  si  l'on  mène  les  droites  bc,  b'c%  tangentes  à 
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l'ellipse  (38)  en  b  et  en  b',  il  est  visible  que  la  portion  ce' 
de  la  section  méridienne  est  la  seule  qui  se  trouve  géo- 
métriquement déterminée  par  la  condition  que  la  surface  de 
révolution  pénètre  le  plan  y  =  c  suivant  l'ellipse  (38).  De 
c  en  B  et  de  C  en  B'  le  tracé  de  la  section  méridienne  pourrait 
être  quelconque  ;  et  conséquemment  la  fonction  <p,  lorsqu'on 
donne  à  la  signification  de  la  caractéristique  <p  toute  la  géné- 
ralité qu'elle  comporte,  n'est  que  partiellement  déterminée 
par  la  condition  que  l'on  puisse  placer  sur  la  surface  une 
courbe  donnée.  Mais  quand  on  admet  explicitement  ou  im- 
plicitement que  9  désigne  une  fonction  algébrique  qui  ne 
change  pas  d'expression  dans  toute  l'étendue  de  son  cours, 
elle  se  trouve  efiectivement  déterminée  dans  toute  son  éten- 
due par  la  condition  que  l'on  puisse  placer  sur  la  surface  une 
courbe  algébrique  donnée* 


CHAPITRE  Vin. 

DES  SURFACES  ENVELOPPES. 

257.  La  théorie  des  courbes  enveloppes  [182  etsuiv.]  se 
généralise  et  s'étend  aux  surfaces,  mais  avec. des  modifica- 
tions essentielles  qui  tiennent  au  fond  du  sujet. 

Soit 

F  te  V >  h  «)  =  0  (F) 

l'équation  d'une  suface  courbe,  dans  laquelle  entre  le  para- 
mètre a.  En  assignant  une  suite  de  valeurs  à  ce  paramètre, 
on  a  une  suite  de  surfaces  de  même  espèce,  qui  en  général 
se  pénètrent  suivant  certaines  lignes.  Considérons  en  par- 
ticulier deux  de  ces  surfaces 

F  (x,  y,  Z,  a)  =  0,  F  (x9  y,  z,  a  +  Act)  =  0  : 
par  le  décaissement  continuel  et  indéfini  de  la  variation  Aa, 
la  ligne  d'intersection  se  déplace  sur  la  première  surface  ; 
elle  se  rapproche  de  plus  en  plus  d'une  autre  ligne  donnée 
par  le  système  de  l'équation  (F)  et  de  sa  dérivée 

dF 

-T=0.  (F') 

Monge  a  donné  à  la  ligne  ainsi  déterminée  le  nom  de  ca- 
ractéristique. 

Les  équations  de  la  caractéristique  contiennent  le  para- 
mètre a,  et  varient  pour  chacune  des  surfaces,  en  nombre 
infini,  que  l'équation  (F)  représente,  tant  que  a  reste  indé- 
terminé. Si  l'on  élimine  a  entre  les  équations  (F),  (F'),  on 
aura  une  troisième  équation 

*(x,y,  *)=0;  (*) 

et  celle-ci  appartiendra  à  une  surface  qui  peut  être  consi- 
dérée comme  le  lieu  de  toutes  les  caractéristiques. 
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Pour  tous  les  points  situés  sur  une  même  caractéristique, 
la  surface  ($)  a  le  même  plan  tangent  que  celle  des  surfa- 
ces (F)  à  laquelle  cette  caractéristique  correspond.  En  effet, 
Téquation  du  plan  qui  touche  cette  dernière  surface  au  point 
(x,  y,  z),  est 

dF  dF  dF 

d'ailleurs,  comme  l'équation  ($)  n'est  autre  chose  que  l'é- 
quation (F)  où  l'on  a  mis  pour  a  sa  valeur  en  x,  y,  z,  tirée 
de  l'équation  (F'),  l'équation  du  plan  tangent  à  la  surface 
($)  peut  être  mise  sous  la  forme 

/dF   ,  dF  d>\  /         \    ,    (dF  i  dF  dy\  (  \ 

(dF       dF  d\  (         \ 

et  elle  se  réduit  à  l'équation  (a)  en  vertu  de  (F'). 

La  surface  ($)  jouit  donc  de  la  propriété  de  toucher  ou 
d'envelopper  les  surfaces  en  nombre  infini,  dont  la  série 
est  donnée  par  la  variation  continue  du  paramètre  a  dans 
l'équation  (F).  On  donne  en  conséquence  à  celles-ci  le  nom 
d'enveloppées  et  à  la  surface  qui  les  touche  le  nom  d'eure- 
loppe.  Chaque  caractéristique  est  la  ligne  de  contact  de  l'en- 
veloppe avec  une  enveloppée. 

Il  peut  arriver  que  les  caractéristiques  deviennent  imagi- 
naires, quand  le  paramètre  a  a  dépassé  certaines  limites, 
quoique,  pour  les  mêmes  valeurs  de  «,  l'équation  (F)  conti- 
nue de  représenter  des  surfaces  réelles,  qui  alors  ne  sont 
pins  touchées  par  l'enveloppe,  et  auxquelles  la  dénomination 
d'enveloppées  ne  s'applique  plus  que  par  extension.  Ce  cas 
est  analogue  à  celui  que  nous  avons  signalé  en  traitant  de 
l'enveloppement  des  courbes  planes  [184], 

Le  système  des  équations  (F),  (F'),  et 
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quand  elles  ne  sont  pas  inconciliables,  détermine  le  point 
où  une  caractéristique  est  rencontrée  par  la  caractéristique 
infiniment  voisine  ;  et  l'élimination  de  a  entre  ces  trois 
équations  donne  les  deux  équations  de  l'arête  de  rebrous- 
sement  de  la  surface  enveloppe  décrite  par  le  mouvement 
de  la  caractéristique  [246]. 

Enfin,  si  l'on  joint  à  (F),  (F'),  (F")  l'équation 

rf»F 

-=0,  (F") 

on  peut  chasser  a  et  déterminer  individuellement  les  coor- 
données x,  y,  %  d'un  point  situé  sur  l'arête  de  rehausse- 
ment, et  qui  est  en  général  un  point  singulier  de  cette 
arête. 

258,  Considérons  maintenant  l'équation  d'une  surface 

F(ff,tf,S,«,jS):=:0,  [F] 

dans  laquelle  entreraient  deux  paramètres  arbitraires  a,  (3  : 
il  n'y  a  pas  lieu  de  supposer  que  ces  deux  paramètres  va- 
rient à  la  fois  et  indépendamment  l'un  de  l'autre,  car  cela 
ne  conduirait  à  aucune  conséquence  géométrique  ;  mais  on 
peut  naturellement  admettre  qu'il  y  a  entre  a,  |3  une  rela- 
tion ]3  =  (fa ,  au  moyen  de  quoi  l'équation  précédente  de- 
vient 

F(*,y,  *,  a,  ?a)z=0. 

On  peut  présentement  faire  varier  le  paramètre  <x,  ce  qui 
engendre  une  série  d'enveloppées  et  une  surface  enveloppe 
correspondante.  Comme  la  fonction  <p  est  arbitraire,  chaque 
forme  qu'on  lui  assignera  déterminera  un  système  de  sur- 
faces enveloppées,  ayant  son  enveloppe  particulière. 

D'ailleurs,  comme  l'équation  [F]  renferme  deux  variables 
indépendantes  x7  y,  il  est  permis  de  la  différente  par  rap- 
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port  à  chacune  de  ces  variables,  ce  qui  donne 

tfF        dF  dF        dF 

dx      ^  dz        '  dy      *  ds  l    J 

l'élimination  de  a,  /3  entre  les  équations  [F]  et  [F']  conduit 
à  l'équation  aux  différences  partielles  du  premier  ordre 

f(*,y,*>p>g)  =  o;  (f) 

et  toutes  les  surfaces  enveloppées  données  par  l'équation 
[F],  comme  aussi  toutes  les  surfaces  enveloppes  données  par 
l'élimination  de  «  entre  les  deux  équations 

F  (,,  , ,  s,  ..  H  =  0,  <*<*>  *>*«"*  =  o,         «F» 

jouissent  évidemment  de  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équa- 
tion (f). 

C'est  ici  que  se  rompt  le  fil  de  l'analogie  entre  la  théorie 
de  l'enveloppement  des  courbes  planes  et  celle  de  l'envelop- 
pement des  surfaces.  Effectivement,  nous  avons  vu  que  les 
courbes  enveloppées  et  la  courbe  enveloppe  satisfont  à  la 
même  équation  différentielle  à  deux  variables,  dans  laquelle 
le  paramètre  variable  n'entre  pas  ;  mais  il  y  a  une  infinité 
d'enveloppées  pour  une  enveloppe,  et  par  conséquent  l'équa- 
tion commune  aux  enveloppées  satisfait  d'une  manière  plus 
générale  à  l'équation  différentielle  que  ne  le  fait  l'équation 
de  l'enveloppe.  Au  contraire,  l'équation  [F]  satisfait  à  l'é- 
quation (f)  aux  différences  partielles,  dans  laquelle  les  pa- 
ramètres a,  /3  n'entrent  pas,  avec  moins  de  généralité  que 
ne  le  fait  le  système  des  équations  ((F))  ;  puisque  toutes  les 
surfaces  données  par  l'équation  [F]  sont  des  surfaces  de 
même  espèce,  qui  ne  diffèrent  que  par  les  valeurs  numéri- 
ques des  paramètres  a,  |3  ;  tandis  que  les  surfaces  qui  sont 
données  par  le  système  des  équations  ((F))  varient  d'espèce 
selon  la  forme  assignée  arbitrairement  à  la  fonction  <p,  et  ne 
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sont  unies  entre  elles  que  par  un  caractère  de  famille,  celui 
de  satisfaire  à  une  même  équation  aux  différences  par- 
tielles. 

Si  l'on  élimine  a,  ]3  entre  l'équation  [F]  et  ses  deux  déri- 
vées par  rapport  à  a  et  à  ]3, 

rfF         dF      n 
^=0^=°' 

ou  a  une  équation  en  x,  y,  z  seulement 

▼  (*<  y>  *)  =  û,  -  (y) 

qui  satisfait  encore  à  l'équation  (/*)  ;  et  la  surface  (¥)  jouit 
de  la  propriété  de  toucher  ou  d'envelopper,  non-seulement 
les  enveloppées  [F],  mais  encore  les  enveloppes  ((F)).  Cette 
enveloppe  générale  et  individuellement  déterminée  corres- 
pond à  la  courbe  enveloppe,  déterminée  individuellement, 
d'après  la  théorie  de  l'enveloppement  des  courbes  :  et  l'é- 
quation (Y)  qui  satisfait  à  l'équation  (/") ,  sans  pouvoir  ren- 
trer dans  le  système  ((F))  par  une  détermination  convenable 
de  la  fonction  arbitraire  9 ,  est  une  de  ces  intégrales  singu- 
lières dont  on  a  annoncé  l'existence  [167],  et  sur  lesquelles 
nous  devons  revenir  en  traitant  de  l'intégration  des  équa- 
tions aux  différences  partielles. 

259.  Les  remarques  du  n°  précédent,  au  sujet  de  l'indé- 
termination de  la  fonction  <j>  qui  entre  dans  les  équations 
((F)),  indiquent  la  liaison  de  la  théorie  de  l'enveloppement 
des  surfaces  avec  celle  du  groupement  des  surfaces  par  fa- 
milles qui  a  fait  l'objet  spécial  du  précédent  chapitre  ;  mais 
cette  liaison  sera  rendue  plus  sensible  au  moyen  des  consi- 
dérations suivantes. 

Au  lieu  de  concevoir  qu'on  élimine  a  entre  les  équations 
((F)) ,  pour  obtenir  l'équation  de  la  surface  enveloppe  qui 
correspond  à  une  forme  particulière  de  la  fonction  <j>,  pre- 
nons ces  équations  simultanément ,  de  manière  qu'elles  re- 
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présentent  la  caractéristique  qui  correspond  à  cette  forme 
particulière  de  9  et  à  une  valeur  particulière  de  a.  Mettons 
de  plus  la  seconde  de  ces  équations  sous  la  forme 
dF      dF     ,       A 

comme  les  variables  x,  t/,  z  ne  sont  pas  comprises  sous  les 
signes  7,  <p',  on  voit  que  les  équations  de  la  caractéristique 
se  trouvent  composées  de  la  même  manière  en  x>  y,  z,  quelle 
que  soit  la  forme  assignée  à  la  fonction  <p.  Par  conséquent, 
cette  caractéristique  peut  être  considérée  comme  la  généra- 
trice qui  décrit  à  volonté  Tune  quelconque  des  surfaces  en- 
veloppes ((F)) ,  en  changeant  de  position  dans  l'espace  ou 
même  de  forme  suivant  une  loi  déterminée  pour  chaque 
enveloppe  par  la  forme  de  la  fonction  9  ;  mais  de  manière 
toutefois  que  la  composition  en  x,  y,  2  des  équations  de  la 
génératrice  ne  change  pas.  De  là  le  nom  de  caractéristique 
donné  par  Monge  à  la  ligne  dont  il  s'agit,  parce  qu'elle  im- 
prime un  caractère  de  famille  à  toutes  les  surfaces  comprises 
dans  le  système  ((F)) ,  et  qui  jouissent  de  la  propriété  de 
satisfaire  à  l'équation  (f). 

Au  point  de  vue  analytique,  la  description  d'une  surface 
par  la  génératrice  dont  les  équations  sont 

F  (*,  y  y  *,  a,  ya)  =  0,  F,  (a?,  y,  z,  a,  y*)  =  0,  (b) 

n'est  qu'un  cas  particulier  de  la  description  par  une  généra- 
trice dont  les  équations  prendraient  la  forme 

F  (*,  V,  *>  «,  v>>  f '«)  =  0,  F.  (a?,  y,  z,  «,  ?«,  ?'«)  =  0 .  (A.) 
Le  second  système  n'a  pas,  dans  sa  signification,  plus  d'é- 
tendue que  l'autre,  parce  que  la  fonction  <p'  est  détermi- 
née par  cela  seul  qu'on  assigne  la  fonction  <p  :  seulement,  si 
les  fonctions  F,  F,  sont  algébriques,  on  peut  tirer  des  équa- 
tions (b) 

^-f(^9yyZ)frL^l(x,yyZ\ 
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et  par  suite 

t(x,y9*)=T[fbf,jf,z)], 

f,  f  désignant  des  fonctions  connues  ;  tandis  que  l'élimina- 
tion ne  sera  praticable  entre  les  équations  (bt)  qu'après  qu'on 
aura  particularisé  la  fonction  <p  :  ce  qui  empêche  d'exprimer 
par  une  seule  équation  toutes  les  surfaces  de  même  famille 
que  le  système  (bt)  représente,  à  la  faveur  de  l'indétermi- 
nation  du  signe  <p. 

Si  maintenant  on  suppose  que  la  fonction  F  ne  contient 
pas  g>'<x,  et  que  Ton  ait 

_d¥      dF     , 

on  retombe  encore  sur  un  cas  particulier  de  description  qui 
est  celui  dont  nous  nous  occupons  dans  ce  chapitre  :  la  gé- 
nératrice prenant  le  nom  de  caractéristique ,  et  étant  don- 
née par  l'intersection  de  deux  enveloppées  infiniment  voi- 
sines. 

260.  La  même  enveloppe  peut  avoir  des  caractéristiques 
différentes,  ce  qui  revient  à  dire  que  la  même  surface  peut 
avoir  diverses  génératrices,  et  (par  suite  appartenir  à  la  fois 
à  diverses  familles  [242]. 

Mais  sans  sortir  de  la  même  famille  de  surfaces,  caractéri- 
sée par  la  même  équation  aux  différences  partielles ,  on 
trouve  que  la  même  enveloppe  peut  correspondre  à  une  in- 
finité de  systèmes  différents  d'enveloppées  ;  ou  que  la  carac- 
téristique, dont  le  mouvement  engendre  la  surface  enveloppe, 
et  qui  est  donnée  par  l'intersection  de  deux  enveloppées 
consécutives,  peut  rester  la  même,  quoique  les  surfaces  qui 
se  coupent  soient  différentes. 

Pour  en  donner  un  exemple  bien  simple,  imaginons  un 
plan  qui  se  meuve  en  touchant  constamment  l'enveloppe 
suivant  une  caractéristique  :  ce  plan  engendre  une  surface 
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développable,  dans  l'équation  de  laquelle  entrent  a  et  ç a  ; 
de  sorte  que,  si  Ton  y  fait  varier  a,  on  obtient  une  suite  de 
surfaces  développables  tangentes  à  l'enveloppe,  et  dont  deux 
quelconques  consécutives  se  coupent  suivant  une  des  carac- 
téristiques. Donc,  si  Ton  suppose  que  la  surface  dévelop- 
pable change  sans  cesse  de  forme  et  de  situation  dans  l'es- 
pace en  vertu  de  la  variation  continue  du  paramètre  a,  elle 
aura  la  même  enveloppe  que  le  système  des  enveloppées 
primitives.  Monge  l'appelle  l enveloppée  développable.  On 
pourrait  imaginer  une  infinité  d'enveloppées  différentes, 
ayant  les  mêmes  caractéristiques  et  la  même  enveloppe. 

Ceci  se  voit  aussi  facilement  par  l'analyse.  En  effet,  puis- 
que la  fonction  <j>,  dans  le  système  des  équations  ((F)),  peut 
être  particularisée  d'une  manière  quelconque,  il  est  permis 
de  poser,  par  exemple, 

fa  =z  a  +  b<9 

a  et  b  étant  d'autres  constantes  quelconques ,  ou  bien  en- 
core 

fa  =  a  +  a$a, 

<p  désignant  une  autre  fonction  quelconque.  On  pourra  alors 
éliminer  a  entre  les  équations  ((F)),  et  Ton  aura  l'équation 
d'une  enveloppe  de  la  forme 

Or ,  rien  n'empêche  d'attribuer  à  <|>  une  forme  arbitraire 
quelconque ,  puis  de  faire  varier  le  paramètre  a  d'une  ma- 
nière continue  ;  on  reproduit  ainsi  une  série  d'enveloppées, 
distincte  de  la  série  des  enveloppées  primitives  ,  et  dont 
néanmoins  les  enveloppes  jouissent  de  la  propriété  de  sa- 
tisfaire à  l'équation  (f)  ;  ce  qui  suppose  qu'elles  ont  avec  les 
nouvelles  enveloppées  les  mêmes  lignes  de  contact  qu'avec 
les  enveloppées  primitives. 

261.  Un  exemple  éclaircira  tout  ce  qui  précède.  L'équa- 
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lion 

(*-«)■+ (y-/s)«  +  *  =  R«,  (1) 

quand  on  y  considère  a,  /3  comme  des  paramètres  suscepti- 
bles de  varier  sans  discontinuité ,  appartient  à  une  infinité 
de  sphères ,  qui  toutes  ont  leur  centre  dans  le  plan  xy  et  le 
même  rayon  R.  Cette  équation,  différentiée  par  rapport  aux 
deux  variables  indépendantes  x,  y,  donne 

X—  ec  +  pS—O,  y  —  p  +  q%  =  0; 

et  Ton  en  déduit  l'équation  aux  différences  partielles 

*+/>*+?*  =  !'  (2) 

à  laquelle  satisfont  toutes  les  surfaces  sphériques  représen- 
tées par  l'équation  (1). 

Les  paramètres  a,  |3  désignent  ici  les  coordonnées  du  cen- 
tre de  la  sphère.  Si  Ton  établit  la  liaison  arbitraire  j3=fa, 
ce  sera  faire  la  même  chose  que  si  Ton  traçait  arbitrairement 
dans  le  plan  xy  la  courbe  que  doit  décrire  le  centre  de  la 
sphère  mobile.  L'enveloppe  de  toutes  les  sphères  de  même 
rayon,  qui  ont  leur  centre  sur  la  courbe  ainsi  tracée,  est  un 
canal,  à  section  circulaire  constante,  qui  a  pour  axe  ou  pour 
ligne  médiane  la  courbe  tracée  arbitrairement.  Toutes  les 
surfaces  de  la  famille  des  surfaces-canaux,  parmi  lesquelles 
le  cylindre  droit  se  trouve  compris,  sont  donc  représentées 
par  le  même  système  des  deux  équations 

(*-*)P  +  (y-t«0P  +  S»=Ri, 


(3) 

»  — «  +  (y  — f«)?'«  =  °>  I 

et  elles  jouissent  de  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation 
(2),  aussi  bien  que  les  sphères  qu'elles  enveloppent. 

En  effet ,  la  propriété  géométrique  exprimée  par  l'équa- 
tion (2)  consiste  en  ce  que  le  cosinus  de  l'angle  de  la  nor- 
male avec  l'ordonnée  z  a  pour  valeur  numérique  [237]  +  g, 
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ou  bien  en  ce  que  la  normale  vient  couper  la  ligne  médiane 
du  canal ,  ce  qui  est  un  caractère  évident  des  surfaces  de 
cette  famille. 

Le  système  des  équations  (3),  quand  on  n'y  considère  plus 
a  comme  un  paramètre  à  éliminer,  détermine  la  caractéris- 
tique correspondante  à  la  valeur  a  du  paramètre  :  cette  ca- 
ractéristique, donnée  par  l'intersection  d'une  sphère  et  d'un 
plan  qui  passe  par  le  centre  de  la  sphère,  est  un  grand  cercle 
de  la  sphère. 

Quand  on  joint  aux  équations  (3)  la  dérivée  du  second 

ordre 

(y-HA-'-W-O,  (4) 

et  qu'on  élimine  a  entre  les  trois  équations,  après  que  la 
fonction  <p  a  été  particularisée,  on  a  en  x,  y,  z  les  équations 
de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe. 

Si  l'on  élimine  «,  |3  entre  l'équation  (1)  et  ses  dérivées  par 
rapport  à  a  et  à  /3, 

«-«  =  0,  y  —  p  =  0, 
l'équation  résultante  s*  =  R*,  ou  2=  ±R  satisfait  encore 
à  l'équation  (2).  La  surface  qui  touche  à  la  fois  toutes  les 
enveloppées  ;  et  toutes  les  enveloppes  comprises  dans  le 
système  des  équations  (3),  ou  l'enveloppe  générale  de  tou- 
tes les  surfaces  qui  satisfont  à  l'équation  (2),  se  réduit  donc 
au  système  de  deux  plans,  parallèles  à  celui  des  xy>  comme 
cela  était  évident  avant  tout  calcul. 

Si  l'on  pose,  dans  les  équations  (3),  ça = a  a  +  6,  et  qu'a- 
près la  substitution  on  élimine  le  paramètre  a,  il  viendra 
pour  équation  résultante 

équation  d'un  cylindre  circulaire  dont  le  rayon  est  R,  et 
dont  l'axe,  compris  dans  le  plan  x  y,  a  pour  équation 
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y  =s  ax  4-  6.  Effectivement,  nous  avons  déjà  remarqué  qu'un 
tel  cylindre  est  compris  dans  la  famille  des  surfaces-canaux 
qui  peuvent  envelopper  l'espace  parcouru  par  une  sphère 
de  même  rayon,  dont  le  centre  mobile  décrit  une  ligne  sur 
le  plan  xy.  Et  de  même  on  peut  faire  mouvoir  Taxe  du  cy- 
lindre dans  ce  plan,  de  manière  que  l'enveloppe  soit  Tune 
quelconque  des  surfaces-canaux  représentées  par  le  système 
des  équations  (3),  ou  Tune  quelconque  des  sphères  données 
par  l'équation  (1).  Pour  faire  mouvoir  le  cylindre  de  ma- 
nière que  l'envploppe  soit  une  sphère,  il  suffit  de  donner  à 
Taxe  un  mouvement  de  rotation  autour  de  l'un  de  ses  points 
pris  pour  centre  fixe. 

Le  cylindre  (5)  -est  l'enveloppée  développable  dont  il  a 
été  question  plus  haut. 

262.  Pour  exprimer  que  nous  établissions  une  liaison  en- 
tre les  paramètres  *,  /3,  nous  avons  écrit  |3  =  <j>«,  mais  il 
aurait  été  plus  général  d'exprimer  cette  liaison  par  l'équa- 
tion 

*(«,  fl  =  0;  M 

et  alors  le  système  des  deux  équations  ((F))  se  serait  trouvé 
remplacé  par  un  système  de  quatre  équations 

dF         dF 
F(s,  y.*,*,/3)=0,  —  àx+—  d?=0, 

*{*,p)=0,^J*  +  d^d3  =  0. 

Cette  notation  plus  compliquée  est  même  la  seule  qui  soit 
aussi  complète  que  la  généralité  de  l'analyse  le  requiert. 
Rien  n'empêche,  par  exemple,  de  supposer  que  l'équation 
(h)  prenne  accidentellement  la  forme 

(«— A)»  +  (P  — *y  —  o,  K) 

h,  h  désignant  des  constantes  :  auquel  cas  on  en  déduit  o=fe, 
(3  =  k,  sans  qu'il  soit  possible  de  tirer  de  l'équation  (nt)  une 
relation  de  la  forme  |3  =  y«,  à  moins  d'employer  des  sym- 
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boles  imaginaires.  C'est  ainsi  que,  dans  le  système  des  équa- 
tions (3),  on  ne  peut  pas  particulariser  la  fonction  <p  de 
manière  que  ce  système  représente  Tune  des  enveloppées 
sphériques,  qui  cependant  sont  comprises  parmi  les  surfaces 
jouissant  de  la  propriété  de  satisfaire  à  l'équation  (2).  Sous 
ce  rapport,  on  pourrait  dire  que  le  système  (3)  n'a  pas  la 
même  généralité  que  l'équation  (2),  et  qu'il  faut  y  joindre, 
pour  le  compléter,  l'équation  générale  des  sphères  enve- 
loppées :  mais  ceci  ne  tient  qu'aux  limitations  introduites 
par  un  mode  de  notation  destiné  seulement  à  rendre  l'écri- 
ture plus  concise  ;  et  les  limitations  disparaissent  lorsqu'on 
donne  aux  notations  la  généralité  qu'elles  comportent. 

Cette  remarque  est  si  simple,  que  nous  l'aurions  négligée 
si  elle  ne  faisait  évanouir  une  difficulté  à  laquelle  Lagrange 
a  semblé  attacher  de  l'importance  (!). 

*263,  Puisque  l'équation  (f)  subsiste  pour  des  envelop- 
pées quelconques,  elle  subsiste  aussi  pour  la  ligne  d'inter- 
section de  deux  enveloppées,  et  peut  être  considérée  comme 
une  équation  différentielle  à  laquelle  doivent  satisfaire  les 
coordonnées  de  cette  ligne.  Après  qu'on  a  posé/3=  fa,  les 
équations  des  deux  enveloppées  qui  se  coupent  ne  diffèrent 
plus  que  par  la  valeur  du  paramètre  a  ;  et  sur  la  ligne  d'in- 
tersection les  valeurs  de  x,  y,  z  sont  les  mêmes,  mais  celles 
de  p,  q  varient  en  raison  du  paramètre  «  ;  ou,  en  d'autres 
termes,  les  deux  surfaces  ont,  en  chaque  point  de  la  ligne 
d'intersection  des  plans  tangents  inclinés  l'un  à  l'autre. 
Mais  si  la  ligne  d'intersection  se  change  dans  la  caractéris- 
tique, les  deux  enveloppées  devenant  infiniment  voisines, 
l'inclinaison  de  deux  plans  tangents  s'efface,  et  l'on  a 

df     .        v.     df  dp  ,  df  dq     A 
(')  Leçons  sur  le  calcul  des  fonctions,  V  édit.,  p.  372  et  374. 
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caries  coordonnées  *,  y,  z,  étant  prises  sur  une  ligne  com- 
mune aux  deux  surfaces,  ne  varient  pas  en  raison  de  « 
D'un  autre  côté,  si  l'on  différentie  par  rapport  à  «  l'équa- 
tion ^ 

dz=pdx+qdy,  ^ 

on  a,  par  la  môme  raison, 

L'élimination  de  ^,  ^  entre  les  équations  (/")  et  (c')  donne 

*f  *        df, 

Tpdy-rqdx  =  0,  w 

équation  différentielle  à  laquelle  doivent  satisfaire  les  coor- 
données de  la  caractéristique,  en  môme  temps  qu'elles  sa- 
tisfont à  l'équation  (f). 
Dans  l'exemple  qui  nous  occupe,  on  trouve 

df     «    df 
TP=**>>Tq=*>> 
et  par  suite 

pdy—qdx=z  0; 

ce  qui  exprime  que  les  caractéristiques  des  surfaces-canaux 
sont  en  môme  temps  les  lignes  de  plus  grande  pente  de  ces 
surfaces  [126]. 

Les  équations  (c)  et  (/"')  appartiennent  à  une  caractéris- 
tique quelconque,  placée  sur  une  enveloppe  quelconque  ;  et 
les  quantités/?,  q,  qui  entrent  dans  ces  équations,  spécifient 
pour  chaque  point  (x,  y,  z)  la  caractéristique  menée  par  ce 
point.  Donc,  si  Ton  élimine  p,  q  entre  les  trois  équations 
(/*),  (c)  et  (/*"),  l'équation  résultante  appartient  à  la  courbe 
qui  est  touchée  par  toutes  les  caractéristiques,  ou  à  l'arête 
de  rehaussement  de  la  surface  enveloppe. 

On  trouve  ainsi  que  les  coordonnées  de  Faréte  de  rebrous- 
«•  28 
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sèment  des  surfaces-canaux  doivent  satisfaire  à  l'équation 
différentielle 

dx*  +  dy1  +  cfa1  =  ^(rfa?1  +  dy*). 

z 

Cette  arête  de  rebroussement  peut  d'ailleurs  se  réduire  à 
ipi  point,  ou  même  devenir  imaginaire*  Posons,  par  exem- 
pt m 

ycc  =  l/R1a  — «*: 

l'équation  (4)  se  réduit  à  y  =  0  ;  et  de  la  seconde  équation 
(3)  qui  devient  alors 

ai/Ri*—  a1  —  ay  =  0, 

on  tire  aussi  x  =  0  ;  enfin  ces  valeurs  de  a?  et  de  y,  substi- 
tuées dans  la  première  équation  (3),  donnent  pour  la  valeur 
correspondante  de  l'ordonnée  z, 


a?  =  ±i/Ra  —  R,»; 

de  sorte  que  l'arête  de  rebroussement  se  réduit  à  deux 
points  situés  sur  Taxe  des  z,  dans  le  cas  de  R  >  Rt,  à  un 
seul  point  (qui  est  l'origine  des  coordonnées)  pour  R=  R„ 
et  finalement  devient  imaginaire  si  l'on  a  R  <  Rf ,  auquel 
cas  la  surface  décrite  est  un  anneau  proprement  dit  [236]. 

264.  Montrons  maintenant  comment  on  peut  déterminer 
la  fonction  arbitraire  <p,  de  manière  que  la  surface  assignée 
par  le  système  des  équations  ((F))  passe  par  une  courbe 

donnée . 

ffoy,*)  =  0,  (f)      I 

tt(x,y,z)  =  0.  (ft)      S  {l'li) 

Pour  cela,  il  faut  que  la  tangente  à  cette  courbe  se  trouve 
constamment  dans  le  plan  tangent  à  l'enveloppée  et  à  l'en- 
veloppe au  point  (x,  y,  z).  Soient 

ç-*=p(? -*)  +  ?(* -y) 
l'équation  du  plan  tangent,  et 
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dx  t         %  dy  t 

les  équations  de  la  tangente  à  la  courbe  (f,  f,)  :  p,  q  sont 
des  quantités  données  en  fonction  de  x,  j/,  z,  a,  (fa,  au  moyen 

de  la  première  équation  ((F))  ;  tandis  que  g|,  g|  sont  des 

fonctions  de  x,  y,  z  fournies  par  la  différentiation  des  équa- 
tions (f  ),  (ft).  Cela  posé,  la  condition  que  Ton  vient  d'é- 
noncer établit  entre  x,  y,  z,  a,  <pa  une  liaison  exprimée  par 
l'équation 

d*        dV     Â  ,~ 

Après  qu'on  en  aura  chassé  x,  y,  z  au  moyen  de  l'équation 
de  l'enveloppée  et  de  celles  de  la  courbe,  elle  deviendra  de 
la  forme 

ir  (*,  fa)  =  0,  (tt) 

et  déterminera  par  conséquent  la  fonction  (j>. 

Si  cette  fonction  devait  être  assignée  d'après  la  condition 
que  l'enveloppe  correspondante  touchât  la  surface  (f  ),  on 

tirerait  de  (f  )  les  valeurs  de  g|,  ->-  en  x,  j/,  z,  et  l'équation 

(d)  se  trouverait  remplacée  par 

dz  dz  , . 

'  =  £'  q  =  Ty>  (e) 

les  valeurs  de  p,  q  étant  censées  données,  comme  tout  à 
l'heure,  en  fonction  de  x,  y,  z,  a,  <pa,  par  la  différentiation 
de  l'équation  de  l'enveloppée.  On  joindrait  ensuite  l'équa- 
tion de  l'enveloppée  aux  équations  (f  )  et  (e),  et  l'on  élimi- 
nerait x,  y y  z  entre  ces  quatre  équations,  ce  qui  donnerait 
la  relation  cherché  («)  entre  «  et  <pa. 

La  fonction  <j>  déterminée,  on  aura  par' la  différentiation 
la  fonction  9',  et  l'on  pourra  substituer  dans  les  équations 
((F))  les  valeurs  en  «de  <j>a,  <j>'a,  puis  éliminer  a,  afin  d'avoir 
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en  x,  y,  z  l'équation  de  l'enveloppe  cherchée;  ou  (ce  qui 
revient  au  même)  on  peut  joindre  à  l'équation  (rc)  sa  dé- 
rivée 

+  —  ./«  =  <),  (*) 

a*        a? 

et  procéder  d'une  manière  quelconque  à  l'élimination  de  «, 
f«,  tf'a  entre  les  quatre  équations  ((F)),  (»),  («'). 

265.  Proposons-nous  comme  application  de  déterminer  la 
fonction  <p  qui  entre  dans  le  système  des  équations  (3),  de 
manière  que  la  section  de  la  surface  du  canal  par  le  plan 
xz  soit  l'ellipse 

£  +  £  =  <:  (« 

l'équation  (d)  deviendra 

a?—  a      fi* 
a?  a* 

et  l'on  aura  pour  l'équation  (tt) 

a*        a«  _  p       b* 

On  peut  remettre  |3  à  la  place  de  <pa  :  a,  /3  désignant  alors 
les  coordonnées  courantes,  parallèlement  aux  axes  des  x  et 
des  t/,  de  l'axe  curviligne  ou  de  la  ligne  médiane  du  canal 
dans  le  plan  xy.  Selon  qu'on  aura  a  <  ou  >  bf  l'équation 
de  cette  ligne 

appartiendra  à  une  ellipse  ou  à  une  hyperbole.  Nous  suppo- 
sons b  <  R,  afin  d'éviter  la  difficulté  qui  naîtrait  de  ce  que 
la  courbe  (6)  ne  resterait  pas  comprise  dans  toute  son  éten- 
due entre  les  deux  plans  z  —  +  R  qui  limitent  les  surfaces 
données  par  le  système  des  équations  (3). 

Il  est  d'ailleurs  évident  que  la  courbe  (6)  ne  doit  déter- 
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miner  la  courbe  (7)  que  dans  la  portion  de  son  cours  com- 
prise entre  les  droites  |3  =  +  R  ;  ou,  en  d'autres  termes, 
que  l'intersection  de  la  surface  enveloppe  par  le  plan  x  z  ne 
change  pas,  quel  que  soit  le  tracé  de  la  ligne  décrite  par  le 
centre  de  la  sphère  enveloppée  sur  le  plan  xy,  dès  que  le 
centre  de  la  sphère  est  à  une  distance  de  l'axe  des  x  plus 
grande  que  son  rayon.  Ainsi  l'équation  (6)  ne  peut  donner 
la  fonction  arbitraire  <p  dans  toute  l'étendue  de  son  cours 
qu'autant  qu'on  admet  que  cette  fonction  <p  est  algébrique  et 
conserve  dans  tout  son  cours  la  même  expression  algébrique, 
remarque  analogue  à  celle  que  nous  avons  déjà  faite  à  l'oc- 
casion des  surfaces  de  révolution  [256]. 

266.  On  peut  admettre  que  l'équation  d'une  enveloppée 
contient  trois  paramètres  arbitraires  «,  /3,  y,  et  devient  de  la 
forme 

après  qu'on  a  posé  p  =  y«,  y=^«.  Le  système,  de  cette 
équation  et  de  sa  dérivée 

dF       dF    ,    tdF    t, 
a*       a?  df 

appartient  à  un  ordre  de  surfaces  enveloppes,  dont  chacune 
est  déterminée  individuellement  après  qu'on  a  assigné  les 
fonctions  <p,  +.  Il  n'y  a  pas  plus  de  difficulté  à  supposer  que 
l'équation  de  l'enveloppée  renferme  un  nombre  quelconque 
de  paramètres  variables,  liés  entre  eux  d'une  manière  arbi- 
traire ;  mais  nous  nous  bornerons  à  considérer  le  cas  où 
l'enveloppée  est  un  plan  en  mouvement  dans  l'espace  suivant 
une  loi  quelconque. 

Soient  donc 

%  =  a  +  Xfa  +  y}*  {g) 

l'équation  du  plan  mobile,  et 
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sa  dérivée  par  rapport  à  a  :  le  système  des  équations  (g), 
(ff  0  est  propre  à  représenter  une  surface  développable  quel- 
conque. On  en  déduit  p  =  s  a,  q  =  <J>a,  et  par  suite 

p=Zf(z-px—  qy),    (A)  ?  =  M*  — P*— ?y)>    (*t) 

ou 

*(p,?,*  —  p&  —  ?y)  =  o, 

ce  qui  mène  aux  équations  déjà  trouvées  [168  et  245] 

p-ï\q,  (t)  r<_*»=:0.  (*) 

*267.  La  caractéristique  donnée  parle  système  (g),  (g')? 
pour  chaque  valeur  de  a,  est  une  ligne  droite.  On  aura  [263] 
une  équation  différentielle  de  cette  caractéristique,  si  Ton 
différentie  l'équation  (i)  en  y  regardant  py  q  comme  varia- 
bles, ce  qui  donne  dp  =  H'ç.dç,  et  si  Ton  chasse  dp,  dq 
au  moyen  de  l'équation 

dpdx  +  dqdy  =  0,  d'où pdy  +  n'qdx=zO.  (/) 

L'équation  (/)  exprime  que  le  rapport  -&  est  fonction  des  seu- 
les quantités  p9  q  ;  ce  qui  résulte  en  effet  de  ce  que  le  même 
plan  touche  la  surface  développable  en  tous  les  points  de  la 
caractérisque.  Cette  équation  renferme  un  signe  de  fonction 
arbitraire  ;  mais,  en  s'élevant  au  second  ordre,  on  aurait 
une  autre  équation  différentielle  de  la  caractéristique,  où  le 
signe  n  n'entrerait  pas.  En  effet,  puisque  l'équation  (k) 
appartient  à  toute  surface  développable  (quoique  les  fonc- 
tions r,  s,  t  varient  d'une  surface  à  l'autre),  lorsque  deux 
surfaces  développables  se  touchent  suivant  une  caractéris- 
tique commune  aux  deux  surfaces,  on  doit  avoir,  pour  les 
points  situés  sur  cette  ligne, 

tdr — teds  +  rdt  =  0.  (*') 

En  vertu  des  équations  (g),  (g'),  le  plan  tangent  ne  change 
pas  avec  les  coordonnées  x,  y,  z,  pour  les  pointe  situés  sur 
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la  caractéristique,  d'où 

dp  =  rdx  +  sdy  =  0,  dq  =  sdx  -f  tdy  =  0, 

et,  par  suite  d'une  nouvelle  différentiation, 

drdx  +  (ferfj  =  0,  dsdx  +  d%  =  0. 

Au  moyen  de  ces  deux  dernières  équations  on  chassera  de 
(fc')les  différentielles  dr,  ds9  dt,  et  il  restera,  pour  l'équa- 
tion différentielle  de  la  caractérisque, 

rdx*  +  Zsdxdy  +  tdy*  =  0,  (m) 

ou  plus  simplement,  en  vertu  de  l'équation  (A:), 

[/7.dx  +  i/t7dy=zQ. 

Pour  obtenir  les  équations  de  l'arête  de  rebroussement 
de  la  surface  développable,  il  faut  joindre  aux  équations  (g), 
[g1)  la  dérivée  du  second  ordre 

et  éliminer  ensuite  a.  On  a  une  équation  différentielle  à  la- 
quelle doivent  satisfaire  les  coordonnées  de  la  môme  ligne, 
en  éliminant  p,  q  entre  les  équations  (i),  (/),  auxquelles  on 
joint  dz  =  pdx  +  qdy.  Ceci  conduit  à  une  équation 
ni  {dxj  dy,  dz)  =  0  :  la  fonction  II t  ne  pouvant  être  déter- 
minée qu'après  qu'on  a  assigné  la  fonction  II  dont  elle  dé- 
rive. 

268.  Proposons-nous  maintenant  de  déterminer  les  fonc- 
tions <p  et  <J>,  de  manière  que  la  surface  développable  passe 
par  deux  courbes  données 

fi  &,*$  =  *,  if i)\ff   f,M*,*.*>  =  0,(ft)|    {f  f 
^  (*,  y,  s)  =  0;  (f.)!*" Il} f,  <*,  y,  *)  =  o.  (ft) >    Vw ^ 

Un  calcul  identique  avec  celui  du  na  264,  répété  pour  cha- 
cune des  deux  courbes  directrices,  donnera  deux  équations 
de  la  forme 

*t  (*>  **>  +«)  =  °s    (ff  1)  **  («>  f*>  f *)  =  °  ;       (**) 
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et  en  les  résolvant  on  aura  les  fonctions  <p  et  <J*  qui  pourraient 
être  substituées  dans  les  équations  (</),  {g')\  de  manière 
qu'il  ne  restât  plus  qu'à  éliminer  a  pour  avoir  en  x,  y,  z9 
l'équation  de  la  surface  développable  demandée.  Mais,  jiour 
éluder  la  résolution  des  équations  (ttJ,  (tt,),  on  peut  y  join- 
dre leurs  dérivées 

dnt    .   dff,      .    .  dnt  . 

ir  +  t1-  »  *  +  7t  ■  +  * = °»  (* l) 

ax         a?  ay 

d*%        dnt  dirt 

T~  +  T"  '  *  a  +"77  •  +  «—  0,  (ir  t) 

et  procéder  à  l'élimination  des  cinq  variables  a,  <pa,  <p'a,  <K 
<J/a  entre  les  équations  (g),  (g')y  (irt  ),(*•)>  (rc'j)  et  (tt'J. 

Si  les  fonctions  <p,  <J>  devaient  être  déterminées  d'après  la 
condition  que  la  surface  développable  touchât  les  deux  sur- 
faces (ft)j  (ft),  on  répéterait  pour  chacune  de  ces  surfaces 
le  calcul  indiqué  dans  le  n°  cité  ;  et  l'on  arriverait  à  deux 
équations  en  x,  y}  z  qui  pourraient  être  prises  pour  les 
équations  (ft),  (f,)  ;  après  quoi  le  calcul  s'achèverait  comme 
dans  le  premier  cas. 

269.  On  sait  que,  lorsqu'un  corps  opaque  est  éclairé  par 
un  corps  lumineux  de  dimensions  finies,  les  deux  nappes 
d'une  surface  développable,  tangente  aux  surfaces  des  deux 
corps  opaques  et  lumineux,  limitent  dans  l'espace  l'ombre 
et  la  pénombre.  Comme  cette  application  donne  plus  d'in- 
térêt au  dernier  problème  dont  nous  venons  d'indiquer  la 
solution ,  nous  ne  négligerons  pas  quelques  simplifications 
que  l'on  peut  apporter  à  la  méthode  dans  ce  cas  particulier. 

L'équation  du  plan  qui  touche  la  surface  (/"J  au  point 
(slf  yi7  zt)  et  la  surface  (ff)  au  point  {xtJ  ytt  z,),  est  indif- 
féremment 

*  —  *i=Pi(s— *t)+  ?i(y— Si).  M 
ou 

*  —  *■  =  Pi  (»  —  *•)  +  9t  ty  —  Vi)  :  (»•) 
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pt,  qt  étant  donnés  en  fonction  de  ai9  yn  zt  par  la  diffé- 
rentiation  de  l'équation 

M*u!fi>*i)=0»  (A) 

et  pt,  q%  en  fonction  de  xt,  j/t,  z%  par  la  différentiation  de 
l'équation 

A  (*.,y.,*t)=û.  (A) 

On  en  conclut 

*i  — i^t  — ?i»i  =  *•  —  .Pi^t  —  ?«»*  î  (o) 

et  Ton  a  d'ailleurs 

/>1=/>Î>  ?!=?»•  (iP) 

Au  moyen  des  équations  (A),  (A),  (o),  (/>)>  au  nombre  de 
cinq,  on  chassera  a?„  y9,  z%,  et  l'on  déterminera  yt,  *,  en 
fonction  de  a?,  ;  par  suite  de  quoi  l'équation  (nj  prendra  la 
tonne 

Il  suffira  donc  d'éliminer  le  paramètre  xt  entre  cette  équa- 
tion et  sa  dérivée  par  rapport  à  xx , 

0=  X.fXi  +  y.ï'Xi  +  n'Xi, 

pour  avoir  en  xy  y,  2  l'équation  de  la  surface  développable 
demandée.    . 

S'il  s'agit  seulement  de  déterminer  sur  le  corps  opaque, 
dont  nous  supposerons  que  l'équation  soit  (A),  les  lignes 
de  contact  avec  la  surface  développable  qui  l'enveloppe, 
ou  les  lignes  qui  séparent  la  pénombre  de  l'ombre  pure  et 
de  la  partie  complètement  éclairée,  on  se  contentera  de 
chasser  x% ,  yi7  zÈ  des  équations  (A)>  (0),  (p)  :  l'équation 
résultante 

fi(*i,yM*i), 

combinée  avec  l'équation  (£),  déterminera  le  système  des 
lignes  de  contact. 


CHAPITRE  IX. 

DES  DÉVELOPPÉES  EN  GÉNÉRAL. 


270.  On  a  vu  [232]  que  les  droites  d'intersection  de  deux 
plans  infiniment  voisins,  normaux  à  une  ligne  à  double 
courbure,  ou  les  droites  menées  par  les  centres  de  courbure 
de  cette  ligne,  perpendiculairement  aux  plans  osculaleurs 
correspondants,  ont  une  ligne  enveloppe,  conjugée  à  la 
courbe  proposée  en  ce  sens  qu'elles  échangent  mutuellement 
leurs  flexions  aux  points  correspondants  :  la  première  flexion 
de  Tune  étant  la  seconde  flexion  de  l'autre,  et  réciproque- 
ment. Nous  devons  ajouter  maintenant  que  cette  ligne 
enveloppe  est  l'arête  de  rebroussement  d'une  surface  déve- 
loppable  qui  aurait  pour  génératrice  la  droite  mobile, 
constamment  déterminée  par  l'intersection  de  deux  plans 
infiniment  voisins,  normaux  à  la  courbe  proposée. 

Nous  disons,  de  plus,  que  cette  surface  développable  est 
le  lieu  de  toutes  les  développées,  en  nombre  infini,  que  la 
courbe  proposée  est  susceptihle  d'avoir. 

Reportons-nous  en  effet  aux  premières  notions  géométriques 
qui  servent  de  point  de  départ  à  la  théorie  des  développées. 
D'abord  on  conçoit  qu'un  cercle  peut  être  décrit  par  l'extré- 
mité mobile  d'une  droite  de  longueur  constante,  dont  l'autre 
extrémité  est  fixe,  non-seulement  quandl'extrémité  fixe  coïn- 
cide avec  le  centre  du  cercle,mais  encore  lorsqu'on  prend  pour 
cette  extrémité  fixe  l'un  quelconque  des  points  de  la  droite 
élevée  par  le  centre  du  cercle,  perpendiculairement  à  son 
plan.  On  énonce  ce  fait  en  disant  que  chaque  point  de  la 
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droite  est  un  pôle  du  cercle  et  de  tous  les  cercles  concentri- 
ques situés  dans  le  même  plan.  La  droite  à  laquelle  les  points 
appartiennent  prend  le  nom  de  ligne  des  pôles. 

Passons  de  la  considération  du  cercle  à  celle  d'une  courbe 
plane  quelconque.  Traçons  la  développée  de  la  courbe 
dans  son  plan,  et  construisons  la  surface  cylindrique  dont 
cette  développée  serait  la  section  droite  [248]  :  un  point 
quelconque  v  de  la  génératrice  pv,  qui  passe  par  le  point  p 
de  la  développée,  correspondant  au  point  m  de  la  dévelop- 
pante, peut  être  considéré  comme  le  pôle  du  cercle  osculateur 
en  m,  dont  un  arc  infiniment  petit  se  confond  avec  l'arc 
infiniment  petit  mml  de  la  courbe  développante.  La  droite 
mv  touche  le  cylindre  en  v,  car  sa  projection  w/x  sur  le  plan 
de  la  développée  touche  la  développée  en  jx.  Si  l'on  fait 
mouvoir  le  plan  tangent  dans  lequel  elle  est  comprise,  de 
manière  qu'il  ne  cesse  pas  de  toucher  la  surface,  le  prolon- 
gement de  la  droite  mv  vient  rencontrer  les  génératrices 

consécutives  en  des  points  vt,  vt,  v8, correspondant  aux 

points  ft,  //„  pj, de  la  développée,  et  aux  points  m„ 

mt,  wi8, ....  de  la  développante.  On  trace  ainsi  sur  la  sur- 
face du  cylindre  une  courbe  w  t  vt  v8 dont  les  tangentes 

font  un  angle  constant  avec  les  génératrices,  et  qui  se  trans- 
formerait en  ligne  droite  si  la  surface  cylindrique  était  éta- 
lée sur  un  plan.  Or,  les  points  vt,  vt,  v8, . . . .  sont  des  pôles 
des  cercles  oscillateurs  de  la  développante  aux  points  mt, 
m„  ms,. . .  ;  pt  les  arcs  infiniment  petits,  pris  sur  ces  cercles 
se  confondent  avec  les  arcs  infiniment  petits  de  la  courbe 
développante.  Donc  les  arcs  mml9  m^  m„  mtmi9. . . .  peu-  . 
vent  être  successivement  décrits,  d'abord  du  point  v  comme 
pôle  avec  le  rayon  v  m,  puis  du  point  «t  comme  pôle  avec  le 
rayon  v,,  mâ,  puis  du  point  v,  comme  pôle  avec  le  rayon  vtm%r 
et  ainsi  de  suite.  Donc,  si  l'on  développe  un  fil  préalable- 
ment enroulé  sur  la  courbe  vv»vB,vs. . .  (le  prolongement 
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rectiligne  de  ce  fil  aboutissant  à  la  développante  en  m,  et  se 
trouvant  perpendiculaire  à  l'élément  mm^  l'extrémité  du  fil 
décrira  d'un  mouvement  continu  la  courbe  plane  m  ml  m, 
m,....  sans  cesser  d'être  perpendiculaire  à  l'élément  actuel- 
lement décrit.Par  conséquent  la  ligne  à  double  courbure  *>, 
vt  vt...  peut,  aussi  bien  que  la  courbe  plane>pt  ^  fv-  •  •  •* 
être  regardée  comme  une  développée  de  la  courbe  plane 

On  a  pu  mener  la  droite  mv  de  manière  à  rencontrer  en 
un  point  quelconque  et  sous  un  angle  quelconque  la  géné- 
ratrice qui  passe  par  le  point  ^  :  une  courbe  plane  a  donc 
une  infinité  de  développées  à  double  courbure,  toutes  situées 
sur  la  surface  cylindrique  qui  est  le  lieu  des  pôles  de  la  dé- 
veloppante, et  qui  a  pour  section  droite  la  développée  plane. 
Toutes  ces  développées  ont  la  propriété  caractéristique  de 
couper  les  génératrices  sous  un  angle  constant,  et  de  se 
transformer  en  lignes  droites  quand  on  étale  la  surface  cy- 
lindrique sur  un  plan . 

271.  Considérons  enfin  une  ligne  quelconque  à  double 
courbure  m  mv  m%  m,...  ainsi  que  la  surface  développable 
qui  a  pour  génératrice  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
normaux  infiniment  voisins.  Le  plan  normal  en  m  touebe 
cette  surface  suivant  une  génératrice  pv,  le  point  fi  étant  le 
centre  de  courbure  de  la  ligne  donnée,  qui  correspond  au 
point  m.  Par  le  point  m  menons  arbitrairement  dans  le  plan 
normal  à  la  courbe  et  tangent  à  la  surface  une  droite  qui 
touche  la  surface  en  un  point  quelconque  v  de  la  génératrice 
p.  Si  l'on  fait  mouvoir  le  plan  dans  lequel  cette  droite  est 
comprise,  sans  qu'il  cesse  de  toucher  la  surface  développa- 
ble et  d'être  normal  à  la  courbe  proposée,  le  prolongement 
de  la  droite  mv  viendra  rencontrer  les  génératrices  consécu- 
tives aux  points  v„  yt,  v3, ....  et  s'appliquer  sur  la  surface  sui- 
vant une  courbe  v  vt  v,  v8 ....  qui  jouira  inversement  de  la 
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propriété  de  se  transformer  en  ligne  droite  lorsqu'on  étalera 
la  surface  développable  sur  un  plan.  Les  points  v„  v„  v,,.... 
sont  les  pôles  des  cercles  oscillateurs  de  la  courbe  proposée 
aux  points  correspondants  ro„  m„  mi9 ....  qui  ont  pour  cen- 
tres de  courbure  p„  p8,  f*a,....  et  auxquels  se  rapportent  les 
génératrices  v,(xn  v^,  v8^....  D'où  il  faut  conclure,  comme 
dans  le  cas  particulier  envisagé  d'abord,  que  la  courbe 
v  v,  vf  v,....  est  une  développée  de  la  proposée.  On  a  pu 
choisir  arbitrairement  le  point  initial  v  sur  la  génératrice  p; 
et  ainsi  la  courbe  proposée  a  une  infinité  de  développées, 
toutes  situées  sur  la  surface  développable,  définie  en  com- 
mençant, et  que,  pour  cette  raison,  nous  appellerons  la  sur- 
face des  pôles.  Le  caractère  distinctif  de  toutes  ces  dévelop- 
pées est  de  se  transformer  en  lignes  droites  lorsque  la  surface 
développable  s'étale  sur  un  plan. 

On  a  vu  [233]  que  la  ligne  des  centres  de  courbure, 
quoique  située  sur  la  surface  des  pôles,  n'est  pas  une  dé- 
veloppée, à  moins  que  la  proposée  ne  soit  plane. 

273.  Pour  avoir  en  |,  *î,  f,  l'équation  de  la  surface  des 
pôles,  il  faut  chasser  x,  y,  z  et  leurs  différentielles  des  deux 
premiers  ordres,  des  équations 

(ç— x)  dx+  (iî  —  y)  dy  +  (ç  —  z)dz  =  0,  J     () 

iZ—x)d*x  +  {*-y)d*y+{*-z)d*s  -  <fo2  =  0,     |     u 

au  moyen  des  équations  de  la  courbe  proposée  et  de  leurs 
dérivées  des  deux  premiers  ordres  [232].  L'équation  (g)  du 
n°  suivant  exprime  que  la  tangente  à  la  développante  au 
point  (#,  t/,  z)  coupe  à  angles  droits  la  tangente  à  la  déve- 
loppée au  point  correspondant  (Ç,  yï,  £)  ;  ce  qui  résulte  d'ail- 
leurs, sans  calcul,  de  ce  que  le  plan  normal  à  la  dévelop- 
pante en  (x,  t/,  z)  touche  la  surface  des  pôles  suivant  la 
génératrice  passant  par  le  point  (?,  to,  Ç). 

Si  les  variables  £,  to,  K  désignent  plus  spécialement  les 
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coordonnées  courantes  de  l'une  des  développées,  il  faudra 
qu'elles  satisfassent  aux  équations  (a),  et,  de  plus,  qu'elles 
soient  liées  'par  la  condition  que  le  rayon  mené  du  point 
(£,  ïî,  f)  de  la  développée  au  point  correspondant  (x7  y>  z) 
de  la  développante,  touche  la  développée.  Cette  condition 
s'exprime  par  la  formule 

Lorsqu'on  a  chassé  x,  y,  z  et  leurs  différentielles  des  équa- 
tions (a)  et  (b),  au  moyen  des  équations  de  la  développante, 
il  reste  deux  équations  en  Ç,  yî,  £,  dZ,  rfn,  d£,  communes  à 
toutes  les  développées.  L'intégration  de  ces  équations  amè- 
nerait deux  constantes  arbitraires  dont  les  valeurs  particu- 
larisent chaque  développée  [163  et  165]. 

274.  Prenons  pour  développante  l'hélice  définie  par  les 
équations  (h)  du  n°  234  ;  les  équations  (a)  deviendront 

ç sin  ?  —  * cos  ?  =  a  (?  —  oR?),  Çcosj>  +  usin?=  —  &R,    (c) 
et  elles  donneront 

5î  +  »il=:0*Rl+a,(;-aR?)S 

d'où 

?      aR       r         a*R*         f* 

Cette  valeur  de  y,  substituée  dans  l'équation  (c),  donne  pour 
l'équation  de  la  surface  des  pôles, 

=  ±(cosi-,,ta .!)>„,  J/iL+^_(.      W 

On  a  vu  [235]  que  l'arête  de  rebroussement  de  cette  surface 
développable,  identique  dans  le  cas  actuel  avec  la  ligne  des 
centres  de  courbure  de  la  développante,  est  une  autre  hélice 
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de  même  pas,  ayant  le  même  axe,  située  sur  la  même  sur- 
face hélicoïde  gauche  [253],  et  dont  les  équations  en  £,  m,  £ 

sont 

Ç  =  —  afRcosy,  «  =  —  a*Rsin  ?,  Ç  =  aR?.  (e) 

On  donne  à  la  surface  développable  qui  a  pour  arête  de  re- 
haussement une  hélice,  le  nom  de  surface  hélicoïde  déve- 
loppable. 

Le  radical  qui  entre  dans  l'équation  (d)  sous  les  signes 
sin  et  cos,  devient  imaginaire  quand  on  suppose 

ou,  d'après  les  équations  (*)),  quand  on  pïend  le  point 
(£,  tq,  Ç)  dans  l'intérieur  du  cylindre  sur  lequel  s'enroule 
l'arête  derebroussement  de  l'hélicoïde  développable.  Or,  le 
sinus  d'un  arc  imaginaire  est  imaginaire,  tandis  que  le  co- 
sinus du  même  arc  se  change  en  exponentielles  réelles  [75]. 
Donc  la  surface  hélicoïde  développable  ne  pénètre  pas  dans 
l'intérieur  du  cylindre  sur  lequel  s'enroule  son  arête  de  re- 
haussement, et  toutes  les  sections  planes  de  cette  surface 
éprouvent  un  rebroussement  aux  points  où  elles  rencontrent 
l'arête. 


iTm'I    ■hi'fiTT" 


CHAPITRE  X. 

DE   LA   COURBURE   DES   SURFACES. 


$  4".  Théorèmes  de  Meusnier  et  d'Euler.  — Détermination  des  rayons 
de  courbure  principaux  et  des  ombilics. 

275.  Concevons  une  infinité  de  lignes,  planes  ou  à  double 
courbure,  tracées  sur  une  surface  et  concourant  en  un  même 
point  :  elles  auront  au  point  commun  des  rayons  de  courbure 
différents,  en  nombre  infini  ;  mais  néanmoins  les  valeurs 
de  ces  rayons  de  courbure  seront  liées  les  unes  aux  autres, 
et  pourront  être  ramenées  à  ne  dépendre  que  d'un  petit  nom- 
bre d'éléments.  Nous  allons  procéder  à  cette  réduction  qui 
est  un  point  capital  dans  la  théorie  des  surfaces. 

Soient 

z  =  f(x,y)  (s) 

l'équation  de  la  surface  ;  (#,  t/,  z)  le  point  où  concourent 
les  lignes  que  Ton  conçoit  tracées  sur  cette  surface  :  dési- 
gnons par  s  l'arc  de  Time  de  ces  lignes,  plane  ou  à  double 
courbure  ;  par  p'  le  rayon  de  première  courbure  de  cette 
ligne  au  point  [x,  t/,  z)  ;  par  p  le  rayon  de  courbure  de  la 
section  normale  [237]  ayant  la  même  tangente  et  passant 
au  même  point  ;  par  0  l'angle  des  rayons  p,  p'  ;  enfin  par  x\ 
y\  z',  #",  y"f  z"  les  premières  et  les  secondes  dérivées  des 
coordonnées  x>  y,  z  par  rapport  à  Tare  s  pris  pour  variable 
indépendante  :  on  aura,  en  différentiant  deux  fois  de  suite 

l'équation  (2), 

z'  =  px'+qy',  (*') 

z"  =zpxn  +  qy"  +  r x*  +  2*r  V  +  ty'%  ;  (*■) 

et  les  dérivées  x\  y',  z'  seront  liées  en  outre  par  l'équation 
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de  condition  ' 

*'•  +  »'•+*'»= 4.  w 

Le  rayon  p  qui  coïncide  avec  la  normale  à  la  surface,  fait 
avec  les  x,  y,  z  des  angles  X,  p,  v  qui  ont  respectivement 
pour  cosinus  [237] 

dtp  ±  q         __3ELi__ 

Vi-t-p*+q*y  Tr+F+7'  v^r+TT^5 

d'autre  part,  le  rayon  p'  fait  avec  les  mêmes  coordonnées 
des  angles  dont  les  cosinus  ont  pour  valeurs  [228] 
±pV,±>y,±p'z": 

d'où  Ton  conclut,  abstraction  faite  du  signe  de  cos  9,  et  en 
vertu  de  l'équation  (z"), 

cos*.=  //. ;         *%       *    .  (2) 

Les  dérivées  x',  t/',  z'  expriment  encore,  aux  signes  près,  les 
cosinus  des  angles  que  forme  avec  les  x,  y,  z  la  tangente  à 
la  ligne  dont  le  rayon  de  courbure  est  p'  :  donc  le  facteur 
de  p'  dans  l'équation  (2)  ne  change  pas,  quelle  que  soit  cette 
courbe,  pourvu  qu'elle  passe  par  le  point  de  la  surface  que 
Ton  considère,  et  que  la  direction  de  la  tangente  en  ce 
point  ne  change  pas.  En  d'autres  termes,  on  peut  poser 
p'  =  K  cos  0,  K  étant  une  constante  pour  toutes  les  courbes 
tracées  sur  la  surface,  qui  ont  la  'même  tangente  au 
point  de  concours.  Mais,  quand  l'angle  0  s'évanouit,  on  a 
p'  =  p  :  donc  K  =  />,  

P      pu»*       w  P      rx'*+îsx'y'+ty'*         w 

Ainsi  le  rayon  de  première  courbure  d'une  ligne  quelcon- 
que tracée  sur  la  surface,  est  ramené  à  dépendre  du  rayon 
de  courbure  de  la  section  normale  qui  aurait  la  même  tan- 
gente que  cette  ligne,  et  de  l'inclinaison  0. 
Lorsque  la  première  courbe  est  plane,  on  l'appelle  section 

T.  1.  *9 
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oblique  [237],  et  p'  devient  la  projection  de  p  sur  le  plan 
de  la  section  oblique*  Le  théorème  exprimé  par  la  formule 
(a)  porte  alors  le  nom  de  théorème  de  Meusnier.  On  rend  la 
signification  de  la  formule  plus  générale  en  l'étendant  aux 
lignes  à  double  courbure,  ainsi  que  cela  vient  d'être  expliqué. 

Il  résulte  du  théorème  de  Meusnier  que,  si  Ton  décrit  une 
sphère  ayant  pour  centre  et  pour  rayon  le  centre  et  le  rayon 
de  courbure  d'une  section  normale,  toutes  les  sections 
obliques  ayant  la  même  tangente  que  cette  section  normale 
ont  pour  cercles  oscillateurs  au  point  commun  les  petits  cer- 
cles qui  sont  les  intersections  de  la  sphère  et  de  leurs  plans 
respectifs. 

276.  Pour  simplifier  la  discussion  des  rayons  de  courbure 
des  sections  normales,  admettons  d'abord  que  le  plan  des 
x  y  soit  mené  parallèlement  au  plan  tangent  à  la  surface,  au 
point  de  concours  des  sections,  ce  qui  revient  à  poser  p  <=0, 
q  =  0  :  la  formule  (b)  deviendra 


P  =  . 


rx'*+S$x'y'  +  ty'*9 

et  si  l'on  pose,  comme  cela  est  permis  en  vertu  de  l'équa- 
tion (l)v 

x'  =  cos  f,  y'  rr  sin  f,  tang  y  =  a, 

on  pourra  écrire 

4 

~r  cos*  f  -*-  2s  sin  ?  cos  f  •+-  {sin*  / 
ou 

i  +a* 

'=r  +  fc,  +  tf'  (4) 

(f  désignant  alors  l'angle  de  la  section  normale  avec  un  plan 
mené  par  la  normale  parallèlement  à  celui  des  xz. 

On  obtiendra  les  valeurs  maxima  et  minirna  du  rayon  de 
courbure  p,  en  cherchant  les  valeurs  de  a  qui  rendent  nulle 
ou  infinie  la  dérivée 
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d> Sfr*8  +  (r—  Q«—  5] 

dk  (r +  8** +  **■)■       ' 

En  égalant  le  dénominateur  à  zéro,  nous  aurions 


a 


_—  s±Vsi  —  rt 


1 ' 


(3) 


valeurs  qui  ne  seraient  réelles  que  sous  la  condition 
s*  —  rt  >  0,  et  qui  correspondraient  à  un  rayon  de  cour- 
bure infini,  ou  à  une  courbure  nulle.  Les  maxima  et  minima 
proprement  dits  seront  donc  exclusivement  donnés  par  l'é- 
quation ,      r  —  t 

M  «'H a  —  4  =  0,  (z) 

d'où  Ton  tire 

„_*-  r  ±V{t  —  r)*  ■+-  4*1 
2s 

Cette  expression,  toujours  réelle,  nous  montre  :  1°  que  sur 
toute  surface,  et  pour  tous  les  points  non  singuliers  où  les 
dérivées  partielles  p,  ç,  r,  s,t  peuvent  se  déterminer  en 
fonction  des  deux  variables  indépendantes,  sans  solution  de 
continuité,  il  existe  parmi  les  sections  normales  deux  sections 
principales  pour  lesquelles  le  rayon  de  courbure  aune  valeur 
maximum  ou  minimum;  2*  que  les  plans  de  ces  sections 
principales  se  coupent  à  angles  droits,  puisque  le  produit  des 
racines  de  l'équation  (a)  est  égal  à  —  1 . 

277.  Nous  pouvons  donc  mener  parallèlement  aux  plans 
des  sections  principales  les  plans  des  x  z  et  des  y  z  dont  nous 
avions  laissé  la  direction  indéterminée,  en  sorte  que,  des 
deux  racines  de  l'équation  (a),  Tune  soit  nulle  et  l'autre  infi- 
nie ;  ce  qui  revient  à  choisir  la  direction  des  plans  coordon- 
nés de  manière  qu'on  ait  s  =  0.  La  valeur  de  p  devient 

alors * 

rcos*  f  +  t  gin* ?' 
et  l'on  a,  en  désignant  par  Rt,  R,  les  deux  rayons  de  cour- 
bure principaux,   qui   correspondent  respectivement    à 
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sm9  =  0,  cos<p  =  0, 

r  t 

"  =  R|C0Stf +  R"8in'?'  (Sl) 

Cette  formule  très  remarquable  est  due  à  Euler.  Elle  donne 
les  rayons  de  courbure  de  toutes  les  sections  normales,  et 
par  suite  ceux  de  toutes  les  sections  obliques,  en  fonction  des 
rayons  de  courbure  principaux,  et  des  angles  <p,  6  qui  fixent 
la  position  des  plans  de  section  par  rapport  aux  plans  des 
sections  principales. 

En  désignant  par  pft,  />,  les  valeurs  de  p  pour  deux  sections 
normales  rectangulaires,  et  d'ailleurs  quelconques,  on  tire 
de  l'équation  (6,)  la  relation  élégante 

l+i=i.  +  I  =  r  +  /.  (c) 

pi         p%         Ai  lit 

Lorsque  les  deux  rayons  principaux  R0  Rf  sont  égaux  et 
de  même  signe,  c'est-à-dire,  dirigés  du  même  côté  du  plan 
tangent,  la  valeur  de  p  devient  indépendante  de  l'angle  <p  et 
la  même  pour  toutes  les  sections  normales.  La  surface  de  la 
sphère  est  la  seule  qui  jouisse  en  tous  ses  points  de  cette 
propriété  :  mais  on  retrouve  sur  d'autres  surfaces  des  points 
singuliers  auxquels  la  même  propriété  appartient,  et  que 
Monge  a  nommés  ombilics. 

278.  Si  les  dérivées  r,  t  sont  de  même  signe,  les  rayons 
principaux  Rft,  R,  sont  aussi  de  même  signe,  et  le  signe  de  pne 
change  pas  :  la  surface  tourne  sa  convexité  dans  le  même  sens 
par  rapport  au  plan  tangent,  tout  autour  du  point  de  contact. 

Admettons  maintenant  que  les  rayons  principaux  soient 
de  signes  contraires,  par  exemple  R4  positif  et  Rt  négatif  :  il 
y  aura  des  sections  normales  situées  au-dessus  du  plan  tan- 
gent et  d'autres  au-dessous.  La  formule  (&,)  deviendra,  après 
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qu'on  y  aura  changé  Rt  en  —  R„  pour  n'avoir  plus  à  consi- 
dérer que  des  nombres  positifs, 

-  =  —  cos«?  —  —  sin1?. 

p  Kl  Ki 

On  voit  que,  si  Ton  fait  croître  l'angle  <p  à  partir  de  zéro, 
le  rayon  variable  p  commencera  par  être  positif,  et  ira  tou- 
jours en  croissant,  depuis  R«  jusqu'à  l'infini.  Cette  dernière 
valeur  correspond  à 

ce  qui  est  précisément  la  valeur  de  «  donnée  par  l'équation 
(5),  après  qu'on  y  a  fait  s  =  0,  conformément  à  l'hypothèse 
sur  la  direction  des  axes. 

Si  donc  on  désigne  par  <p0  cette  valeur  particulière  de  <p, 
et  que,  dans  le  plan  tangent,  on  mène  deux  droites  qui  for- 
ment, avec  une  parallèle  à  l'axe  des  x,  des  angles  égaux  à 
+  p.,  toutes  les  sections  normales  dont  les  sections  tombent 
dans  les  espaces  angulaires  où  <p  prend  une  valeur  numéri- 
quement plus  petite  que  <p0,  ont  leurs  rayons  de  courbure 
positifs,  et  celles  dont  les  tangentes  tombent  dans  les  espaces 
complémentaires  ont  leurs  rayons  de  courbure  négatifs.  Rt 
est  le  plus  petit  des  rayons  de  courbure  positifs  ;  et,  par  la 
même  raison,  R,  est  la  valeur  numérique  minimum  des 
rayons  de  courbure  négatifs,  c'est-à-dire  que  —  R,  est  un 
maximum  algébrique  de  p« 

Lorsque  t  oxxr  prend  une  valeur  nulle,  s  s'évanouissant 
par  suite  de  la  disposition  des  axes,  l'un  des  rayons  princi- 
paux est  infini,  l'autre  a  par  conséquent  une  valeur  numé- 
rique minimum,  et  son.  signe  est  celui  de  tous  les  autres 
rayons  de  courbure. 

279.  Nous  ferons  remarquer  qu'en  vertu  de  l'équation 
(3),  on  peut  représenter  géométriquement  la  grandeur  l/} 
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par  le  rayon  vecteur  d'une  section  conique  rapportée  à  son 
centre,  <p  étant  l'angle  du  rayon  vecteur  avec  Taxe  des  x. 
De  cette  construction  on  déduirait  sans  autre  calcul,  en  se 
reportant  à  la  discussion  bien  connue  des  sections  coniques, 
tout  ce  qui  vient  d'être  établi  sur  les  rayons  de  courbure 
des  sections  normales.  On  sait  que  la  section  conique  est 
une  ellipse,  si  Ton  a  ri  —  s*  >  0  ;  et,  dans  ce  cas,  tous  les 
rayons  vecteurs  de  la  courbe  auxiliaire  étant  finis  et  réels, 
tous  les  rayons  de  courbure  sont  finis  et  doivent  être  pris 
avec  le  môme  signe.  Si  Ton  a  au  contraire  rt  — s*  <  0, 
l'ellipse  doit  être  remplacée  par  deux  hyperboles  conjuguées, 
Tune  de  ces  hyperboles  correspondant  aux  valeurs  imagi- 
naires du  rayon  vecteur  ou  aux  valeurs  négatives  du  rayon 
de  courbure.  Les  demi-axes  de  l'ellipse  ou  des  deux  hyper- 
boles conjuguées  correspondent  en  direction  aux  sections 
principales,  et  en  grandeur  aux  rayons  de  courbure  princi- 
paux. Enfin,  quand  on  a  ri — s*  =  0,  la  section  conique  se 
trouve  remplacée  par  le  système  de  deux  droites  parallèles 
menées  à  égales  distances  de  l'origine  :  la  perpendiculaire 
abaissée  sur  ces  droites  correspondant  en  direction  à  Tune 
des  sections  principales,  et  en  grandeur  au  rayon  de  cour- 
bure minimum. 

280.  Le  théorème  d'Euler  sur  les  courbures  des  sections 
normales  admet  des  exceptions  qui  n'ont  été  signalées  qu'assez 
récemment  par  M.  Poisson  ('),  quoiqu'elles  soient  tout  à  fait 
analogues  aux  exceptions  que  souffre  la  théorie  des  plans 
tangents  [236].  Ces  cas  d'exception  se  présentent  lorsque 
les  dérivées  r,  s,  t  prennent  au  point  de  contact  des  formes 
indéterminées  J,  £,  dont  on  ne  peut  lever  l'indétermination 
qu'en  établissant  arbitrairement  une  liaison  entre  les  varia- 
bles indépendantes  x9  y.  Alors  r,  s>  t  deviennent  des  fonc- 

0)  Journal  ie  l'Ecole  polytechnique,  tl*  cahier,  p.  205. 
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lions  du  rapport  désigné  plus  haut  par  a  ;  de  sorte  que  les 
calculs  précédents,  fondés  sur  le  principe  que  r,  s,  t  ne  dé- 
pendent point  de  «,  cessent  d'être  exacts.  Pour  avoir  un 
exemple  des  cas  d'exceptions  dont  il  s'agit,  il  suffit  de  con- 
sidérer la  surface  engendrée  par  une  parabole  qui  tournerait 
autour  de  son  axe,  tandis  que  son  paramètre  varierait  sui- 
vant une  loi  exprimée  par  une  fonction  continue  quelconque 
de  l'angle  de  rotation.  Un  semblable  paraboloïde  a  une  équa- 
tion de  la  forme 

»,+F,=a/(J), 

quand  on  prend  pour  axe  de  rotation  celui  des  z,  et  qu'on 
place  l'origine  au  sommet.  Les  sections  normales  comprises 
dans  des  plans  menés  par  Taxe  se  confondent  avec  les  para- 
boles génératrices.  Le  rayon  de  courbure  varie  d'une  sec- 
tion à  l'autre  suivant  une  loi  qui  dépend  de  la  fonction  ar- 
bitraire f.  Le  rayon  de  courbure  peut  donc  passer  alterna- 
tivement par  des  maxima  et  par  des  minima  en  nombre 
illimité  ;  seulement  il  doit  y  avoir  autant  de  maxima  que  de 
minima,  afin  que  le  rayon  de  courbure  revienne  à  sa  valeur 
initiale  après  une  révolution  de  la  parabole  génératrice. 

M.  Poisson  a  d'ailleurs  remarqué  que  le  théorème  de  Meus- 
nier  subsiste,  même  dans  le  cas  où  celui  d'Euler  tombe  en 
défaut  ;  et  c'est  aussi  ce  qui  se  voit  très  simplement  par  la 
démonstration  que  nous  avons  donnée  du  théorème  de  Meus- 
nier  [275],  laquelle  n'exige  pas  que  les  fonctions  r,  5,  t  dé- 
pendent seulement  de  #,  y,  z,  et  permet  de  supposer  que 
ces  fonctions  varient  avec  la  direction  de  la  tangente  à  la 
courbe  dont  Tare  est  désigné  par  s. 

281.  Reprenons  la  formule  (6)  qui  suhsiste,  quelle  que 
soit  la  direction  de  la  normale  par  rapport  aux  axes  des 
Xj  y }  z.  Les  dérivées  x',  y'  qui  entrent  dans  cette  formule 
doivent  satisfaire  à  l'équation  (1),  laquelle  devient,  en  vertu 


456  LIVRE  IV.  —  CHAPITRE  X. 

de  (*), 

(1  +  p')  x'*  +  ipgx'i'  +  (4  +  f\  y'%  =  4,  (G) 

et  d'où  Ton  tire,  par  la  différentiation, 

[0  4  p»)  xf  +  pgy;] dff'  +  [(«  +  g1) y'  +«*1  dy'  =0. 

En  différentiant  F  équation  {b)  par  rapport  à  p,  on  a 

(rx'  +  *y')  *■'  +  (m/  +  fyO  dy'  =  0; 

et  en  combinant  ces  deux  dernières  équations, 

rx?  +  «y' «*  +  ¥  fl 

0  +  P1)  *'  +  p?y'       (1  +  ç«)  y'  +  pqx' '  W 

Si  donc  on  désigne  par  R  l'un  des  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux, r équation  en  R  s'obtiendra  par  l'élimination  de  x7 
y'  entre  les  équations  (6),  (7),  et  l'équation 

r  -     V*+P  +  f  rn 

Posons,  pour  abréger, 

V  =  rx"  +  &*Y  +  <y'«  =  i  l/f+^+j»;  (V) 

multiplions  respectivement  par  x'  et  par  y '  les  deux  termes 
des  fractions  à  gauche  et  à  droite  du  signe  d'égalité  dans 
l'équation  (7),  après  quoi  nous  ferons  les  sommes  des  nu- 
mérateurs et  des  dénominateurs  :  la  fraction  résultante,  en 
vertu  de  l'équation  (6),  se  réduira  au  polynôme  V.  Il  rân- 

dradonc 

_        rx'  +  sy'        8x}  +  ty' 

~U+P*)x'+m'~H  +  ?")y'+w*" 
ou  bien 

[V(«+tf-r]*'  =  (#-WY)¥',       J 

et  par  la  multiplication  membre  à  membre, 

[V(4  +/>*)  -ri  [V(l  +  f)  -fl  =  fr-»V)"- 
Remettant  au  lieu  de  V  sa  valeur  en  R,  tirée  de  l'équation 
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(V),  et  ordonnant,  on  aura  enfin 

+  (4  +^  +  ç«)i  =  0.  •  (R) 

Soient  Rt,  Rt  les  racines  de  cette  équation,  ou  les  valeurs 
des  deux  rayons  de  courbure  principaux,  il  viendra 

4     rt  —  à* 

R«  +  R.~  (4 +/>'  +  ?•)* 

Ainsi,  la  condition  pour  que  les  rayons  Rt ,  R f  soient  de  même 
signe,  est  exprimée  par  rt — s*  >  0,  quelles  que  soient  les 
directions  des  axes  coordonnés  ;  et  la  condition  pour  que 
l'un  des  rayons  principaux  devienne  infini,  est  aussi  expri- 
mée généralement  par  l'équation  rt  —  s2  =  0,  qui  caracté- 
rise les  surfaces  développables. 

Les  rayons  de  courbure  principaux  sont,  pour  tous  les 
points  d'une  surface,  égaux  en  grandeur  absolue  et  dirigés 
en  sens  contraires,  si  l'équation 

0  +q*)r-*W'  +  {*  +P%)*-0  (d) 

est  vérifiée  pour  tous  les  points  de  la  surface.  Nous  verrons 
dans  la  suite  que  les  surfaces  caractérisées  par  cette  équa- 
tion aux  différences  partielles  du  premier  et  du  second  ordre 
jouissent  d'une  autre  propriété  géométrique  également  re- 
marquable. 

282.  Les  rayons  principaux  Rft,  Rs,  et  par  suite  tous  les 
rayons  de  courbure  des  sections  normales,  sont  égaux  et  de 
même  signe,  si  Von  a 

W+q*)r-ipqs  +  (\+p*)t]*  —  4  (4  +p*+q%)  (r/-s')  =  0. 

Cette  équation  pouvant  se  mettre  sous  la  forme 
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équivaut -au  système 

j^-f  =  Of(«+^)e-(l+if«)r=:Oi  (e) 


OU 


<+/>•     ;>?     «  +  ?•'  ^ 

On  aurait  obtenu  directement  ces  dernières  équations,  en 
exprimant  que  les  équations  (9)  donnent  pour  V,  et  par  suite 
pour  p,  des  valeurs  indépendantes  de  x\  y'. 

Les  coordonnées  des  points  auxquels  on  a  donné  le  nom 
d'ombilics  [277]  sont  donc  déterminées  par  le  système  des 
deux  équations  (e),  combinées  avec  l'équation  de  la  surface. 
Ces  points  sont  isolés,  à  moins  que  les  deux  équations  (e)  ne 
deviennent  accidentellement  identiques  :  ce  qui  accuserait 
l'existence  sur  la  surface  d'une  ligne  que  l'analogie  porte  à 
nommer  ligne  ombilicale,  et  que  Monge  a  appelée  ligne  des 
courbures  sphériques. 

283.  Appliquons  ceci  à  l'ellipsoïde 

on  a  c*v     _     c*y 

p —     m*  9 —    iti* 

a  z  à*z 

r  a*  6*  z*     '  S  =       a»  A1*8''""  a»  6*  z>     * 

Posons,  pour  simplifier, 

il  nous  est  permis  de  faire  en  outre  l'hypothèse 

a>b>c, 
ce  qui  rendra  positives  les  constances  A,  B.  On  aura,  pour 
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déterminer  les  coordonnées  x,  y  des  ombilics  de  l'ellipsoïde, 
les  deux  équations 

a?y  =  0,  x*  -Ay1  —  B  =  0,  (g) 

dont  les  seules  solutions  réelles  sont 

L'ellipsoïde  a  donc  quatre  ombilics  symétriquement  situés 
à  la  surface,  dans  le  plan  de  la  section  principale  qui  com- 
prend le  plus  grand  et  le  plus  petit  axe.  On  démontre  d'ail- 
leurs, dans  la  discussion  analytique  des  surfaces  du  second 
degré,  que  les  plans  tangents  à  l'ellipsoïde,  aux  quatre  points 
dont  on  vient  de  déterminer  la  position,  sont  parallèles  à 
ceux  qui  jouissent  de  la  propriété  de  couper  l'ellipsoïde  sui- 
vant des  cercles  :  ce  qui  se  rattache  à  une  autre  définition 
des  ombilics  dont  il  sera  question  plus  loin. 

Si  l'ellipsoïde  a  deux  axes  égaux,  les  ombilics,  comme  il 
est  aisé  de  le  conclure  des  formules  précédentes,  se  confon- 
dent avec  les  sommets  de  Taxe  de  révolution. 

$  2.  Lignes  de  courbure. 

284.  Imaginons  que,  sur  une  surface  donnée  (S),  Ton  ait 
tracé  une  ligne  quelconque  (s),  et  construit  la  surface  réglée 
(2)  dont  la  génératrice  est  assujettie  à  passer  par  cette  ligne, 
en  restant  constamment  normale  à  la  surface  (S)  :  en  géné- 
ral la  surface  (2)  est  gauche,  c'est-à-dire  que  ses  génératrices 
n'ont  pas  de  ligne  enveloppe  [443],  ou  que  deux  normales 
à  la  surface  (S),  menées  par  des  points  infiniment  voisins, 
pris  sur  la  ligne  ($),  ne  se  rencontrent  pas.  Au  contraire,  si 
l'on  détermine  convenablement  la  ligne  (s),  la  surface  (2) 
devenant  développable,  a  une  arête  de  rebroussement  (a) 
touchée  par  toutes  les  droites  normales  à  la  surface  (S)  et 
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passant  par  la  ligne  (s)  :  ce  qu'on  exprime,  dans  le  langage 
propre  à  la  méthode  infinitésimale,  en  disant  que  deux  nor- 
males infiniment  voisines  se  rencontrent  en  un  point  situé 
sur  la  ligne  (a). 

Les  équations  de  la  normale  à  la  surface  (S)  au  point 
{x,  y,  z)  étant  [237] 

t  — *  +  p(C  —  «)  =  <>,■-*+ y(ç-*)  =  o,  (A) 

les  coordonnées  du  point  correspondant  (Ç,  n,  Ç)  sut  l'arête 
(?)  seront  données  par  le  système  des  deux  équations  (h)  et 
de  leurs  dérivées 

prises  en  considérant  z  comme  une  fonction  des  variables 
x9  y,  en  vertu  de  l'équation  de  la  surface  (S),  et  y  comme 
une  fonction  implicite  de  X,  donnée  par  le  tracé  de  la  ligne 
(s),  ou  par  le  tracé  de  la  projection  de  cette  ligne  sur  le  plan 
xy.  Or,  les  équations  (/*')  qui  ne  renferment  plus  que  la 
coordonnée  £,  ne  peuvent  subsister  ensemble  qu'à  la  faveur 
de  l'équation  de  condition 

-(«  +p')8  +  pqr=z0.  (•) 

Après  qu'on  y  a  substitué  pour p,  q,  r,  s,  t9  leurs  valeurs  en 
x,  y,  fournies  par  l'équation  de  la  surface  (S),  l'équation  (t), 
où  n'entrent  plus  que  les  quantités  variables  2,  y9  y',  est 
l'équation  différentielle  commune  à  toutes  les  projections  sur 
le  plan  x  y  des  lignes  (s)  qui  ont  la  propriété  de  rendre  dé- 
veloppâmes les  surfaces  (2),  ou  suivant  lesquelles  deux  nor- 
males infiniment  voisines,  élevées  sur  la  surface  (S),  ont  la 
propriété  de  se  rencontrer. 

Quand  on  suppose  le  plan  x  y  parallèle  au  plan  tangent  à 
la  surface  (S)  au  point  (x,  y,  z\  et  par  conséquent  p=0, 
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9  =  0,  l'équation  (i)  devient 

en  sorte  qu'elle  ne  diffère  de  l'équation  (a)  que  par  le  chan- 
gement de  a  en  y  '  ;  d'où  Ton  doit  conclure  :  1°  que  par  cha- 
que point  de  la  surface  (S)  on  peut  faire  passer  deux  lignes 
(5t),  (s,)  qui  se  coupent  à  angles  droits,  et  qui  jouissent  de 
la  propriété  énoncée  plus  haut  ;  2°  que  les  plans  normaux  à 
(S),  menés  suivant  les  tangentes  à  ces  lignes,  coïncident  avec 
ceux  des  sections  normales  principales.  Pour  cette  raison, 
Monge  adonné  aux  lignes  (5t),  ($t)  le  nom  de  lignes  de  cour- 
bure. Sur  toute  surface  ou  portion  de  surface,  dont  l'ordon- 
née n'éprouve  pas  de  solutions  de  continuité  du  troisième 
ordre  ou  d'un  ordre  inférieur,  on  peut,  d'après  ce  qui  pré- 
cède, tracer  à  volonté  deux  séries  (st),  (s,)  de  lignes  de  cour- 
bure qui  partagent  la  surface  en  quadrilatères  curvilignes 
dont  tous  les  angles  sont  droits. 

L'élimination  de  y'  entre  les  équations  (h')  donne 

(C-  z)*(rt  -s*)  -'(ï  -z)  [(I  +  q%)  r-%pqs+(\  +f)  f] 

et  Ton  a,  en  désignant  par  R  le  rayon  du  cercle  oscillateur 
de  l'une  des  sections  principales,  dont  le  centre  est  à  l'in- 
tersection de  deux  normales  infiniment  voisines, 

L'élimination  de  Ç — z  entre  ces  deux  dernières  équations 
reproduira  l'équation  (R),  trouvée  plus  haut  par  un  calcul 
moins  simple  à  quelques  égards. 

285.  Les  lignes  de  courbure,  aux  points  où  elles  se  cou- 
pent, sont  tangentes  aux  deux  sections  principales  ;  mais 
ces  sections,  qui  sont  des  courbes  planes,  et  dont  les  plans 
passent  par  la  normale,  ne  coïncident  pas  en  général  avec 
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les  lignes  de  courbure,  qui,  ordinairement,  ne  sont  pas  com- 
prises dans  un  plan. 

Par  exemple,  sur  une  surface  de  révolution,  Tune  des  li- 
gnes de  courbure  est  le  cercle  d'intersection  de  la  surface  et 
d'un  plan  mené  perpendiculairement  à  l'axe  de  révolution 
par  le  point  de  la  surface  où  doit  passer  la  ligne  de  courbure  : 
car  toutes  les  normales  à  la  surface,  menées  par  les  points 
pris  sur  la  circonférence  de  ce  cercle,  vont  couper  Taxe  de 
révolution  au  même  point  ;  d'où  il  résulte  aussi  que  la  poi> 
tion  de  la  normale,  comprise  entre  Taxe  de  révolution  et  la 
surface,  est  l'un  des  deux  rayons  de  courbure  principaux. 
Mais  cette  ligne  de  courbure,  quoique  plane  dans  le  cas  que 
nous  considérons,  ne  coïncide  pas  avec  une  section  princi- 
pale, puisque  son  plan  ne  comprend  pas  la  normale,  à  moins 
que  la  normale  ne  se  trouve  accidentellement  perpendiculaire 
à  Taxe  de  révolution. 

L'autre  ligne  de  courbure,  sur  une  surface  de  révolution, 
est  la  courbe  méridienne  ;  puisque  les  normales  à  la  surface, 
menées  par  divers  points  de  cette  ligne,  sont  toutes  com- 
prises dans  le  plan  méridien.  En  outre,  la  courbe  méridienne 
est  une  section  principale  de  la  surface,  puisque  le  plan  de 
cette  section  comprend  à  la  fois  la  normale  et  la  tangente  à 
l'une  des  lignes  de  courbure.  Donc,  pour  une  surface  de  ré- 
volution, Tune  des  sections  principales  coïncide  avec  une 
des  lignes  de  courbure  ;  et  il  en  est  de  même  toutes  les  fois 
qu'une  ligne  de  courbure  se  trouve  plane,  et  que  son  plan 
comprend  la  normale  à  la  surface.  Ainsi,  pour  les  surfaces 
cylindriques,  les  sections  principales,  dont  l'une  est  la  sec- 
tion droite,  et  l'autre  la  droite  génératrice,  se  confondent 
respectivement  avec  les  lignes  de  courbure. 

286 .  L'équation  (i)  devient  identique,  et  l'on  n'en  peut  plus 
tirer  immédiatement  une  valeur  de  y'  déterminée,  quand 
on  a  les  trois  équations 
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dont  la  troisième  est  une  conséquence  des  deux  autres,  et 
qui  équivalent  au  système  (f)  ;  en  sorte  que  les  points  de  la 
surface  pour  lesquels  cette  circonstance  a  lieu,  ne  sont  au- 
tres que  les  ombilics. 

L'équation  (i)  étant  identiquement  satisfaite,  la  normale 
au  point  (x>  y,  z)  est  rencontrée  par  la  normale  au  point 
infiniment  voisin,  dans  quelque  direction  que  Ton  prenne 
ce  second  point;  mais  de  là  il  ne  faut  pas  tirer  la  conclusion 
[182]  que  l'ombilic  est  un  point  où  se  croisent  des  lignes 
de  courbure  en  nombre  infini,  ou  que  les  droites  menées  par 
l'ombilic  dans  le  plan  tangent  sont  toutes  tangentes  à  des 
lignes  de  courbure.  Mettons,  pour  abréger,  l'équation  (t) 
sous  la  forme 

<p,  <J>,  r.  désignant  des  fonctions  de  x,  y  qui  s'évanouissent 
quand  le  point  (x,  y,  z)  est  un  ombilic  :  la  différentiation  de 
l'équation  (i)  donne,  pour  déterminer  y',  l'équation  du  troi- 
sième degré 

Selon  que  cette  équation  a  ou  n'a  pas  toutes  ses  racines  réel- 
les, il  passe  trois  lignes  de  courbure  par  l'ombilic  ou  il  n'en 
passe  qu'une  seule.  Si  cette  équation  est  encore  rendue 
identique  par  les  valeurs  de  x,  y  qui  conviennent  à  l'ombi- 
lic, on  la  différentie  à  son  tour,  ce  qui  donne  une  équation 
du  quatrième  degré  en  y'  ;  et  selon  que  cette  nouvelle  équa- 
tion a  quatre  ou  deux  racines  réelles,  ou  n'a  que  des  racines 
imaginaires,  l'ombilic  est  le  point  d'intersection  de  quatre 
ou  de  deux  lignes  de  courbure,  ou  bien  il  ne  passe  pas  de 
ligne  de  courbure  par  l'ombilic,  et  ainsi  de  suite.  Enfin, 
quand  les  valeurs  de  x7  y  qui  conviennent  à  l'ombilic,  ren- 
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dent  identiques  l'équation  (i)  et  toutes  ses  dérivées  succes- 
sives, l'ombilic  est  un  point  où  se  croisent  des  lignes  de 
courbure  dans  toutes  les  directions.  Ce  cas  se  présente  pour 
les  sommets  des  surfaces  de  révolution,  qui  jouissent  mani- 
festement de  la  propriété  caractéristique  des  ombilics  (quand 
ils  ne  sont  pas  toutefois  des  points  saillants),  et  où  viennent 
se  couper  toutes  les  méridiennes  qui  sont  des  lignes  de  cour- 
bure de  ces  surfaces. 

287.  Faisons  l'application  de  ce  qui  précède  à  l'ellipsoïde 
dont  il  a  été  question  au  n°  283  ;  l'équation  (i)  devient 

À*yy'f  +  (x«~  Ày1  —  B)  y' ,-  xy  =  Oj  (10) 

et  elle  a  pour  dérivée 

(2  Atfyy'+tf1  —  Ày1—  B)y"+À:ry"  —  Ayy'*  +  xy'— y=0. 

équation  qui  se  réduit  à  Ay'*  +  y'  =  0>  pour  les  valeurs 
y  =  0,x  s=r.  + 1/%  relatives  aux  ombilics.  Cette  dernière 
équation  n'admet  que  la  racine  réelle  y'  =  0,  A  désignant 
un  coefficient  positif.  Il  ne  passe  donc  qu'une  ligne  de  cour- 
bure par  les  ombilics  de  l'ellipsoïde  à  trois  axes  inégaux,  et 
cette  ligne  est  la  section  qui  comprend  le  plus  grand  et  le 
plus  petit  axe. 

Si  l'on  pose  a  =  b,  auquel  cas  l'ellipsoïde  devient  de  ré- 
volution autour  de  son  petit  axe,  pris  pour  celui  des  z,  on  a 
À  =  1 ,  B  =  0  ;  et  les  coordonnées  des  ombilics  sont  x= 0, 
y  =  0,  parce  qu'en  effet  ces  ombilics  se  confondent  avec  les 
pôles  de  l'ellipsoïde  aplati.  L'équation  (10)  peut  alors  être 
mise  sous  la  forme 

(yy' +  *)(*/  —  y)  =  o, 
et  elle  se  décompose  en 

yy'  +  ff^O,  wy'  —  y=0. 
Pour  x = 0,  y  =  0,  la  valeur  de  y'  donnée  par  la  première 
équation  est  imaginaire  [1 82],  et  celle  que  donne  la  seconde 
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équation  reste  affectée  d'une  indétermination  réelle  :  comme 
cela  doit  être,  puisque  tous  les  méridiens  qui  se  projettent 
en  x  y  suivant  des  droites  passant  par  l'origine  des  coordon- 
nées, sont  autant  de  lignes  de  courbure  de  l'ellipsoïde. 

Quand  on  fait  b  =  c,  auquel  cas  l'ellipsoïde  devient  de 
révolution  autour  de  son  grand  axe  pris  pour  celui  des  x, 
on  a  A  =  0,  B  =  a*,  et  l'équation  (10)  se  résout  dans  le 

système 

y'  =  oo,  (s*  —  a})  y'  —  xy  =  0. 

Si  l'on  introduit  dans  la  dérivée  de  l'équation  précédente 
les  valeurs  des  coordonnées  des  pôles  ou  des  ombics,  savoir 
x  =  +  a,  y  =  0,  on  en  tirera  y '  =  0  :  ainsi  y1  n'est  suscep- 
tible en  ces  points  que  des  deux  valeurs  0,  oo.  En  effet,  les 
méridiens  se  projettent  en  x  y  suivant  des  ellipses  qui  vien- 
nent toutes  couper  perpendiculairement  l'axe  des  x,  à 
l'exception  du  méridien  dont  la  projection  est  l'axe  même 
des#. 

288.  Lorsque  la  surface  a  des  points  singuliers  pour  les- 
quels r,  s,  t  deviennent  des  fonctions  de  t/',  comme  on  l'a 
plusieurs  fois  expliqué,  l'équation  (t)  cesse  d'être  une  équa- 
tion algébrique  du  second  degré  par  rapport  à  l'inconnue  y, 
pour  les  points  singuliers  dont  il  s'agit,  et  elle  peut  avoir  un 
nombre  quelconque  de  racines  réelles. 

*289.  Aux  deux  systèmes  de  lignes  de  courbure  rectan- 
gulaires (st),  (s,)  correspondent  [284]  deux  systèmes  de  sur^ 
faces  développables  (2t),  (2,),  et  d'arêtes  de  rebroussement 
(<xt),  (aÈ).  Le  lieu  des  arêtes  de  rebroussement  du  premier 
système  est  une  certaine  surface,  et  celui  de  rebroussement 
du  second  système  est  une  autre  surface  ;  ou  plutôt  les  deux 
systèmes  de  surfaces  développables,  pris  ensemble,  ont  pour 
lieu  de  leurs  arêtes  de  rebroussement  une  surface  à  deux 
nappes  (<7t,  o*t),  chaque  nappe  se  rapportant  à  l'un  des 
systèmes  rectangulaires. 

t  i.  30 


466  LIVRE   IV.    —  CHAPITRE  X. 

Pour  obtenir  en  £,  n,  ç  F  équation  de  cette  surface  à  deux 
nappes,  qui  est  aussi  le  lieu  des  centres  de  courbure  des 
sections  principales  de  la  surface  (S),  il  faudrait  éliminer 
x,  t/,  z  entre  les  équations  {h)  (h")  et  celle  de  la  surface  (S). 

Chaque  rayon  de  courbure  principale,  touchant  Tune  des 
arêtes  de  rebroussement,  touche  la  surface  qui  est  le  lieu  de 
toutes  ces  arêtes  :  la  surface  des  centres  des  courbures  prin- 
cipales est  donc,  par  rapport  à  la  surface  primitive,  l'analo- 
gue de  la  développée  d'une  courbe  plane  par  rapport  à  la 
courbe  développante. 

Les  deux  centres  des  courbures  principales,  pour  un  même 
point  de  la  surface  (S),  se  trouvant  sur  la  même  normale, 
il  en  résulte  que  chaque  normale  à  la  surface  (S)  touche  cha- 
cune des  deux  nappes  de  la  surface  (<rt,  o-t).  Si  Ton  mène 
par  cette  normale  deux  plans  tangents  respectivement  aux 
deux  nappes,  ces  deux  plans  sont  rectangulaires,  en  vertu 
de  la  propriété  essentielle  des  lignes  de  courbure.  Donc  les 
deux  nappes  de  la  surface  des  centres  de  courbure  ont  entre 
elles  de  tels  rapports  de  forme,  que,  regardées  d'un  point 
quelconque  0,  leurs  contours  apparents  se  coupent  à  angles 
droits.  En  effet,  les  contours  apparents  des  deux  nappes  de 
la  surface  (?ft,  <ra)  sont  des  lignes  de  contact  de  ces  nappes  et 
et  des  surfaces  coniques  circonscrites,  ayant  leurs  sommets 
en  0.  Or,  ces  deux  surfaces  coniques  ont  une  génératrice 
commune,  qui  est  la  normale  menée  par  le  point  0  à  la  sur- 
face (S),  et  de  plus  leurs  plans  tangents  suivant  cette  géné- 
ratrice sont  rectangulaires. 

$  3.  Oscillation  des  surfaces.  —  *  Définition  et  mesure  de  la  courbure  des 

surfaces. 

290.  Deux  surfaces 

z  =  f{?,y),         (*)  *  =  fi{x>y>),     A) 

qui  ont  un  point  commun  (#,  j/,  z)  ont  de  plus  en  ce  ] 
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un  contact  du  premier  ordre  [203],  quand  les  coordonnées 
x,  y,  z  satisfont  aux  égalités 

P*=Ph  ?=?i,  (H) 

ou  quand  le  plan  tangent  est  le  même  pour  les  deux  surfa- 
ces, au  point  qui  leur  est  commun.  Si  les  égalités 

sont  en  outre  satisfaites,  il  y  a  entre  les  deux  surfaces  un 
contact  du  second  ordre  ou  une  oscillation.  En  général  le 
contact  est  dit  du  n6  ordre,  quand  toutes  les  dérivées  par- 
tielles p,  q7  r,  etc.,  fournies  par  les  équations  des  deux  sur- 
faces, jusqu'à  celles  de  Tordre  n  inclusivement,  prennent  les 
mêmes  valeurs  pour  un  même  système  de  valeurs  des  coor- 
données #,  y  y  z.  quelle  que  soit  celle  des  deux  surfaces  que 
Ton  considère. 

Si  les  surfaces  n'éprouvent  pas  de  solutions  de  continuité 
de  Tordre  n  +  1  ou  d'un  ordre  inférieur,  et  si  Ax,  Ay,  As 
désignent  des  quantités  très  petites  du  premier  ordre,  la 
distance  du  point  (x+Ax,t/+Ay,2+A2)  situé  sur  Tune  des 
surfaces,  à  l'autre  surface,  est  en  général  une  quantité  très 
petite  de  Tordre  n  + 1 ,  quand  le  contact  entre  les  deux  sur- 
faces est  du  »•  ordre.  Nous  omettons  la  démonstration  de  ce 
théorème,  que  Ton  suppléera  sans  peine,  en  comparant  le 
n°  240  aux  n°*  203  et  suivants. 

Dans  l'intérêt  des  applications  géométriques,  il  nous  suf- 
fira de  considérer  les  contacts  des  deux  premiers  ordres,  ou 
le  contact  simple  et  Tosculation  (4). 

291 .  Ayant  mené  le  plan  tangent  à  la  surface  (z)  au  point 
{x,  y,  z),  coupons  la  surface  par  un  plan  parallèle  au  pre- 

(')  Sur  les  contacts  des  ordres  supérieurs  entre  les  surfaces,  on  pourra  con- 
sulter un  mémoire  de  M.  Olivier,  inséré  dans  le  25*  cahier  du  Journal  de 
V  Ecole  polytechnique,  p.  423. 
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mier.  Pour  plus  de  simplicité,  on  peut  placer  l'origine  au 
point  de  contact,  et  faire  coïncider  le  plan  xy  avec  le  plan 
tangent.  Soient  Az  l'ordonnée  du  plan  sécant,  et  Ax,  Ay  les 
coordonnées  en  xy  des  points  oîi  il  rencontre  la  surface  :  on 
a,  en  traitant  Ax,  Ay  comme  des  quantités  très  petites  du 
premier  ordre,  et  en  négligeant  les  quantités  très  petites  du 
troisième  ordre, 

As  »  \  r  *&  +  Bbx  Ay  +■  \  *Ayf.  (43) 

Faisons  Ax=u£}ky=tnJ  e  désignant  une  quantité  très  pe- 
tite du  premier  ordre  :  puisque  Az  est  du  second  ordre,  d'a- 
près l'équation  (13),  il  faut  poser  Az=e*&,  et  alors  cette 
équation  donne 

Donc,  quand  Az  décroît  indéfiniment,  la  courbe  d'intersec- 
tion approche  indéfiniment  d'être  semblable  à  la  courbe 
dont  £,  yj  désigneraient  les  coordonnées  courantes  suivant 
les  axes  des  x  et  des  y,  et  qui  aurait  (k)  pour  équation. 
Ou  bien  encore  la  courbe  d  intersection  approche  indéfini- 
ment d'être  semblable  à  la  section  conique  auxiliaire  dont 
il  a  été  question  au  n°  279,  et  dont  les  rayons  vecteurs  sont 
proportionnels  aux  racines  carrées  des  rayons  de  courbure, 
pour  les  sections  normales  dont  les  plans  coupent  le  plan 
tangent  suivant  ces  rayons  vecteurs. 

A  cause  de  cette  circonstance,  M.  Charles  Dupin  a  donné 
le  nom  d'indicatrice  à  la  courbe  que  l'on  conçoit  résulter  de 
l'intersection  de  la  surface  par  un  plan  mené  parallèlement 
au  plan  tangent,  à  une  distance  infiniment  petite  du  point 
de  contact.  Cette  indicatrice  est  une  ellipse  quand  la  surface 
tourne  sa  courbure  du  même  côté  tout  autour  du  plan  tan- 
gent ;  dans  le  cas  contraire,  les  deux  hyperboles  conjuguées 
qui  remplacent  l'ellipse,  résultent  de  l'intersection  de  la  sur- 
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face  par  deux  plans  infiniment  voisins,  tous  deux  parallèles 
au  plan  tangent ,  et  entre  lesquels  celui-ci  se  trouverait 
compris. 

L'ellipse  indicatrice  devient  un  cercle  aux  points  ombi- 
lics :  c'est  pour  cela  que  les  plans  tangents  aux  ombilics  de 
l'ellipsoïde  sont  parallèles  à.  ceux  qui  ont  la  propriété  de 
couper  l'ellipsoïde  suivant  des  cercles  [283]. 

292.  Quand  la  surface  (zj  a  trois  paramètres  arbi- 
traires, on  en  peut  disposer  pour  satisfaire  à  la  condition 
f(x,  y)  =  £(#,  y),  et  de  plus  aux  équations  (1 1),  ou  pour 
établir  entre  les  deux  surfaces  (z),  (zt),  au  point  (x,  t/,  z),  un 
simple  contact.  S'il  entre  dans  l'équation  (z^  six  paramètres 
arbitraires,  on  en  peut  disposer  pour  satisfaire  en  outre  aux 
équations  (12),  ou  pour  rendre  les  deux  surfaces  oscula- 
trices  Tune  de  l'autre. 

Donc  on  ne  peut  pas,  en  général,  déterminer  une  sphère 
qui  soit  osculatrice  d  une  surface  donnée  en  un  point 
donné  :  car  l'équation  la  plus  générale  de  la  sphère  ne 
renferme  que  quatre  paramètres  arbitraires,  savoir  :  le 
rayon  et  les  trois  coordonnés  du  centre. 

Les  conditions  de  l'oscillation  des  deux  surfaces  (z),  (zt), 
sont  exprimées  analytiquement  par  le  système  des  équa- 
tions (11)  et  (12);  mais  il  est  préférable  de  les  énoncer 
géométriquement  en  disant  que  les  deux  surfaces  sont  os- 
culatrices  l'une  de  l'autre,  lorsqu'elles  ont  en  un  point  com- 
mun, non-seulement  le  même  plan  tangent,  mais  encore 
des  sections  principales  comprises  dans  les  mêmes  plans 
normaux,  et  les  mêmes  rayons  de  courbure  principaux, 
respectivement  dirigés  dans  le  même  sens  par  rapport  au 
plan  tangent.  Il  est  visible,  d'après  tout  ce  qui  a  été  établi 
dans  ce  chapitre,  que  l'existence  de  ces  relations  géomé- 
triques résulte  des  équations  (11)  et  (12).  Lorsqu'elles  sub- 
sistent, un  plan  quelconque,  passant  par  le  point  commun, 
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coupe  les  deux  surfaces  suivant  deux  lignes  qui  ont  en  ce 
point  le  même  rayon  de  courbure. 

Si  donc  la  surface  (z)  a  ses  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux dirigés  dans  le  même  sens,  on  peut  toujours  cons- 
truire un  ellipsoïde  de  révolution  qui  oscule  cette  surface 
au  point  (a,  y,  z)  :  car  on  peut  faire  en  sorte  que  Pune  des 
sections  méridiennes  de  l'ellipsoïde  oscillateur  tombe  dans 
le  plan  de  Tune  des  sections  principales  de  la  surface  oscu- 
lée,  l'un  des  axes  de  l'ellipse  méridienne  coïncidant  avec 
la  normale  :  après  quoi  il  n'y  a  plus  qu'à  assigner  aux  axes 
de  l'ellipse  méridienne  des  longueurs  telles,  que  les  rayons 
de  courbure  principaux  soient  les  mêmes  pour  la  surface 
osculée  et  pour  l'ellipsoïde.  Cette  construction  est  propre  à 
donner  deux  ellipsoïdes  oscillateurs,  l'un  allongé,  l'autre 
aplati. 

Quand  la  surface  a  ses  deux  rayons  de  courbure  princi- 
paux dirigés  en  sens  inverses,  on  peut  substituer  à  l'ellip- 
soïde oscillateur  un  hyperboloïde  de  révolution  à  une  nappe 
dont  le  cercle  de  gorge  [239]  tombe  dans  le  plan  de  l'une 

des  sections  principales  de  la  surface. 

On  peut  décrire  plus  simplement  encore  une  surface  de 
révolution ,  osculatrice  d'une  surface  donnée,  en  faisant 
tourner  le  cercle  oscillateur  de  l'une  des  sections  principales 
de  la  surface  autour  d'un  axe  tracé  dans  son  plan  perpen- 
diculairement à  la  normale,  et  passant  par  le  centre  de 
courbure  de  l'autre  section  principale.  La  surface  osculatrice 
devient  un  cylindre  droit,  à  base  circulaire,  quand  le  rayon 
du  cercle  oscillateur  de  la  première  section  principale  de- 
vient infini,  comme  il  arrive  pour  les  surfaces  dévelop- 
pables  [281]. 

*  203.  Ceci  va  nous  conduire  à  définir  et  à  mesurer,  d'a- 
près Gauss,  la  courbure  (Tune  surface,  quantité  qui  n'est 
point  définie  ni  à  plus  forte  raison  mesurée»  tant  qu'on  se 
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borne  à  établir,  d'après  les  théorèmes  de  Meusnier  et  d'Eu- 
ler,  les  relations  qui  subsistent  entre  les  courbures  des 
lignes  tracées  sur  la  surface. 

Revenons  pour  un  instant  sur  la  mesure  de  la  courbure 
des  lignes  planes.  Prenons  sur  la  ligne  dont  on  veut  mesu- 
rer la  courbure  en  m,  un  arc  As  qui  passe  par  le  point  m  ; 
menons  les  normales  aux  deux  extrémités  de  cet  arc;  et 
après  avoir  placé  dans  le  plan  de  la  courbe  un  cercle  dont 
le  rayon  soit  égal  à  l'unité,  menons  les  rayons  respective- 
vement  parallèles  aux  deux  normales  extrêmes,  et  qui  com- 
prennent un  arc  de  cercle  At  :  la  limite  ^  [193]  vers  la- 


.At 


quelle  converge  le  rapport^,  quand  Tare  As  décroît  indé- 
finiment sans  cesser  de  comprendre  le  point  m,  est  la  mesure 
de  la  courbure  de  la  ligne  au  point  m. 

Une  construction  parfaitement  analogue  est  applicable 
aux  surfaces.  Imaginons  [128]  une  courbe  fermée,  tracée 
arbitrairement  sur  la  surface  dont  on  veut  mesurer  la  cour- 
bure en  m,  de  manière  que  Taire  &>  circonscrite  par  cette 
courbe  sur  la  surface  comprenne  le  point  m  (f).  D'un  point 
quelconque  de  l'espace,  comme  centre,  décrivons  une  sur- 
face sphérique  qui  ait  l'unité  pour  rayon,  et  menons  les 
rayons  parallèles  à  toutes  les  droites  élevées  normalement 
à  la  surface  sur  le  contour  de  l'aire  «  :  le  lieu  de  ces  rayons 
est  une  surface  conique  qui  intercepte  à  la  surface  de  la 
sphère  une  aire  0.  La  limite  vera  laquelle  converge  le  rap- 

(r)  Il  faut  entendre  par  Vaire  d'une  portion  de  surface  courbe  (comme  nous 
l'expliquerons  plus  amplement  dans  le  chapitre  VI  du  cinquième  livre)  la  limite 
dont  s'approche  indéfiniment  l'aire  d'une  surface  polyédrique,  inscrite  ou  cir- 
conscrite &  la  portion  de  surface  courbe  que  l'on  considère,  quand  le  nombre 
des  faces  du  polyèdre  augmente  sans  cesse  et  que  les  dimensions  des  faces 
décroissent  indéfiniment.  Cette  définition  de  la  grandeur  w  est  analogue  à 
la  grandeur*  [U 4], 
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port  -  quand  Faire  <u  décroît  indéfiniment  sans  cesser  de 

comprendre  le  point  m,  doit,  suivant  l'analogie,  être  prise 
pour  la  mesure  de  la  courbure  de  la  surface  au .  point  m. 
Nous  admettons  d'abord,  afin  d'éviter  toute  difficulté,  qu'il 
s'agit  d'une  surface  dont  les  deux  rayons  de  courbure  prin- 
cipaux sont  dirigés  dans  le  même  sens,  et  en  outre  que  la 
surface  n'éprouve  pas  au  point  m  de  solution  de  continuité. 
De  même  que,  pour  la  mesure  de  la  courbure  d'une  ligne 
plane,  il  est  permis  de  substituer  à  la  ligne  donnée  son 
cercle  oscillateur  ou  toute  autre  courbe  osculatrice  ;  de  même, 
pour  la  mesure  de  la  courbure  d'une  surface,  il  est  permis 
de  substituer  à  la  surface  proposée  une  autre  surface  qui 
l'oscule,  au  point  où  il  s'agit  de  mesurer  la  courbure. 

Prenons,  pour  la  surface  osculatrice,  celle  que  décrit  le 
cercle  de  rayon  R,,  en  tournant  autour  d'une  droite  menée 
dans  son  plan  perpendiculairement  à  la  normale,  par  le 
centre  du  cercle  de  rayon  Rt.  Soit<fet  l'angle  infiniment 
petit  que  le  plan  du  cercle  mobile,  dans  chacune  de  ses  po- 
sitions extrêmes,  forme  avec  le  plan  de  la  section  normale 
sur  lequel  il  était  primitivement  couché,  l'excursion  du 
plan  mobile  ayant  la  même  amplitude  de  part  et  d'autre  du 
plan  de  la  section  normale  ;  soit  dst  l'angle  infiniment  petit 
que  forment  avec  la  normale  et  de  part  et  d'autre  de  cette 
droite,  dans  le  plan  du  cercle  oscillateur  de  rayon  R„  deux 
rayons  de  ce  cercle  :  l'aire  &>,  devenue  infiniment  petite,  se 
confond  avec  celle  d'un  rectangle  infiniment  petit  dont  les 
côtés  seraient  2  Rtrfs, ,  2  Rtdst ,  et  qui  aurait  pour  surface 
4  RJt^cfc,.  D'autre  part ,  l'aire  correspondante  0  prend 
pour  valeur  (en  négligeant  toujours  les  infiniment  petits  des 
ordres  supérieurs)  4  dstdst  :  d'oïi 

Itm.  -  = .  il) 
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La  courbure  d'une  surface  a  donc  pour  mesure  le  produit 
des  courbures  de  ses  deux  sections  principales. 

L'aire  0  est  remplacée  par  un  point  quand  Taire  &>,  finie 
ou  infiniment  petite,  est  prise  sur  une  surface  plane  ;  elle 
est  remplacée  par  une  portion  de  circonférence  de  grand 
cercle  quand  Taire  &>,  finie  ou  infiniment  petite,  appartient 
à  une  surface  cylindrique.  Cette  remarque  lève  la  difficulté 
qui  naîtrait  de  ce  que,  d'après  la  formule  (/),  une  surface 
développable  pour  laquelle  [281  et  292]  un  des  rayons  Rt, 
R,  est  constamment  infini ,  aurait  en  tous  ses  points  une 
courbure  nulle,  propriété  qui  semble  ne  pouvoir  apparte- 
nir qu'au  plan.  Le  plan,  les  surfaces  développables  et  les 
autres  surfaces  ne  sont  pas  plus  comparables,  quant  à  la 
courbure,  qu'un  point,  une  ligne  et  une  aire,  quant  à  la 
grandeur.  On  peut  dire  que  la  courbure  d'une  surface  déve- 
loppable est  un  infiniment  petit  du  premier  ordre,  et  celle 
d'un  plan  un  infiniment  petit  du  second  ordre  :  ce  qui  si- 
gnifie que  la  courbure  d'une  surface  est  une  quantité  très 
petite  du  premier  ou  du  second  ordre ,  quand  la  surface  se 
confond  sensiblement  avec  un  cylindre  ou  avec  un  plan. 

L'expression  de  la  courbure  d'une  surface  prend  le  signe 
positif  ou  le  signe  négatif,  selon  que  les  deux  rayons  de 
courbure  principaux  sont  dirigés  dans  le  même  sens  ou  en 
sens  contraires.  Ce  changement  de  signe  est  arbitraire ,  et 
ne  comporte  pas  une  interprétation  naturelle  comme  celui 
qui  affecte  la  courbure  d'une  ligne  quand  le  sens  de  la  cour- 
bure change  effectivement-  Mais  cette  circonstance,  loin  de 
donner  lieu  à  une  objection  fondée,  ne  fait  que  confirmer 
l'analogie  qu'il  s'agit  d'établir.  On  sait,  en  effet,  que  les 
règles  pour  l'interprétation  des  signes,  applicables  aux 
coordonnées  mesurées  à  partir  d'une  origine  fixe,  et  à  leurs 
différentielles ,  cessent  de  s'appliquer,  ou  ne  s'appliquent 
qu'en  vertu  de  conventions  arbitraires,  aux  aires  mesurées 
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par  les  produits  qui  admettent  pour  facteurs  ces  coordon- 
nées ou  leurs  éléments  différentiels. 

Mademoiselle  Sophie  Germain,  dans  ses  recherches  sur 
les  surfaces  élastiques,  et  surtout  dans  un  mémoire  (')  qui 
est  la  dernière  production  de  cette  femme  remarquable, 
s'est  efforcée  d'établir  que  la  courbure  d'une  surface  a  pour 

mesure  la  fonction  vr  +0- :  mais  ses  raisonnements  n'ont 

rien  de  convaincant.  Tout  récemment,  la  même  idée  a  été 
reprise  par  un  jeune  professeur,  M.  Renard,  dans  une  thèse 
soutenue  devant  la  Faculté  des  sciences  de  Paris ,  et  que 
nous  ne  connaissons  que  par  extrait.  Ce  n'est  que  par  ana- 
logie que  Ton  peut  passer,  de  la  définition  de  la  courbure 
des  lignes,  admise  sans  contestation,  à  la  définition  de  la 
courbure  des  surfaces  ;  et,  même  en  géométrie,  l'analogie 
se  montre  plutôt  qu'elle  ne  se  démontre.  La  meilleure  défi- 
nition de  la  courbure  des  surfaces  sera  celle  qui  permettra 
de  relier,  par  un  énoncé  plus  simple,  un  plus  grand  nombre 
de  propriétés  des  surfaces. 

(■)  Journal  de  Mathématiques,  de  M.  Crelle,  t.  VII,  p.  1 . 
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THEORIE  DES  POINTS  SINGULIERS  DANS  LES  COURBES  PLANES,  PAR  M.   BRIOT. 

I. 

4 .  La  théorie  des  points  singuliers,  que  nous  allons  exposer,  et  dont  l'idée  pre- 
mière est  due  à  M.  Sturm,  n'est  autre  chose  qu'une  méthode  générale  pour  la 
construction  exacte  et  complète  des  courbes  planes. 

Considérons  une  équation  algébrique  et  ramenée  à  la  forme  entière 

0)  /(*,0)-o 

entre  les  deux  variables  *  et  y.  La  série  des  points  du  plan,  dont  les  coordonnées 
vérifient  l'équation,  peut  être  envisagée  comme  étant  la  représentation  géomé- 
trique des  solutions  réelles  de  l'équation. 

Soit  M  l'un  de  ces  points,  *  et  y  ses  coordonnées  ;  cherchtns  quels  sont  les 
points  voisins  du  point  M  qui  satisfont  à  l'équation  proposée.  Désignons  par 
*  •+•  h,  y  +  k,  les  coordonnées  d'un  point  voisin,  h  et  k  étant  des  quantités  infi- 
niment petites.  Si  l'on  développe  le  polynôme  f{x  +  h,  y  +  k)  suivant  les 
puissances  croissantes  de  h  et  de  Jfc,  l'équation  deviendra 

(8)  r..A+f,.*+r^~+rv**+rv.^+ =  <>• 

2.  Nous  allons  d'abord  examiner  le  cas  général,  celui  où  les  deux  dérivées  par- 
tielles fx  et  fy  ne  sont  pas  nulles  simultanément  au  point  M. 

Menons  deux  parallèles  à  l'axe  des  y,  à  la  distance  infiniment  petite  h,  de  part 
et  d'autre  du  point  M,  et  cherchons  quels  sont  sur  ces  deux  parallèles,  les  points 
qui  vérifient  l'équation  {fy,  4,  pi.  V).  Pour  simplifier,  posons 

j  =  u  =  tang  co,  —  Y  =  w0  =  tang  a, 

l'équation  (î)  prend  la  forme 
(3)  (tf-tO  +  PA  +  Q^-f =  0. 

Comme  h  est  une  quantité  infiniment  petite,  l'équation  ne  pourra  être  satisfaite 
que  par  des  valeurs  de  u  peu  différentes  de  t*o,  c'est-à-dire  par  des  valeurs  de  *> 
peu  différentes  de  «.  Par  le  point  M.  menons  la  droite  A'  A,  qui  fait  avec  l'axe  de 
x  l'angle  a  ;  il  est  clair  que  les  points  cherchés  doivent  se  trouver  dans  le 
voisinage  des  points  A  et  A'  où  cette  droite  coupe  les  deux  parallèles.  Si  l'on 
donne  à  »  une  valeur  qui  diffère  de  «  d'une  quantité  supérieure  ou  égale  à  l'an- 
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gle  y  très  petit,  mais  déterminé,  on  pourra  trouver  une  quantité  très  petite  e, 
telle  que,  pour  toute  valeur  de  h  inférieure  ou  égale  à  e,  le  premier  terme  u— u, 
du  polynôme  (3)  ait  une  valeur  numérique  plus  grande  que  la  somme  de  tous  les 
autres  termes,  et  par  conséquent  donne  son  signe  au  polynôme. 
Considérons  la  dérivée 

4  +?'h  +  Q'h*  +  .... 

du  polynôme  par  rapport  à  u;  le  premier  terme  étant  constant,  on  pourra  déter- 
miner une  quantité  très  petite  e',  telle  que,  pour  les  valeurs  de  »  comprises  entre 
«— T  et  a+r,  toute  valeur  de  h  inférieure  ou  égale  à  e  rende  ce  premier  terme 
plus  grand  numériquement  que  la  somme  de  tous  le%  autres.  Appelons  «  la  plus 
petite  des  quantités  e  et  e',  et  supposons  que  h  soit  inférieure  ou  égale  à  e.  Tra- 
çons les  deux,  droites  B'  B  et  G'  C,  qui  font  avec  A'  A  de  part  et  d'autre  l'angle  y. 

Le  polynôme  (3)  ayant  sur  les  deux  parallèles  une  valeur  positive  en  tous  les 
points  situés  au-dessus  du  point  C,  ou  au-dessous  du  point  G'}  négative  en  tous  les 
points  situés  au-dessous  du  point  B,  ou  au-dessus  du  point  B',  ces  quatre  por- 
tions de  droite  ne  renferment  aucune  solution  de  l'équation.  Si  Ton  imagine 
qu'un  point  mobile  parcoure  la  portion  de  droite  B  C,  le  polynôme,  ayant  en  B 
une  valeur  négative,  en  G  une  valeur  positive,  et  variant  d'une  manière  continue, 
s'annullera  dans  l'intervalle  ;  d'ailleurs,  il  ne  s'annulera  qu'une  fois  puisque  la 
dérivée  ne  s'annule  pas  dans  cet  intervalle.  Ainsi,  la  portion  BG  comprend  une 
solution  de  l'équation  et  une  seule.  Il  en  est  de  même  de  la  portion  B'  G'.  Conce- 
vons maintenant  que  h  décroisse  de  «  à  0,  chaque  valeur  de  h  donnera,  dans 
chacun  des  deux  angles  opposés,  BMC,  BMC',  un  point  particulier,  et  la  série 
de  ces  points  formera  évidemment  une  courbe  continue  passant  en  M. 

Comme  l'angle  îy  peut  être  pris  aussi  petit  qu'on  voudra,  il  est  visible  que  la 
droite  A'  A,  qui  a  pour  coefficient  angulaire 

tanga  =  —  £, 

est  tangente  à  la  courbe  au  point  M. 

On  a  supposé  dans  ce  qui  précède  que  la  dérivée  partielle  f,  n'est  pas  nulle  ; 
si  elle  était  nulle  sans  que  f,  le  fût,  on  permuterait  dans  le  raisonnement  h  et  k; 
on  mènerait  deux  parallèles  à  l'axe  des  s  à  la  distance  k  du  point  M,  et  l'on  arri- 
verait à  la  même  conclusion,  seulement  la  tangente  serait  parallèle  à  l'axe  des  y. 

Il  résulte  de  là  que,  lorsque  les  coordonnées  d'un  point  qui  satisfont  à  lè- 
quation  proposée  n'annullent  pas  à  la  fois  les  deux  dérivées  partielles  du  premier 
membre,  en  ce  point  passe  une  branche  de  courbe  simple* 

3.  U  est  aisé  de  trouver  la  forme  de  la  courbe  dans  le  voisinage  du  point  M.  Si 
Ton  fait  u  =  uv  le  polynôme  (3)  se  réduit  à 

(*)  W  +  QP+ 

On  peut  trouver  une  quantité  e"  telle  que,  pour  toute  valeur  de  h  inférieure  ou 
égale  à  e",  le  premier  terme  du  polynôme  (4),  qui  ne  s'annule  pas,  donne  son  signe 
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au  polynôme.  Appelons  e'  la  plus  petite  des  deux  quantités  «  et  e"  et  supposons  h 
moindre  que  s'.  Si  le  premier  terme  qui  ne  s'annule  pas  dans  le  polynôme  (4)  est 
de  rang  impair,  comme  ce  terme  change  de  signe  avec  h,  le  polynôme  aura  des 
signes  contraires  en  A  et  en  A',  par  exemple,  le  signe  —  en  A,  et  le  signe  +  en 
A';  les  deux  points  de  la  courbe  seront  situés,  l'un  m  entre  A  et  G,  l'autre  m* 
entre  A'  et  fi",  dans  ce  cas  la  courbe  est  convexe  (fig.  I)  et  tourne  sa  concavité 
vers  les  y  positives.  Si  la  série  avait  le  signe  +  en  A  et  le  signe  —  en  A',  la 
courbe  serait  encore  convexe,  mais  elle  tournerait  sa  concavité  vers  les  y  né- 
gatives. 
Ainsi,  lorsque  la  quantité 

p  -  r* + V"*,  «0 + rr  »,a  _  r,  r*  -  *r*  r,  r«  +  r%  rv 
p°~  W,  W, 

n'est  pas  nulle,  la  courbe  est  convexe  au  point  M,  et  le  signe  de  Pe  indique  le 
sens  de  la  concavité. 

Si  le  premier  terme  qui  ne  s'annule  pas  dans  le  polynôme  (4)  est  de  rang  pair, 
le  premier  terme  ne  changeant  pas  de  signe  avec  h,  la  série  a  le  même  signe, 
par  exemple  le  signe  +  en  A  et  en  A'  ;  les  deux  points  de  la  courbe  sont 
situés,  l'un  m  entre  A  et  B,  l'autre  m'  entre  A'  et  B';  la  courbe  passe  d  un  côté  à 
l'autre  de  la  tangente,  il  y  a  inflexion  (fig.  S).  Ainsi,  quand  P0  est  nulle  sans 
que  Q0  le  soit,  il  y  a  inflexion. 

4.  Nous  avons  démontré  que  lorsque  les  deux  -dérivées  partielles  du  premier 
ordre  ne  sont  pas  nulles  simultanément  au  point  M,  en  ce  point  passe  une  branche 
de  courbe  simple,  avec  ou  sans  inflexion.  Il  en  résulte  que  si  Ton  ne  range  pas  Tin- 
flexion  parmi  les  singularités  des  courbes,  les  points  singuliers  ne  peuvent  se 
trouver  que  parmi  ceux  dont  les  coordonnées  annulent  à  la  fois  les  deux  dérivées 
partielles  du  premier  membre  de  l'équation. 


II. 


5.  Supposons  maintenant  que  les  deux  dérivées  du  premier  ordre  soient  nulles 
simultanément,  l'équation  (î)  se  réduit  à 

(rv-  £+ /v**+ /v.  ?)  + =  °« 

ou 

(5)       (Tv  +  *  fv«  +  rr-*)  +  s*  +  u%  + =  °- 

Considérons  l'équation  du  second  degré 

4W  Cas.  r*n—  f V.f  V  <  0.  Le  premier  terme  du  polynôme  ayant  cons- 
tamment une  valeur  finie  et  de  môme  signe,  l'équation  ne  peut  être  vérifiée.  Le 
point  M  est  un  point  isolé. 
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t«  Cas.  p*m,  —  f"x*  /V  >  0 .  L'équation  (6)  a  deux  racines  réelles  tang  a 
et  tang  P,  a  <  P;  le  premier  terme,  et  par  suite  le  polynôme  (5),  changent  de 
signe  quand  «varie  de  «  —  y  à  «  +  y,  et  de  p  —  y  à  p+  Y;  il  n'y  a  d'ailleurs 
qu'une  seule  solution  dans  chacun  de  ces  intervalles,  parce  que  la  dérivée  par  rap- 
port à  « 

*<r*+/v  •>+*•*  + =  ° 

ne  s'annulle  dans  aucun  d'eux  ;  il  en  résulte  deux  branches  simples  tangentes 
respectivement  aux  droites  qui  font  avec  l'axe  des  x  l'angle  a  ou  l'angle  p.  Le 
point  M  est  un  point  multiple. 

3*  Cas.  f"**9  —  /V  /V  =  0.  L'équation  (6)  a  ses  deux  racines  égales  1 
tt,  »  tang  a,  et  l'équation  (5)  se  met  sous  la  forme 

(t)  (w  —  *,)■  +  PA  +  QA»+ =0. 

Si  la  valeur  de  P  pour  «=»,  n'est  pas  nulle,  on  peut  donner  à  h  une  valeur  as- 
sez petite  pour  que  le  second  terme  soit  plus  grand  que  la  somma  de  tous  les  sui- 
vants, et  par  conséquent  donne  son  signe  à  l'expression  PA  +  Q  A*+ ....  pour 
les  valeurs  de  «voisines  de  «.  Supposons  PD  <V,  le  polynôme  a  le  signe  —  en 
À,  le  signe  +  en  B  et  en  C  {fig.  3)  ;  il  y  a  donc  une  solution  m  dans  le  premier 
intervalle,  et  une  n  dans  le  second.  D'ailleurs  il  n'y  en  a  qu'une  dans  chacun 
d'eux,  parce  que  la  dérivée  seconde  relative  au 

«r«f  +  P"*  + 

ne  s'annulle  pas  de  B  à  C.  Sur  la  parallèle  de  gauche,  le  polynôme  étant  la  somme 
de  deux  quantités  positives,  ne  peut  s'annuler;  cette  parallèle  ne  renferme  donc 
aucune  solution,  et  l'on  a  un  rebroussement  de  première  espèce. 

Lorsque  P.  =  o,  le  signe  du  polynôme  en  A  et  en  A'  est  le  même  que  celui  de 
Q0  A*,  de  sorte  que  si  Q0  est  négative,  chacun  des  quatre  intervalles  AB,  AC.  A'B», 
A'C\  comprend  une  solution,  ce  qui  donne  deux  branches  de  courbe  tangentes  à 
la  même  droite  A'A  et  situées  de  part  et  d'autre  de  la  tangente.  Mais  si  Q.  est 
positive,  il  y  a  incertitude,  l'un  des  deux  intervalles  AB  ou  AC  peut  contenir  deux 
solutions,  et  de  même  l'un  des  deux  intervalles  A'B'  ou  A'C. 

6.  Pour  lever  cette  ambiguïté,  on  posera  u=uê  +  »'  k\  ce  qui  réduira  l'é- 
quation (7)  à  la  suivante 

(8)  (t*«  +  P>'  +  QJ  +  SA  + =0. 

que  Ton  traitera  comme  l'équation  (7). 

Si  P'o1  —  4  Q0  <^o,  cette  équation  est  impossible,  le  poiut  M  est  isolé.  Lorsque 
PV  —  4  Q.>  o,  Téquation  u'.*  4-  P.'  u'  +  Q.  =  o  admet  deux  racines  inégales 
u\  et  u't  ;  si  ces  deux  racines  sont  de  même  signa ,  la  courbe  se  compose  de  deux 
branches  convexes  situées  du  même  côté  delà  tangente  commune  ;  si  elles  sont  de 
signes  contraires,  ces  deux  branches  sont  situées  de  part  et  d'autre  de  la  tangente; 
dans  ces  deux  cas,  le  point  M  est  un  point  multiple.  Lorsque  P0'*  —4  Q.  =«, 
si  S0  est  différent  de  zéro,  l'équation  (8)  admet  pour  l'une  des  parallèles  deux  solu- 
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lions  voisines  de ut',  ce  qui  donne  pour  u  deux  valeurs  voisines  de  «f  +  u0'  h, 
il  y  a  au  point  M  un  rebroussement  de  seconde  espèce  (fig.  4).  Si  S,  =o,  et 
qu'il  y  ait  ambiguïté,  on  poserait  u'  =<*'.  +  u"  h  et  on  continuerait  de  cette 
manière  jusqu'à  ce  que  l'on  eût  déterminé  exactement  la  forme  de  la  courbe. 
La  discussion  précédente,  qui  porte  spécialement  sur  les  termes  du  second  de- 
gré, (ait  bien  comprendre  l'esprit  de  la  méthode.  Nous  allons  maintenant  l'expo- 
ser d'une  manière  générale. 

m. 

7.  L'équation  (2)  est  de  la  forme 

(9)  ïAA«fcP=0, 

les  exposants  «  et  p  étant  entiers.  Regardons  h  comme  un  infiniment  petit  du 
premier  ordre,  et  désignons  par  n  Tordre  de  l'infiniment  petit  k.  Considérons  le 
groupe  des  termes  du  degré  ie  moins  élevé;  ce  premier  groupe  doit  contenir  au 
moins  deux  termes  tels  que 

A*«  JfeP,  A.  À«.  kK 

Ces  deux  termes  étant  de  même  degré,  on  a 

a  +  p  |t  zz  a.  +  P.  |a, 
d'où 

P-P. 

U  en  résulte  que  le  degré  de  *  par  rapport  à  h  est  commensurable. 

8.  Voici  comment  on  parvient  à  former  le  premier  groupe  :  dans  un  plan,  tra- 
çons deux  axes  rectangulaires  o  z  et  o  y  {fig.  5),  et  marquons  les  points  qui  ont 
pour  coordonnées  les  exposants  «  et  P  dans  les  différents  ternies,  a  étant  l'abscisse, 
p  l'ordonnée.  A  chaque  terme  correspond  un  point  du  plan.  Comme  le  polynôme 
doit  contenir  au  moins  un  terme  indépendant  de  h  et  un  indépendant  de  k9  sans 
quoi  il  serait  divisible  par  h  ou  par  k,  il  y  aura  au  moins  un  point  sur  l'axe  des  y 
et  un  sur  l'axe  des  x.  Nous  remarquons  d'abord  qu'à  des  termes  de  même  degré 
correspondent  des  points  placés  en  ligne  droite  ;  et,  en  effet,  la  valeur  de  t*  trouvée 
précédemment  montre  que  la  droite  qui  joint  les  points  correspondant  à  deux  ter- 
nies de  même  degré  a  une  direction  constante  ;  cette  droite  fait  avec  l'axe  des  y 
négatives  un  angle  dont  la  tangente  est  égale  à  t&.  Si,  par  un  point  quelconque 
(*>i  Pt),  on  mène  une  droite  parallèle  à  cette  direction  constante,  cette  droite  ayant 
pour  équation 

*  —  ai==  —  [L(y  —  pf), 

son  abscisse  à  l'origine  a,  +  p.  pt  est  précisément  égale  au  degré  du  terme  cor- 
respondant Il  en  résulte  que  les  droites  parallèles  sur  lesquelles  sont  placés  les 
points  qui  correspondent  aux  divers  groupes  de  termes  s'éloignent  de  l'origine  à 
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mesure  que  le  degré  de  ces  termes  augmente;  par  conséquent,  la  ligne  qui 

passe  par  les  points  du  premier  groupe  laisse  à  sa  droite  tous  les  autres  points. 

9.  Que  Ton  imagine  une  droite  coïncidant  d'abord  avec  Taxe  o  y  et  qu'on  la 
fasse  tourner  autour  du  premier  point  situé  sur  cet  axe  de  droite  à  gauche, 
c'est-à-dire  en  augmentant  son  abscisse  à  l'origine,  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre 
un  second  point;  qu'on  la  fesse  tourner  ensuite  autour  de  ce  second  point  dans 
le  même  sens  jusqu'à  ce  qu'elle  en  rencontre  un  troisième,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  la  droite  passe  par  le  premier  point  situé  sur  l'axe  o  x,  on  formera 
ainsi  une  ligne  brisée  convexe  dont  chaque  côté  passe  par  plusieurs  points  et 
laisse  tous  les  autres  à  sa  droite.  Chacun  des  côtés  de  cette  ligne  convexe 
donnera  une  manière  d'établir  le  premier  groupe. 

40.  Considérons  l'un  de  ces  modes  de  groupement  en  particulier  et  soit  - 

la  valeur  correspondante  de  t*,  £  étant  une  fraction  irréductible.  Deux  termes 
A  h*  $,  Aâ  h**  fcp' 


du  premier  groupe  étant  du  même  degré,  on  aura 

!?  =  «,  +  pâï, 

q  9 


v  P 

«  +  pî-zza,  +  p.1, 


OU 

aq  +  Pp  =  a,q  +  P.P, 

f«t-a)ç=(p  —  Pi)j>. 

La  différence  «â  —  a  des  exposants  de  h  est  un  multiple  de  p,  la  différence 
p  —  P,  des  exposants  de  k  un  multiple  de  q  ;  on  aura  donc 

<xt  —  «  ==  np,  p  —  pâ  =  nq, 

n  étant  un  nombre  entier.  Le  premier  groupe,  ordonné  par  rapport  aux  puis- 
sances croissantes  de  A,  ou  par  rapport  aux  puissances  décroissantes  de  k, 
s'écrira  donc 

A4*  k?  +  Bfra+*'  tf-**  +  Ch*+eP  tf-c*  + +  GAa+*P  *  P-*>, 

bt  c. . . .,  g  étant  des  nombres  entiers  croissants. 

4 1 .  Nous  allons,  pour  continuer  la  transformation,  distinguer  deux  cas  princi- 
paux, selon  que  le  nombre  q  est  pair  ou  impair.  Considérons  d'abord  le  cas  où  q 
est  impair. 

Si  l'on  pose 

h  =  h\  k  =  vhv, 

h'  étant  une  nouvelle  quantité  infiniment  petite  de  même  signe  que  k ,  t*  une 
quantité  finie,  le  premier  groupe  devient 

h'"i+?r  u  P-sp  [Af*ff?  +  Btt^-*)*. ....  +  GJ. 
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Tous  les  termes  de  Féquation  contenant  le  facteur  fr'^+fr,  on  peut  diviser 
par  ce  facteur,  et  ramener  Féquation  à  la  forme 
(40)  «P-»'  [Àtiw  +  Bt*(r-**  -I- +  G]  +  etc.  =  0. 

Le  premier  groupe  devant  avoir  une  valeur  infiniment  petite  pour  se  réduire 
avec  les  suivants,  la  valeur  finie  de  u  différera  très  peu  de  Tune  des  racines  de 
l'équation 
(44)  An*  +  Bttfc-**  + +  G  =  0. 

Si  Ton  pose 

u»  =  v, 

cette  équation  se  réduit  au  degré  g  et  devient 

(4î)  ktfl  +  Bt*-' +  G  =  0. 

42.  Il  faut  étudier  séparément  chacune  des  racines  réelles  de  cette  équation . 
Soit  v,  une  racine  simple  de  Féquation  (42);  Féquation  (44)  admet  la  racine 

simple  u.  =  vjy  et  Fon  démontrera,  comme  précédemment  que,  quelque  soit  le 
signe  de  h\  Féquation  (40)  admet  une  racine  voisine  de  tt„  et  une  seule,  d'où 
résulte  une  valeur  de  k  sensiblement  égale  u\h>.  A  cette  racine  simple  corres- 
pond une  branche  de  courbe  passant  au  point  M  et  s'étendant  à  droite  et  & 
gauche  de  ce  point. 

La  forme  de  la  courbe  varie  suivant  que  p  est  pair  ou  impair,  plus  grand  ou 
plus  petit  que  q. 

4*  p  impair.  Quand  on  change  le  signe  de  h  ou  de  h' ,  k  change  lui-même  de 
signe;  il  en  résulte  une  branche  à  inflexion,  tangente  à  une  parallèle  à  Faxe  des 

x,  si  ^  >  4  (fig .  6),  à  une  parallèle  à  Faxe  des  y,  si  j?  <  4  {fig.  7). 

Le  cas  particulier  où  p  =  q  =  4  rentre  dans  le  précédent.  Mais  la  tangente 
a  une  direction  oblique  et  il  n'y  a  plus  nécessairement  inflexion  {fig.  4  et  2). 

2©  p  pair.  Quand  K  change  de  signe,  k  conserve  le  même  signe.  Si  -  >  4 , 

la  courbe  a  la  forme  convexe  ordinaire  et  est  tangente  à  une  parallèle  à  Faxe 

des  x  (fig.  8)  ;  si  *■  <^  4 ,  elle  forme  un  rehaussement  de  première  espèce, 

dont  la  tangente  est  parallèle  à  Faxe  des  y,  {fig.  9). 
4  3.  Etudions  maintenant  le  cas  où  q  est  un  nombre  pair.  On  posera 

h  =  ±  h\  k  «  uh>,  1*  =  v, 
h'  étant  une  quantité  infiniment  petite,  positive  ou  négative,  u  une  quantité  finie 
que  Fon  pourra  toujours  supposer  positive,  à  cause  du  double  signe  de  h'  ou  de 
A>,  puisque  p  est  impair.  On  affectera  la  quantité  hq  du  signe  +  ou  du  signe — , 
selon  que  Fon  cherchera  les  points  situés  sur  la  parallèle  de  droite  ou  sur  celle  de 
gauche.  Si  Fon  considère  la  parallèle  de  droite,  il  faudra  prendre  h  zzzh'i;  la 
transformation  est  la  même  que  celle  que  nous  avons  effectuée  précédemment,  et 
Ton  arrive  aux  mômes  équations  (40),  (44),  (4Î). 

T.  1.  34 


482  ADDITIONS. 

Si  l'on  considère  lt  parallèle  de  gauche,  il  faudra  prendre  h  =—  A«,les  équa- 
tions (4  0),  (4  4)9  (4 1)  sont  remplacées  par  les  suivantes 

(40)'       aP-"[Àu"  +  (—  4)'Berff-')f +  (-4)* G]  +  etc.  -=•, 

(44)'  An"  +  (—  4)*  BtiCf-*îi +  (_4y  G  -  0, 

(4î)'  A*  +  (—4)*  Bit-* +(— 4)fC«0. 

Nous  remarquons  d'abord  que  les  équations  (4 1)  et  (4  S)'  ont  leurs  racines  égales 
et  de  signes  contraires.  Les  valeurs  positives  de  v  sont  seules  admissibles,  les 
valeurs  négatives  donnant  pour  u  des  valeurs  imaginaires.  Soit  donc  v0  une  racine 
simple  positive  de  l'une  de  ces  deux  équations,  par  exemple,  de  l'équation  (41). 

L'équation  (4  4)  admet  la  racine  réelle  et  positive  *•«•!>♦*;  si,  dans  l'équation 
(4  0),  on  donne  successivement  à  h'  une  valeur  positive  et  une  valeur  négative,  on 
voit  que  cette  équation  admet  deux  racines  réelles  voisines  de  «*;  il  en  résulte 
pour  k  deux  valeurs  de  signes  contraires  voisines  de  ujh'r.  A  cette  racine 
simple  tr.  correspond  ainsi  une  double  branche  de  courbe,  située  d'un  même 
côté  du  point  M,  &  droite  dans  l'hypothèse  actuelle  ;  elle  forme  une  brandie 

convexe  ordinaire,  tangente  à  une  parallèle  à  Taxe  y,  sijj<  4  (fig.  40),  un 

rehaussement  de  première  espèce  tangent  &  une  parallèle  &  Taxe  des  x,  si 

Considérons  maintenant  une  racine  négative  de  l'équation  (4 S);  A  cette  racine 
négative  ne  correspond  aucun  point  sur  la  parallèle  de  droite  ;  mais  cette  racine 
devient  positive  dans  l'équation  (42)'  et  elle  fournit  l'une  des  courbes  trouvées 
précédemment,  mais  tournée  en  sens  contraire,  c'est-à-dire  vers  la  gauche. 

44.  Nous  avons  supposé  jusqu'à  présent  que  l'équation  (4  S)  n'admet  que  des 
racines  simples  réelles.  Chacune  d'eues  donne  une  branche  simple  passant  par  le 
point  M  et  pouvant  offrir  une  inflexion  ou  un  rebroussement  de  première  espèce. 
Considérons  actuellement  une  racine  réelle  v.  d'un  degré  n  de  multiplicité.  Le 
premier  membre  de  l'équation  (41)  ou  (4  S)'  est  divisible  par  (•— *.)\  le  premier 
membre  de  l'équation  (4 4)  ou  (4 4)'  par  («—«.)*.  Si  l'on  pose 

u  s  »0  +  k%  • 

*'  étant  une  quantité  infiniment  petite,  et  que  Ton  remplace  u  par  cette  valeur, 
l'équation  (I 0)  ou  (4  0)f  aura  tous  ses  termes  infiniment  petits  et  prendra  la  forme 

(43)  ia,a'  **'«0. 

On  traitera  cette  équation  comme  on  a  traité  l'équation  (9).  Marquant  dans  un 
plan  les  points  qui  ont  peur  coordonnées  les  exposants  de  h'  et  de  k ,  on  exami- 
nera les  différentes  manières  de  former  le  groupe  des  termes  du  degré  le  moins 
élevé.  Chacun  de  ces  modes  conduira  à  une  équation  analogue  à  l'équation  (41), 
après  qu'on  aura  posé  *'  =  ±  *v,  *•  =  «'A">\  «v  =•.  Les  racines  simples 
de  cette  nouvelle  équation  n'offiriront  aucune  difficulté.  A  une  racine  simple  cor- 
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respônd  une  vateur  4e  k%  delà  forme  •*>'>'  et  par  suite  une  valeur  4e  k  sen- 
siblement égale  à  (s  +  «'•  *"')  *''• 

Si  q  et  f  '  sont  impairs,  V  et  h"  ont  le  signe  de  h,  et  Ton  a  une  branebe  de 
courbe  qui  s'étend  à  droite  et  à  gauche  du  point  M,  et  qui  reproduit  Tune  des 
formes  représentées  par  les  figures  6,  7,  .8,  9. 

Si  q  est  pair,  q'  impair,  il  faut  choisir  le  signe  de  h,  ce  qui  indique  que  la 
courbe  ne  s'étend  que  d'un  côté,  h'  conserve  le  double  signe,  h"  a  le  même  signe 
que  h'  ;  on  a  donc  pour  fc,  sur  une  même  parallèle,  deux  valeurs  de  signes  con- 
traires, ce  qui  reproduit  Tune  des  deux  formes  représentées  par  les  fig.  40 
et  44. 

Si  q  est  impair,  q'  pair,  A'  a  le  signe  de  h,  et  h"  un  double  signe  ;  mais  dans 
la  nouvelle  équation,  il  faudra  choisir  le  signe  de  A',  ce  qui  indique  que  la  courbe 
ne  s'étend  que  d'un  seul  côté  ;  h"  conservant  le  double  signe  et  p'  étant  impair, 
on  a  pour  A,  sur  une  même  parallèle,  deux  valeurs  de  même  signe,  ce  qui 
donne  nn  rebroussement  de  seconde  espèce,  dont  la  tangente  est  parallèle  à  Taxe 

des  x  ou  à  Taxe  des  y,  selon  que  C  est  plus  grand  ou  plus  petit  que  l'unité 

( fig.  4 1  et  4  3)  .Cependant,  dans  le  cas  où/?  ~g=4 ,1e  rebroussement  est  de  première 
espèce,  la  tangente  ayant  une  direction  oblique  (fig.  3). 

Enfin  si  q  et  q'  sont  pairs,  il  faut  d'abord  choisir  le  signe  de  h ,  puis  celui  de 
h\  h"  conservant  le  double  signe.  On  a  encore  un  rebroussement  de  seconde  es" 
pèce(/ty.4*et43). 

Quand  l'équation  en  v'  a  des  racines  multiples  réelles,  on  pose  «'  *=u\  +  k"  et 
l'on  opère  une  nouvelle  transformation  analogue  aux  précédentes,  et  ainsi  de  suite 
jusqu'à  ce  que  Fon  arrive  Ht  une  équation  n'ayant  plus  de  racine  multiple. 

45.  Il  est  aisé  de  voir  que  la  suite  de  ces  transformations  ne  peut  se  prolon- 
ger à  l'infini,  et  qu'elle  doit  nécessairement  se  terminer  après  un  nombre  limité  d'o- 
pérations. Si  l'on  désigne  en  effet  par  m  le  degré  de  l'équation  proposée,  le  plus 
fort  exposant  de  k  et  de  u  dans  les  équations  (9)  et  (4  0)  étant  au  plus  m,  il  est  évi- 
dent que  le  degré  de  l'équation  (4  2)  ne  peut  surpasser  -  ;  le  degré  n  de  la  racine 

m 
multiple  vê  ne  peut  donc  surpasser- .  Quand  dans  l'équation  (40)  on  remplace  u 

par  u$  +  *',  le  premier  groupe  fournit  un  terme  en  k'm  indépendant  de  h'  ;  l'ex- 
posant de  V  dans  le  premier  groupe  de  la  nouvelle  équation  sera  donc  au  plus  égal 

i  n  ;  le  degré  de  l'équation  en  «'  ne  pourra  donc  surpasser  -ou  --*.  En  continuant 

ainsi,  on  voit  qu'après  un  certain  nombre  d'opérations  le  degré  de  l'équation  à 

laquelle  on  arrive,  ne  pouvant  surpasser -îp?,  sera  nécessairement  du  premier 

degré. 

Le  raisonnement  serait  en  défaut  si  Ton  avait  q=ql=  q" ;  niais,  dans 

ce  cas,  comme  *=  A1—  h"*=* ,  le  degré  de  V  ne  va  pas  en  augmentant; 

comme  d'ailleurs,  i  chaque  opération,  on  divise  par  une  certaine  puissance  do  k 
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il  est  évident  que  ce  degré  va  en  diminuant;  on  arrivera  donc  à  une  équation  du 
premier  degré  en  h,  dans  laquelle  le  premier  groupe  sera  nécessairement  formé 
de  ce  terme  en  h,  et  du  premier  terme  indépendant  de  h;  on  aura  ainsi  à  résou- 
dre une  équation  binôme  en  u.  et  par  suite  une  équation  de  premier  degré  en  v. 

4  6°I1  résulte  de  ce  qui  précède,  que  les  courbes  algébriques  n'admettent  ni  points 
d'arrêts,  ni  points  saillants.  La  méthode  ramène ,  en  effet ,  la  construction  de  la 
courbe  à  la  considération  des  racines  simples  réelles  de  diverses  équations;  or, 
nous  avons  tu  que,  dans  tous  les  cas,  une  racine  simple  donne  deux  branches  ajant 
même  tangente,  et  situées  de  part  et  d'autre  ou  d'un  même  côté  de  la  tangente  ou 
de  la  normale  ;  elles  forment  donc,  ou  une  courbe  ordinaire  convexe  ou  à  inflexion, 
ou  un  rebroussement  de  première  ou  de  seconde  espèce. 

Il  est  à  remarquer  qu'une  fois  arrivé  à  une  racine  simple,  ce  qui  suffit  pour  la 
construction  de  la  courbe ,  si  Ton  continuait  les  transformations  on  n'aurait 
plus  à  considérer  que  des  équations  du  premier  degré  en  u  ;  il  n'y  aurait  plus  de 
subdivisions  dans  le  calcul  ;  les  exposants  seraient  tous  entiers,  et  l'on  obtiendrait 
le  développement  de  *  en  série,  suivant  les  puissances  croissantes  de  h. 


IV. 


47»  La  même  méthode  sert  i  déterminer  avec  exactitude  les  branches  infimes 
de  la  courbe  et  leurs  asymptotes  ;  elle  donne  toutes  les  asymptotes  paraboliques 
de  la  forme 

y  «  aac»  4-  ox»' +  e, 

les  exposants  de  x  étant  entiers  ou  fractionnaires,  mais  positifs. 

Dans  l'équation  proposée,  considérons  x  et  y  comme  des  quantités  infiniment 
grandes.  Marquons  dans  un  plan  les  points  qui  ont  pour  coordonnées  les  exposants 
de  x  et  de  y  dans  chaque  terme,  et  désignons  par  [*  le  degré  de  y  par  rapport  à  x; 
le  premier  groupe,  c'est-à  -dire  le  groupe  des  termes  du  degré  le  plus  élevé,  de- 
vant contenir  au  moins  deux  termes,  on  démontrera,  comme  précédemment,  que 
p  est  comraensurable,  que  les  points  correspondants  aux  termes  de  même  degré 
sont  en  ligne  droite,  et  que  la  droite  qui  passe  par  les  points  correspondants  aux 
termes  du  premier  groupe  laisse  tous  les  autres  points  au-dessous  et  i  sa  gauche. 
D'après  cela,  pour  former  le  premier  groupe,  on  imaginera  une  droite  se  mouvant 
parallèlement  à  l'axe  des  x  et  venant  des  y  positifs  jusqu'à  ce  qu'elle  rencontre  un 
premier  point,  puis,  tournant  autour  de  ce  point,  de  gauche  à  droite,  jusqu'à  ce 
qu'elle  en  rencontre  un  second,  tournant  ensuite  autour  de  ce  second  point  dans 
le  même  sens,  jusqu'à  ce  qu'elle  en  rencontre  un  troisième,  et  ainsi  de  suite  jus- 
qu'àce  que  la  droite  devienne  parallèle  à  Taxe  des  y.  Chacun  des  cotés  de  cette 
ligne  brisée  donnera  une  manière  d'établir  le  premier  groupe. 

Si  -  désigne  la  valeur  correspondante  de  p,  on  posera  x  =  x>  oux  =  dfc  x\ 

suivant  que  q  est  impair  ou  pair,  y  =  u  x>  ;  si  l'on  divise  par  la  plus  haute  puis- 
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sance  de  x' ,  l'équation  sera  ordonnée  suivant  les  puissances  croissantes  de  *  ; 

égalant  le  premier  groupe  à  zéro,  on  aura  à  résoudre  une  équation  en  u  que  Ton 
simplifiera  en  posant  u*  =  v.  Soit  u0  une  racine  de  cette  équation;  on  posera 

u  =  u$  +  hj  -  =  h,  et  Ton  arrivera  à  une  équation  de  la  forme 

S  Ah*  lfi  «  0 

entre  les  deux  quantités  infiniment  petites  h  et  k.  On  traitera  cette  équation  parla 
méthode  suivie  pour  les  points  singuliers,  et  l'on  poussera  les  calculs  jusqu'à  ce 
que  Ton  arrive,  dans  le  développement  de  A,  suivant  les  puissances  croissantes  de 
h,  à  un  exposant  plus  grand  que  p ,  ou  plus  loin  encore  si  la  séparation  des  ra- 
cines l'exige  ;  la  valeur  correspondante  de  y  se  trouvera  ainsi  développée  suivant  les 
puissances  décroissantes  de  x,  et  le  dernier  terme  ou  les  derniers  termes  étant 
affectés  d'exposants  négatifs.  En  négligeantes  derniers  termes,  on  aura  l'asymp- 
tote parabolique  ;  les  derniers  termes  indiqueront  le  nombre  et  la  disposition  des 
branches  de  courbe  qui  correspondent  à  une  même  asymptote. 

Lorsque  -  r=4 ,  -,  étant  égal  ou  supérieur  à  l'unitéj'asymptote  devient  rectiligne. 

Nons  remarquons  qu'à  une  même  asymptote  correspondent  toujours  deux 
branches  de  courbe  situées  d'un  même  côté  ou  de  côtés  différents  par  rapport  à 
l'asymptote,  vers  une  même  extrémité  ou  vers  deux  extrémités  différentes. 

48.  Nous  avons  borné  cette  étude  aux  courbes  algébriques.  Nous  ferons  obser- 
ver, toutefois,  que  la  même  méthode  peut  être  étendue  aux  courbes  transcen- 
dantes, lorsque  le  premier  membre  de  l'équation  de  la  courbe  est  une  fonction  mo- 
nodrême  et  monogène  des  deux  variables  x  et  y,  dans  le  voisinage  des  valeurs  de 
ces  variables  au  point  considéré;  car  dans  ce  cas  f(x  -\-  k,  y+k)  se  développe 
en  série  ctnvergente  suivant  les  puissances  entières  croissantes  de  h  et  de  & 
(Voyez  l'addition  mise  à  la  fin  du  second  volume)  ;  en  suivant  la  marche  indi- 
quée, on  parviendra  à  distinguer  et  à  séparer  les  racines  de  cette  équation, 
comme  si  elle  se  composait  d'un  nombre  limité  de  termes. 


REMARQUE  SUR  LÀ  COURBURE  DES  LIGNES. 

M.  Frénet,  professeur  à  la  Faculté  des  sciences  de  Lyon,  a  imaginé,  pour  l'é- 
tude de  la  courbure,  une  méthode  très  ingénieuse  et  très  élégante  que  nous  allons 
faire  connaître  sommairement. 

4*  Soit  OA  (fig.  4  4,  pl.V),  une  droite  mobile  menée  par  un  point  fixe  0,  paral- 
lèlement àla  tangente  à  une  ligne  à  double  courbure  ;  l'angle  *»  de  cette  droite  avec 
sa  position  voisine  OA'  est  Y  angle  de  contingence.  Sur  ces  deux  droites  voisines, 
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prenons  deux  longueurs  0 A  et  OA'  égales  à  l'unité,  la  direction  limite  de  A  A' 
donne  la  normale  principale  0  B.  La  perpendiculaire  0  C  au  plan  otculatêur 
AOB  est  la  normale  an  plan  oscillateur;  H.  Frénet  rappelle  .simplement  Taxe 
de  la  courbure  ;  nous  la  prendrons  dans  un  sens  tel  qu'un  observateur,  placé  sur 
OC,  les  pieds  en  0,  la  tête  eu  C,  voie  la  droite  0  A  tourner  de  gauche  adroite. 
L'angle  «"  de  la  droite  0  C  avec  sa  position  voisine  0  G'  est  P angle  de  torsion  ; 
nous  donnerons  un  signe  à  cet  angle  ;  il  sera  regardé  comme  positif,  lorsqu'un 
observateur,  placé  sur  0  A,  verra  k  droite  0  C  tournée  de  gauche  à  droite,  et 
comme  négatif  dans  le  cas  contraire.  Si  Ton  prend  les  deux  longueurs  OC  et  OC1 
égales  à  l'unité,  la  direction  MrnHe  de  C  C  est  encore  la  normale  principale  0  B, 
mais  en  sens  inverse. 

Nous  désignerons  par  «,  p,  ries  cosinus  des  angles  que  fait  latangenteO  A  avec 
les  axes  des  coordonnées  rectangulaires;  par  «',  P\  r  »  les  cosinus  des  angles  que 
fiit  la  normale  principaleO  Bavec  les  mêmes  axes,  et  par*"  P"tm  les  cosinus  re- 
latifs à  l'axe  OC.  En  projetant  sur  les  axes  les  deux  triangles  0  A  A\  OCC  en 
a  les  relations 

(i)  JdB=rB'«  m   (<*r  —  p1-" 

t<*T~T»,  1<*Y" TV, 

(3)       «_|/~<fe» +  <»'+*',      (4)       •^-•*,fl»-,,  +  *V-- 

Des  équations  (4)  on  déduit  «',  P\y\  c'est-à-dire  la  direction  de  la  normale 
principale  OB;  l'axe  0  C  sera  donnée  par  les  relations  connues 
(5)  gr-tf-tf.p^^-eqf.  y-ejr-ptf. 

Les  équations  (3)  et  (4)  déterminent  ensuite  la  première  et  la  seconde  courbure. 

Des  relations 

en  déduit  en  outre 
(6) 


ÎaV  =  «' V  —  a» 
#'  =  P'*"-p« 
dy»=Y'V  —  y». 


V  Pour  montrer  de  suite  une  application  de  ces  formules,  cherchons  la  courbe 
dont  les  deux  courbures  sont  constantes,  on  a 

d*  #  _  dy  _ -       Jî. lr 

s?-  "kr- 3?— —  „»—*"• 

d'où,  en  intégrant, 

«=**'+  A,  p=AP"  +  B,T=*YM4-C, 
et  par  suite, 

«-A. +Bf+  C*  a£+BÎJ5+c£=  «. 
H  en  résulte  que  la  tangente  fait  un  angle  constant  avec  la  droite  fixe,  qui  fait 
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avec  les  axes  des  angles  dont  les  cosinus  sont  proportionnels  aux  constantes  A, 
B,  G.  La  courbe  est  une  hélice. 

3*  Le  plan  AOG  enveloppe  une  surface  développable  sur  laquelle  est 
située  la  courbe  proposée;  soit  0  D  la  droite  d'intersection  du  plan  AOG  avec 
le  plan  infiniment  voisin.  La  différence  des  deux  angles  D  0  A,  D  0  A'  étant 
une  quantité  infiniment  petite  du  second  ordre,il  est  clair  que  si  Ton  développe  sur 
un  plan  la  surface  dont  nous  venons  de  parler,  l'élément  0  A'  se  placera  sur  0  A , 
prolongement  de  l'élément  précédent,  et,  par  conséquent,  la  courbe  deviendra  une 
ligne  droite.  C'est  pourquoi  Lancret  a  donné  au  plan  A  0  C  le  nom  de  plan  recti- 
fiant et  à  la  droite  0  D  celui  de  rectifiante. 

Si  Ton  désigne  par  a,  6,  c  les  cosinus  des  angles  que  fait  la  rectifiante  OD  avec 
les  axes,  par  »'  l'angle  de  la  droite  0  B  avec  sa  position  voisine  0  B',  on  aura,  en 
remarquant  que  la  droite  0  D  est  perpendiculaire  au  plan  B  0  B', 

a         _  b c  mmm  4 

•'  =  |/-J«'*  4-  *'*  +  <*ï'*. 
On  en  déduit 

Îat»'  =  W  4-  a"« 
&»'  =  K  +  p"« 

d'où 

(8)  -11  -  »*  +  «"». 

Considérons  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  développable  rectifiante; 

0  D  est  sa  tangente,  A  0  C  son  plan  osculateur,  0  B  sou  axe,  c'est-à-dire  la 

normale  à  son  plan  osculateur  j  donc  B  B'  est  sa  normale  principale  et  »'  son 

angle  de  torsion.  En  désignant  par  »  l'angle  de  contingence  de  cette  courbe  et 

par  a ,  b\  c*  les  cosinus  des  axes  que  fait  sa  normale  principale  B  B'  avec  les  axes, 

on  a  . 

M  «— aV  (da  —  a» 

(9)  {dp— —  t't*  (40)  \db  =  V»t 
\df  =— cV;  |dc«c». 

4*  Considérons  maintenant  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  enveloppe  des 
plans  normaux.  L'axe  0  C  est  parallèle  à  la  droite  d'intersection  de  deux  plans 
normaux  consécutifs,  qui  est  tangente  à  cette  arête  de  rebroussement;  BOC  en 
est  le  plan  osculateur,  OA  l'axe,  A  A'  ou  0  B  la  normale  principale,  »"  l'angle 
de  contingence,  »  l'angle  de  torsion,  A  0  C  le  plan  rectifiant,  0  D  la  rectifiante. 
Chaque  point  de  cette  arête  de  rebroussement  est  le  centre  de  la  sphère  oscula- 
trice  au  point  correspondant  de  la  courbe  proposée. 

Les  coordonnés  (X,  Y,  Z)  d'un  point  quelconque  de  la  polaire  I  K,  ou  droite 

d'intersection  de  deux  plans  normaux  infiniment  voisins  (fig.  45),  satisfont  aux 

relations 

nm\            X-*-»'p_Y-y-P'P_Z-*-T'P--A 
(4J)  -z ^ —        zr,  *• 
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P  désignant  le  rayon  de  courbure  M I,  h  la  distance  d'un  point  de  la  polaire  au 

centre  du  cercle  oscillateur. 

Considérons  eu  particulier  le  point  d'intersection  K  de  deux  polaires  infiniment 
voisines  I  K,  I'K',  ou  le  centre  de  la  sphère  osculatrice,  et  désignons  par  R  le 
rayon  K  M  de  cette  sphère,  par  ç  l'angle  KM  I  qu'il  fait  avec  la  normale  princi- 
pale M 1,  par  (fa  l'élément  I Y  du  lieu  du  centre  I  du  cercle  osculateur,  et  par  d  S 
l'élément  KK'  de  l'arête  de  rebroussewent  de  la  surface  enveloppe  des  plans  nor- 
maux ;  nous  aurons 

Nous  aurons  aussi 
d  S  =  KK*  =  I'K  -  I'K1  =  I'K'  —  QK  +  1 Q  =  IK'  —  IK-t-  TQ 

et  par  conséquent 

s -g- 

L'équation  (43)  donne  le  rayon  R  de  la  sphère  osculatrice,  et  l'équation  (44) 
l'élément  dS  de  l'arête  de  rehaussement  de  l'enveloppe  des  plans  normaux;  on 
en  déduira  aisément  les  deux  rayons  de  courbure  de  cette  courbe.  On  calculerait 
de  même  l'élément  de  l'arête  de  rebroussement  de  la  surface  rectifiante,  et  ses 
deux  rayons  de  courbure. 


DÉMONSTRATION  D'UN  THÉORÈME  DE  GAUSS  RELATIF  A  LA  COURBURE  DES 
SURFACES,  PAR  M.  BOUQUET. 

On  peut  déterminer  la  position  d'un  point  sur  une  surface  courbe  à  l'aide  de 
deux  séries  de  lignes  coordonnées  tracées  sur  cette  surface.  Soit  A  U  une  ligne 
de  la  première  série  {fig.  46),  ÀV  une  ligne  de  la  seconde;  la  position  d'une  ligne 
quelconque  de  la  seconde  série  sera  définie  par  l'arc  A  P  qu'elle  intercepte  sur  A  U, 
et  celle  d'une  ligne  quelconque  de  la  première  série  par  l'arc  A  Q  qu'elle  intercepte 
sur  ÀV,  de  sorte  que  les  deux  coordonnées  curvilignes  du  point  M  seront  les  arcs 
A  P  et  À  Q  que  nous  désignerons  par  les  lettres  u  et  v. 

Considérons  maintenant  trois  axes  coordonnés  rectilignes  OX,  OY,  OZ  rectan- 
gulaires entre  eux,  les  coordonnées  x,  y,  %  des  divers  points  de  la  surlace  par 
rapport  à  ces  nouveaux  axes  sont  des  fonctions  des  deux  coordonnées  curvilignes 
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u  et  v.  Si  Ton  trace  sur  la  surlace  une  courbe  quelconque  M  N,  la  différen- 
tielle ds  de  Tare  de  cette  courbe  s'exprimera  à  l'aide  des  différentielles  des  va- 
riables u  et  v.  11  suffira,  à  cet  effet,  de  remplacer  dans  la  formule 

ds*  =  dx*  +  dy*  +  dz' 

dxj  dijy  dz  respectivement  par 

**  +  £*,** +#*,£*,+**; 

du  dv     '  du  dv       du        '  dv      ' 

on  trouve 

d$%  =  ed»1  +  %  fdudv  +  gdv*  ; 

en  posant,  pour  abréger, 

*-l  (d^?  -L  id*\*   f  —  **  **  j_dV    *S  JLd%  d± 

+  \di)     T  \du)   ,'   "~  du'  dv^  du'  dv^  du'  dv' 


=(t) 


»  =  (*)'+(»*+ (S)'. 


U  est  important  d'observer  que  les  quantités  e,  ft  g  ont,  pour  chaque  point  de  la 
surface,  des  valeurs  iudépendautes  de  la  position  du  système  des  axes  rectangulaires 
par  rapport  à  cette  surface.  Car  l'expression  delà  différentielle  ds,  à  l'aide  des  dif- 
férentielles du  et  dv,  ne  deit  pas  dépendre  du  système  rectiligne  auxiliaire  em- 
ployé pour  l'obtenir.  On  peut,  au  reste,  vérifier  aisément  cette  propriété  en  se 
servant  des  relations  connues  entre  deux  systèmes  de  coordonnées  rectilignes 
orthogonales.  Si  l'arc  M  N  se  confond  avec  l'une  des  lignes  coordonnées  M  G  ou 
M  D,  cet  arc  sera  une  simple  fonction  de  u  ou  de  t>,  et  l'on  aura,  dans  le  premier 

cas  —  =  v^»'  dans  Ie  second  •*•  =\/0* 

Les  angles  (a,  p,  y),  (<x\  P\  y)  que  font  avec  les  trois  axes  OX,  OY,  OZles  tan- 
gentes en  M  aux  deux  lignes  coordonnées  MC,  MD,  sont  donnés  par  les  formules 

4    dx  .         •    du  h    dz 

COS  a  =  r-»  -j- ,  COS  P  =  —  -£ ,  COS  Y  =  TT*  T"  » 
\/  e  du'         r       y  e  du  y  e  du 

*    dx.  \    du  ,  \    dz 

COS  a    =  r- «  j- ,  COS  P    =  —r*  -r  »  C08  Y    =  77*  T  • 

ygdv'        r       y  g  dv*        l       ygdv 
J'appelle  e  l'angle  des  deux  courbes  ;  on  a  en  même  temps, 

cos  e  =  -£-,    d'où  sin  e  =  VJS  ~  V  —  ^L, 
V9*  V*9  V*9 

en  posant, 

=  i  (£)'  +  (fe* + të)'"*  &* + (î>* + (S)'  i 

fdx  ^t^y^i  i  ^î  ^îV 

\dw  dv  "■    3tt  dv    '   du  dv) 
—  \d«  dv      dv  du)  "*"  \d«  dp       dr  de*/  "■"  \d«  dv       dv  du) . 
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Soient  -  et  ->,  les  courbures  en  M  des  sections  principales  qui  passent  par  ce, 
P     P    j 

point,  le  produit —.(produit  que  l'on  prend  pour  mesure  de  la  courbure  de  h 

PP 
surface  ait  point  M),  peut  s'exprimer  à  l'aide  des  seules  quantités  e,  ft  g  et  de  leurs 
dérivées  partielles  par  rapport  aux  variables  ti  et  v.  C'est  le  théorème  très  impor- 
tant découvert  par  Gauss, et  dont  nous  nous  proposons  de  simplifier  la  démonstration. 
L'équation  (R)  du  n'  184  donne 

I  _      ri  —  * 
«,""(<  +  f»+  *■)■' 
Je  prends  comme  axe  des  s  la  normale  à  la  surface  au  point  M,  pour  axes  des 
x  et  des  y  deux  droites  rectangulaires  situées  dans  le  plan  tangent  en  ce  même 
point.  Dans  ce  système  d'axes,  las  quantités  p  et  q  sont  nulles  pour  le  peint  M, 
et  Ton  a  simplement 

PP 
D'autre  part,  en  différentiant  les  équations 

dt         dx         du      d*  dx        dy 

qui  se  rapportent  à  un  point  quelconque  de  la  surface,  puis,  remplaçant  les  va- 
riable* u  et  v  par  les  valeurs  particulières  des  coordonnées  curvilignes  du  point  M, 
on  obtient  les.  relations  suivantes  : 


<Fs         fdx\*  ,    _  dx  dy  .   ,  /dvV 

<P*  _     dx  dx        (dx  dy  ,dx  dy\      ,  dy  dy 
dudi  —  r  dudi  +  *  \  di  Tv  "**  dv  d»)  "*"     35  3J' 


d'où 

...  cTstf*        d?x        t.       ^fàxèy      dxdy\%      t.  .  A 

D  est  facile  de  voir  que,  connaissant  les  angles  des  droites  0  X,  0  Y  avec  les 
lignes  coordonnées  M  P,  M  Q,  on  pourra  exprimer  les  valeurs  de  ^»  £»  g»  £ 

pour  le  point  M,  en  fonction  de  ces  angles  et  des  quantités  e,  f,  g  qui  se  rappor- 
tent au  même  point.  Soit,  par  exemple,  a  l'angle  de  0  X  avec  M  G,  on  aura 

dx 

du         4    dx  dx       m~ 

COS  a  =  -j-  r-r  --^   ,    ,     OU   -r-  —  V«  co*  «î 

dt* 
de  même  pour  les  autres. 
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Je  différentie  maintenant  les  équations 

'  ""  dtf  dv  "*"  du  av  "t"  du  dv9 

«  =  (S* + «>'+<£)' 


et  je  remplace  encore  dans  les  équations  obtenues  les  variables  u  et  »  par  les 
valeurs  qui  correspondent  au  point  M,  j'obtiens  les  trois  systèmes  d'équations 

14  de       dxàht   tdydty 
ï  o5  **  35  d**"1"  du  d**' 
df_4de_d*d^*      dga> 
du       t<fr  —  dvdu^^dvdu^9 


(3) 


(4) 


4  dg       dx  d?x   .    <iy  d*y 
îdv       dvdv*"*'  dvlv*' 

df      4  dg dx&x      dy  d?y 

dv~*'%  du  ~ du  dv1  "**  du  dv»' 

*  *• <**  <***  •  «V  <ty_ 

J.  dt>  ""  du  dudv  '  du  duoV 


J     4  dg       dz  d'g    i  ^  <Ty 
3  dti a=B  dt>  5535  '  dv  dudv9 

desquelles  on  peut  tirer  les  valeurs  que  prennent  an  point  M  les  dérivées  partielles 

du  second  ordre  g  £' oâ'S'S,â'exprimteàr"dede5quMtitég 
e,  f%  g  et  de  l'angle  «. 
La  formule  (4)  paraît  exiger  que  l'on  connaisse,  pour  le  même  point  M,  tes  va* 

leurs  des  dérivées  partielles  jp  jgi,  j^  ;  mais  on  remarque  que  Ton  a  identi- 
quement, pour  un  point  quelconque,  et  c'est  Tunique  artifice  de  la  méthode 
de  Gauss, 

dtedte      iPyfy.drxérx      /£*\*       ( à"y  \*       f  <T*  \* 
oV  dv*  +  dtf  dv»  +  du%diï~\dudv)        Kdûdi/   ~  \dudvJ 

—  dudv       ïoV      ïoV' 
d'où  Ton  tire  la  valeur  du  binôme 

On  peut  donc  regarder  le  théorème  comme  démontré  9  car  il  est  évident  que  l'angle 
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a  doit  disparaître  du  résultat  ;  on  pourrait  au  reste  le  supposer,  par  exemple, 
égal  à  j. 
En  faisant  les  substitutions  indiquées  on  trouve 

4A» 

PP* 


+  e 


'  —        7A  [dv*       Z  dudv  +  du*\ 

Soit  maintenant  une  deuxième  surface,  telle  que  chacun  de  ses  points  M1  cor- 
responde à  un  point  M  de  la  première,  de  telle  sorte  que  les  arcs  de  courbe  cor- 
respondants M  N,  M' N'  soient  égaux  ;  il  est  évident  que  deux  triangles  curvilignes 
infiniment  petits,  terminés  par  des  contours  correspondants,  seront  égaux,  et  que, 
par  suite,  deux  figures  quelconques  terminées  à  des  contours  correspondants,  au- 
ront la  même  aire.  On  dit  que  deux  surfaces  qui  jouissent  de  cette  propriété 
peuvent  se  transformer  Tune  dans  l'autre. 

Si  Ton  imagine  sur  cette  deuxième  surface  les  axes  A'  U',  A  V  qui  corres- 
pondent aux  axes  A  U,  AV  et  les  deux  séries  de  lignes  coordonnées  qui  corres- 
pondent à  celles  de  la  première  surface,  deux  points  correspondants  seront  dé- 
terminés parles  mêmes  valeurs  des  variables  uetv\  de  plus,  les  quantités  ej,g 
seront  les  mêmes  fonctions  des  variables  u  et  v.  Donc  les  courbures  des  deux 
surfaces  aux  points  correspondants  seront  les  mêmes. 

En  particulier,  si  Tune  des  surfaces  est  plane,  on  aura  en  chaque  point  de  l'autre 

pT'=°'ou 

ri  —  *»  =  0. 

Mais,  on  démontre  aisément  que  toute  surface  jouissant  de  la  propriété  exprimée 
par  cette  formule  est  l'enveloppe  d'un  plan  mobile  dont  l'équation  renferme  un 
seul  paramètre  variable  et  dont  les  intersections  successives  sont  tangentes  à  une 
ligne  à  double  courbure. 

M.  Liouville,  dans  ses  leçons  au  Collège  de  France,  a  déduit  de  la  même 
formule  un  grand  nombre  de  conséquences  remarquables  ;  mais  leur  démonstra- 
tion nous  ferait  sortir  des  limites  que  nous  avons  dû  nous  imposer  dans  cette 
note. 


FIN. 
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